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LE CENTRE D'INERTIE ET LES MOMENTS D'INERTIE
DU CORPS EPICYCLOIDAL:

Par M. SVECHNICOFF,

Professeur au Gymnasc de Troitzk.

Le momentd’inerue de la surface ¢épicycloidale homo-

aéne autour de Paxe oz est égal a

= A=2T
Joz=73 [ / (x2+ y2)dS,

=0 =0

si I'on ddsigne par = la densité de la surface;

. no
dS = 4a%(n + cosa)sin? L do da,
P
2 2— q2[(n2— sin?no
L2y = a[(n2+sin?ng)
+ 2n(1—C0snQ)cosa - (1= cosno)? cos?a .
On sait que

LY =
[ sin”x costr dr = / sin”x costx dr = o,

0 o

si 1 est un nombre impair.
Par conséquent, les termes qui contiennent cosa et
cos* 2 se détruisent et

27

. n .., ny
Joz= fnsa sin® — do
0 2

27
< [ [(R2+sin2no)-+(3 —jfcosng - cos?ng) cos?a) da,
/o

Jos= Anca‘ﬁf
0

T
./,,::87:5(1'*[ sinlh‘g(?,n‘l—r—ﬂ—!.cog‘lnp—jcos“"g)dx!a.
0

1

27
7

l

1)
sins 22 (2n2-+5— fcosng —cos?ng) dy,
2
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T

Jor=8moa [ sing[on? 8 —(2nt 1) oty oty dy,
<0
2
Jos= 8nsat [2(2n‘l+ 8) — 2(2n2-+12) - §],
3 7
J—p—* 2
1.0329"‘;&(7"2—?‘ 21y = 2L (2 nt+ 24),

si Pon désigne par m la masse de la surface épicy-
cloidale.

Le moment d’inertic du corps épicveloidal homogéne
autour dec Vaxe oz est égal a

it —n— A=T
L,zsz f (224 y?) dU.
@:0 o=0

En remplacant 22+ y* par son expression ct dU par
a’(1—cosny)(n -+ cosz)sin?a do da,
nous pouvons détruire les termes qui contiennent cosa
et cos®a; par suite

27

'03:2nca3f” (1—cosng)sdy
0

ks
5 2 in220)sin?
=< / [(n?+ sin2no)sin2z
“o
+ (3 — fcosno -+ cosny)sin?a cos?a | da,
27

n
luzzzrzaasrf (1—cosno)
(]

21 gip2 27 a2
o (B simine 3 —4cosng -+ cos’no do
2 ' 8 ;

T ad
4

2T
/ (1— cos P42+ 7 — 4 cosy — 3 costd)dy-

0

En détruisant les termes qui coutiennent cos ¢,
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cos®b, cos’y, on a

® 27T
wou°
I,- = /l{ f [4n2+7 4+ 6(2n2+ ) cos2y — 5 costy] dy
i J,
2615
=T [(4n2+7)‘2—|—6(2n‘-’+5)~ %’]
i
w2508 M a2
— 2 —_— 2
los = G (8on2—+161)= % (8on2+161),

si 'on désigne par M la masse du corps épicycloidal.

Chaque partic du corps épicycloidal a deux plans de
symétrie qui passent par P'orvigine des coordonnées. Le
plan Zy est un de ces plans. L’autre plan de symétric
est perpendiculaire a la droite qui passe par deux points
de rebroussement. Désignons par A le point de re-
brousscment, situé sur I'axe ox, ct par B l'autre point
de rebroussement. Menons la droite 0y’ perpendiculaire
A AB ct la droite o2’ parallele a AB. de sorte que
I’angle 202’ soit obtus. Désignons par 2/, 3/, 2’ les coor-
données d'un point quelconque de la surface épicycloi-
dale par rapport aux axes ox’, 0y’, 0z. Alors

/

.o T T .
T =— 2 s — + CO0S - » M= CON— 4 Y SIin—-
n ¥ n J n J n
Les équations de la surface épicycloidale par rapport
aux axes ox’, 0y', 0z sont

N P o = N =\
xmaa[n-.—(l——cosn"a)cosajsm g—-)—sinngcos{g—- ¢
/

¥ = a%[n—i—(l —cosng)cosa)cos <o—;>+ sinng sin <9—- ]‘) ,
S=a(1—cosng)sina.
Posons

—o=4d.

T

Sa

Alors
=—a|nsind 4 (1+ cosn)coszsing + sinn cosy].

p
Y'=a[ncosy + (14 cosny) cosa cosy — sinndsiny],

7

&

a(y+cosnd)sina.



(1388 )

, . [T A7 ¢ .
(Quand 7 augmente de zéro jusqu’a — L=, b diminue

T LRy ’ ~
— jusqu a zcro et — —-
de ~ jusqu a >

Le centre d’inertie de la surface épicycloidale est
situé sur Paxe 0)'. Désignons par p sa distance an

point O. Alors .

mp = G/

L=T
Y%

En remplacant 3’ par son expression et dS par
n N .. .,
— 4a® cos? ny (n 4 cosa) db da, ¢t en faisant Vinégra-
P

tion relative a o, nous pouvons détruire les termes
(lui contiennent cos 2.
Par conséquent,

T

n
n
mp — jads [ cos? ~?~‘J dy

'

n
o
> / [n(ncosy —sindsinnd)+ (1cosny) cosd cosa]da.
0

A

ny . . '
mp — &xads [ cns3 —= [(» n2+1) cosb—an sind sin n Y+cosd cosn U
> ? : :
A

ou

213

mp=_8=ads | f(4)dl.
Q

.

si I'on pose

0 (1 eos3rY 3
S </.<~os , —5—4(‘05 2)

an —1 a1 .
< "(‘)n‘l; D(cosy — ———cos(n — 1) 4+ 2n cos(n—+ l)';J
2 ; 2
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) (En?—‘).n—o—SCan—-).LL'(in2+2lt+3 n-2
1, = N S 0s
fiy g S T 3 cos ——v
o 4n?—6n-+35 3n—a2 4n*+6n-+5 3n-+2
—= ———————— CO0S§ 4o . cos L
16 2 16 2
2n —1 5n—»9 AN+t 3n+2
— — €08 Y+ — cosT— 4,
1hH 2 16 2 '
E
1t (» 2 P ~ — ‘. 2 - —
gy — P25 o hn2+2n—+5 (-
S dYy = ———————— " cos = —_———— cOos —
A A —2) n 4(n+2) n
4n2—06n+5 0 An?—i—(}n—e-’)r =
—_——— (05—~ — ——————————— 08 —
8(3n—2) n 8(3n+2) n
‘on —1 = 2n +1 ]
— o F —— €08 - 4+ s————— COS —
8(5n—2) n 8(on-+2) n
1 = f1and+an 12n%+ 3n n
:7C0’<-< 3 - B) — T /)
4 n n:—4 gn2—4 25 n*-— 4,

6oo n7 cos—
n

(n2—4)gn2—g)(25n2—3)
Il en résulie que

225 N7 acos —
n

P= =g — s — )"

‘n posant n =1 et 2 ==2, 01 a

S o , 73na
)= — = —
! / 128

S
7
Sin =1, les droites 0y’ et ox forment angle .
Désignons par p’ la distance du centre d’inertic de
la surface épicycloidale & la droite AB.
Alors

, =
P :—-[7~—Il(¢(‘0$72'

Par l¢ milicu de la droite AB, menons la droite o'’
paralléle 4 0z. Le moment d'incrtic de la surface épi-
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cycloidale autour de 1'axe oz’ est égal a
. . o\ T -
Jo'z = Joz — m(p?— p'*) = Joz— mnacos n ()p — na cos ;),

. - 7\ 21
Jorz=ma* | n?( 1+ cos? —) 2 T —
n 7 (R2—4)(9n*—j)(25n2—1)

450 n8 cos? =
n

En posant n = o, on a

. ; 9104
Joz = mal('::z— 921 ).
\ 1379

Considérons la surface de révolution cngendrée par
la cycloide tournant autour de sa basc. Le moment
d’inertie de cette surface autour de I'axe équatorial est
¢gal a expression trouvée, parce que la surface consi-
dérée est la limite de la surface épicycloidale, quand n
augmente indéfiniment.

D’autre part, ce moment d’inertie est égal a

27 °
insa*j (% —sing)2(1 — coso)sin = dy
A ? 7 5 &5

27
. -
+27:3a'f (1—cosg)?sin £ do — mm2x>.
¢ P
A )

Le deuxiéme membre est la moitié du moment d’iner-
tic de la méme surface autour de 'axe de révolution.
Ce moment d’incrtie est égal a

7T ’ p 2

. . . 2018w at 6 ma?

6fmsat sind d = LA =9 —.
o 35 35

Désignons par P et P les distances du centre d'iner-
tie du corps épicycloidal au point O et a la droite AB.
Alors

MP:cf
i}

T

L
‘/ n

S1Aa

a=2%
f y' dv,
A=0

AV ——a3(1cosnd)3(n + cosa)sin?a dy da.
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Par suite,

a

v

P = m'*j
™

n

<

; 27
(1+cosny)3 d""f [r(ncosy —sindsinny)sin?a
0

+(14-cosn)cos cos?a sin2a da].
. ., . .
Nous avons supprime les termes qul contiennent

cosa ct cosd o

T
snat "
. Mp = f o

si I'on pose
(14 cosny P[(4n? +1)cosy — jrsinysinng + cosy cosni]

i) =
5 15cosny 3cosany cos3 nd
:<_+ SRY L v cosd V)
2 4 2 3 K
jn—1 in—+1
><[(inz_,_|)c05¢_'—‘)—-cos(n——1)t{a+' * cos(n—l—l)q;],
) 2

. 8on?+ 35 15n2— 7n +

1) = — cosy + *z/n__7 cos(n—1)¢

2n?—14n—+7y
4

15n+7n + 1
4+ 2R T cos(n - DY+ cos(on —1)Y

2
12n2+4+14n + n?—3n -1
———4,——7 cos(a2n + 1)y + — cos(3n —1)Y

n:4+3n+1 fn—i
——_-)————cos(fin—e—l)q; — LT()_— cos(fn—mn)Y

4n+1
-;—chos(;in + n)d.
I

/' S dy = 8—Oniﬂ‘_%sinf + —————l5n?_ﬁ7,t+7sin—l—'
) ; 8 n 2(n—1 n

Jy
1bn2+~7n+7 . =« 1n2R:—1in+;5; . w
o 2(n—+1) L f(2n—1) Sy
1202+ 1fin-+7 . T n—3n+1 . w©
T2n+1) T SGe—n T n
n:+3n+1 . ® 1 . T
BEEYEE) L ety
. 7_3[20112+9+81L2+7+ 1622 —-7 __Bn’—l]
2 n—i 2(4n2—1)  gni—1

. LT
36on8sin —
n

T ARG
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Il en résulte que
. . ™
36 n8asin —
) n

Y n2—iu)(4n*— r)(gnﬂ—n'

En posant n =1 ¢t n=2,0na

_3a

[)
4 1757

Le moment d’inertie du corps gpicycloidal avtour de
I'axe o'z estégala I,; =1,. — M(P*—DP") ou

i . 2w
36 19 sin —
n

80  m(nt—n)({n2— 1)(gn2—ru)

En posantn =2oc, on a

R '.'_,‘-’___311‘.
loz=Ma (3 7-).0)

/

Considérons le corps de révolution engendré par la
cycloide tournant autour de sa base. Le mowment d’iner-
tic de ce corps autour de P'axe équatorial passant par le
centre d'inertie est égal a I'expression trouvée. D’autre
part, il est égal a

27

:3(15[ (q—si|19)2(1~uosq)3(l;
0

.oaem

= ; \

- f (1t—cos9)’ dg — Mz2al.
0

4

Le deuxiéme membre est la moitié du momentd’iner-
tic du méme corps autour de I'axe de révolution. Ce
moment d'inertic est ¢gal a

-
" 63572 63Ma?
i'h’.:(l"[ sintod Yy = ’5%0— = 31 .
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