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REALISATION ET USAGE DES FORMES IMAGINAIRES
EN GEOMETRIE.

CONFERENCES DONNEES PAr M. Maxmuniex MARIE

au Collége Stanislas, a Sainte-Barbe, a I'Ecole Sainte-Geneviéve
et a I’Ecole Monge ().

Nous allons chercher la naturce et la valeur de la pé-
riode engendrée dans l'intervalle compris entre deux
pareils plans limites.

L’équation la plus générale d'une surface ayant des
asymptotes paralléles a I’'axe des s est

(axr —+ b_y_+_ c)zm—1
+(dzx2+zy 4+ fyr4+gr+hy +h)sm 2+ . =0;

(") Voir . \, p. 3g.
Ann. de Mathémat., 3¢ séric, L. X. (\oul 18y1.) 20
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si I'on voulait que axe des z fut lui-meme une asym-

ptote, il faudrait faire ¢ = 03 et, si I'on voulait encorc
que T'axc des = fit une asymptote d’inflexion d’une sec-
tion planc quelconque de la surface par un plan passant
par Vaxe des z, il faudrait faire & == o.

L’équation de la surface deviendrait alors

(ax + by )zm—1
+(dx2+ exy + fyit+ gxr+ hy)sm24. .. =o.

Les traces, sur le plan des ay, des asymptotes paral-
léles & 'axe des z seraient alors les divers points de la
droite ax + by = o.

Si I'on voulait que le licu de ces traces fut 'axe des @,
c’est-i-dire que les asymptotes paralléles a axe des 5
fussent Loutes contenues dansle plan des zx, il faudrait
faire a = o.

Alors I'équation de la surface, en divisant par b, de-
viendrait

Yt (axi 4 Bay + Yyt =4S - zy)Ini4. L =0,

Si 'on coupait cette surface par un plan x = [, Vé-
quation de la projection, en vraie grandeur, de la section
sur le plan des yz, paralléelement aux ., serait

yam [y (Bltc)y 4 al2 31 zm—24-.. .= 0;

la période cyclique, relative a I'axe des z de la quadra-
trice de cette courbe, est

Howy/— i sinys(alr+51),
R
qui s’annule pour /y=o, et [, = — °.
a

Pour obtenir le volume engendré par celte période
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«ydique, il faudrait caleuler Fintégrale

J— A
~omy—r1.zsin YZ [ (L l)Wdl,
(% /o

K désignant I'inverse durapportd’unclongucur, comptée
sur I'axe des x, a sa projection sur une perpendiculaire

au plan des y z.

Cette intégrale a ponr valeur
JR— . . 13 [‘

“=omy/=1.ak <in YZ (—T' — —‘—)
\ 2 4

ou

=Y/ 1.aK <in Y7 ::<é>‘;
2

on voit que c¢est le produit par \/: 2Ksiny zduvo-
lume d’une sphére.

Mais le volume cubé est en réalité celui d’un ellipsoide
dont 'un des diamétres, parallele aVaxe des xr, serait /,
ct dont les deux autres, situés dans le plan

auraient, I’'un, unc valeur nulle, et 'autre, une valeur
infinie, de telle sorte, cependant, que le rectangle de
ces deux diametres fut —[/—% .
4

On peut, au reste, Lrés aisément, obtenir I'équation
méme de cet cllipsoide, en étendant aux surfaces algé-
briques le théoréme qui nous a servi a fonder la théorie
des périodes cycliques des quadratrices des courbes algé-
briques, c’est-a-dire cette proposition que, dans le voi-
sinage de 1'une de ses asymptotes, non inflexionnelle,
une courbe de degré quelconque tend toujours a se
confondre avee une hyperbole du second degré.
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Pour les surfaces algébriques, le théoréme s’énoncera

ainsi :

La nappe d’une surface algébrique de degré quel-
conque qui se rapproche inddfiniment du plan lieu d’une
serie d’asymptotes paralléles et non inflexionnelles de
la surface, cette nappe tend « se confondre avec un
hyperboloide du second degré; et celle des conjuguées
de la surface, dont les cordes réelles sont paralléles
aux mémes asyiptotes, com/)l‘elld, outre d’autres
nappes, une nappe fermée séparée des autres et qui
tend & se confondre avec un ellipsoide indéfiniment
aplati et indéfiniment allongé le long du plan lieu des
asy mptotes considérées, ¢ est-a-dire un ellipsoide dont
le diamétre, conjugué du plan considiré, tend wvers
zero, et dont les deux autres diamétres, contenus dans
ce méme plan, sont Uun fini et I’ autre infini, ce dernier
ayant d’ailleurs la direction des asymptotes en ques-
tion.

En eflet, reprenons I'équation de la surface sous la
forme déja employée

yanTl (axt+ Bay + yyi4ox +zy) s34, .. =0,

c'est-a-dire supposons qu’on ait fait le choix d'axes dé-
fini précédemment (la direction de 'axe des y est restée
quelconque, mais ¢’est indifférent, puisqu’on cherche ce
que devient la surface dans la direction de y = o). i
'on coupe cette surface par un plan o =1, I’équation
de la projection de la section sur le plan des yz est

yamla (@2 Gl Bly -y 22 l) sm—24. .= 0]

dans cette équation, le produit de y devenu nul par 2
devenu infini tend vers — (/> &/); par conséquent
les équations de la section considérée tendent a se re-



duire a
)';—i—11‘3—|—81=0 avee xr=1:

)

I'équation de la surface, dans les environs de son plan
asymptote, y = o, tend donc 4 se réduire a

Y5+ axl+—ozr =o,

by 3 ~
S \2 a2

yi+alz+—) =—,
2% o

ou

EEN

(ui représente un hyperboloide a une nappe.
Parmi les ellipsoides conjugués de cet hyperboloide,
il y en a un qui appartient a la surface proposée, comme
étant une de ses conjuguées : c'est celui dont les cordes
réelles ont une direction infiniment voisine de celle des
asymptotes de la surface, contenues dans le plan y = o.
Ce serait cet ellipsoide indéfiniment aplati dans le sens
des y et indéfiniment allongé dans le sens de I'axe des z
dont il faudrait calculer le volume, pour obtenir la pé-
riode sphérique de la cubatrice de la surface; mais
comme tous les ellipsoides conjugués de I'hyperboloide
o \2 02
Yi+a (.Z' —+ Ta> =%
ont méme volume, on choisira celui qu'on voudra

d’entre cux.

2%. On voit, par ce qui vient d’étre dit, que la direc-
tion des plans sécants, paralléles entre cux, au moyen
desquels on découpe la surface 4 cuber, étant choisie,
ct par conséquent les m asymptotes de la surface, paral-
leles a ces plans, étant définies, on trouvera, dans la
«cubatrice, m périodes sphériques.

Mais, si ladirection des plans sécants venaita changer,
les asymplotes de la surface, qu’il faudrait faire interve-
nir, changeraient aussi, et ce scrait ¢vidlemment une
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qucstion trés intéressante de savoir si les périodes sphé-
riques de la cubatrice changeraient aussi.

La question n’aurait pas lieu d’¢tre posée au sujet de
I’hyperboloide a unc nappe (ni de I'hyperboloide 4 deux
nappes, mais pour une autre raison), puisqu’on sait que
la période unique de la cubatrice d’un hyperboloide a

une nappe est le produit par v/— 1 du volume enveloppé
par I'un quelconque des ellipsoides, allongés ou non, de
cet hyperboloide.

Mais le fait, évident dans le cas des surfaces du second
degré, nc 'est plus du tout dans le cas des surfaces de
degrds supérieurs, et la preuve du fait, presque surabon-
dante dans le premier cas, ne se trouverait pas, pour
les autres, dans des considérations aussi simples.

Cependant le théoreme est général.

Mais je n’en donncrai pas la démonstration en ce
moment.

25. Classification des intégrales doubles cubatrices
des surfaces algébrigues. — La nature de la cubatrice
d’une surface algébrique dépendra toujours essentielle-
ment de celle de la quadratrice d’une section plane quel-
conque de cette surface.

Si 'on veut que la cubatrice n’ait aucune période
ultrasphérique, il faudra que la quadratrice d’une quel-
conque de ses sections planes n’ait pas de périodes ultra-
cycliques et, pour cela, si 'on veut que les sections
planes de la surface dépendent encore du plus grand
nombre possible de paramétres, sous la condition d’étre
quarrables par les fonctions circulaires ou logarithmi-

ques, il faudra que ces scctions présentent chacunce
(m—1)(m—o

- =) points doubles, m désignant le degré

de la surface; ¢’est-a-dire qu’il faudra que la surface
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elle-méme contienne une courbe double du degré
(m—1)(m—=2)
2

26. Si l'on veut que la cubatrice de la surface soit
algébrique, il faudra en outre que toutes les sections
planes de cette surface soient quarrables algébriquement,
c’est-d-dire que les m asymptotes d’une section plane
(1uelconque coupent, chacune, cette section en Lrois
points situés a 'infini, ou en m — 3 points seulement, 4
distance finie.

27. Nous allons chercher expression analytique des
conditions renfermées dans cette derniére condition.

Reprenons pour ccla les équations établies au début
dun° 23: )

Pour que la période cyclique relative a 1'asymptote

q. X z . .
paralléle a = VA n de la quadratrice d’une section

g

plane mobile paralléle a cette direction, restat toujours
identiquement nulle, c’est-a-dire pour que la période
sphérique correspondante restit constamment nulle, il
faudrait qu’en éliminant x,, par cxemple entre les

équations
J‘O?’m“’“.},o?:@—*— dr‘(’ly 37 1) =0
et
TG 220y 0 g+ ¥ O 20 Yy 2y oY+ 2 (% 1) =0,

on tombat sur une équation identique en y,.
Ces conditions sont

(1)

U A
©g T 9 Pap T 9y = O

"
2o
(o) W EYRTE I \__,»”,»' ey B ])_'g' oV e oV =0
?x:P4 Y (281 R PR AT P98 YT Yury
.
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ct
(3) chet(x By — 20y Yy ¥(s, By +202y(2, B1) =o.

Si I’'on veut que ces trois conditions soient satisfaites,
quels que soient o et 8, c’est-a-dire si I'on veut que
toutes les périodes sphériques de la cubatrice disparais-
sent, ces trois conditions devront étre considérées comme
des équations simultanées, aux différentielles partielles,
dont les fonctions o, ¢ et 7 seraient les inconnues.

Il s’agit d’intégrer ces trois équations.

Occupons-nous d’abord de la premiére, quine contient
que la fonction ¢. Elle exprime que le cone lieu des pa-
ralléles aux asymptotes de la surface, menées par 'ori-
gine, est formé de m plans.

En effet, I'équation de ce cone est ¢ (x, y, 2) = o, de
sorte que o(a,y,1)=o0 est 'équation de la section de
ce cone par le plan z=1. Or, pour exprimer que le
lieu ¢(x, , z)=10 se compose de droites, il faudrait
. dy .
exprimer que =, en un quelconque de ses points, est
nul et c'est précisément ce qu’exprime 1’équation (1),
car I'équation ¢ (x, », 1) = o donne d’abord

cay

ol =~ 4+ o\.=o,
Y odx i ;

et ensuite
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d’ou I’'on voit que la condition

Wi o , v
Dy2Qx ™ 2%xyPa Py + 9,29y =0

revient a d ; = O.

Aiusi la fonction ¢(x, y, z) doit étre le produit de m
facteurs lindaires

(Ay 2+ By y + Gy 2),
(A2 xr+ By y + Gy 3).

(Anzfr - Bm}' -+ Clll"‘)

En second lieu, I'équation (2) exprime que toutes les
asymptotes de la surface sont effectivement contenues
dans m plans.

En ellet, toutes les asymptotes infiniment peu incli-
nées les unes sur les autres doivent déja étre paral-
leles & un méme des plans représentés par 'équation
o(x,y, ) =0, car unc asymptote variable de direction,
d’une maniére continue, ne pourrait changer de plan
directeur qu’en prenant momentanément la direction
de 'intersection de son ancien plan directeur avec I'un
des (m — 1) autres. De sorte que, si la droite

Ty oy +Yoeg+ ¢ (% 1) = o,
lieu des traces sur le plan des xy des asymptotes paral-
. N . . xr S
léles a la direction S = % T ne change pas lorsque o
et 3 varieront infiniment peu ou varicront dans de cer-
taines limites, toutes les asymptotes correspondantes
seront dans un méme plan.
Or c’est précisément l'invariabilité de la droite
Togy+yosp+b(a ) =0

qu'exprime Péquation (2).
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En eflet, si Pon fait varicr, dans I'équation de cette
droite, z de da et 3 de d3, elle devient
7o(9y+ O da + oyadd)
+,}’o(‘?:8+ ‘?;’13'2‘1?' -+ ‘?;fid“) + (e, By1) + 4y da + q’[i: 0,
et si 'on veut exprimer que les deux droites coincident,
il faudra exprimer que les accroissements des coeflicients

sont proportionnels aux anciennes valeurs de ces coefli-
cients, ce qui donnera

o~ ! 2] . A [P R A [}
Opedr + wygdd  0gdd oy Yy da-Yyd]

7 7

- ] ] 1.
Yy o4 bz, )

)

. ds oy

en divisant par dz et remplacant 0 bar — ==, ces dqua-
3
i

tions deviennent

, ,
< 1 [}
R R £ SRy . £
Qor™ a3 oy ¥B: or T Faf 2T Y8 o
8 & _ o4
-~ - ool —_ T. k]
©n o3 V(o Bi1)
b . .
¢est-a-dire
"4 ‘/2 " ' ' " 'G_} , r" PI ’.’ '/ ’ ‘I "
YorPp T PaBPa9B T 9B Px T PuBYaP8  YaP3 T Y%
) - NARE = 7 P *
Do 9B 9298 oy b(a, B, 1)
La premiére de ces conditions
NANRE) o v " 1y o ron
D@8 PafPuP3 = T 93290 T YuBPa 9B

n’est autre que la condition (1) déja traitée; quant &
Iautre

ARE nooor W VL
a2 98 — Qa3 9298 Yo ?B— YBPx
) = 7 ’

9@l ‘.5'3"‘{(13 py ’)

elle se réduit précisément a I'équation (2)

’”,, ’ . »” ' ' 4} ’I . ’ ’.I I/ ’\, _
[99"‘?.5 u39a ] ¥ (2 i) — ‘7‘1“’1‘.‘,’3* by on] = 0

Ainsi les équations (1) et (2) expriment que toules
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les asymptotes de la section doivent ¢tre comprises dans
m plans.

Quant a I'équation (3), il est inutile d’en chercher la
traduction : puisqu’elle exprime que chacane des asym-
ptotes coupe la surface en un troisiéme poinl situé a
I'infini, elle doit exprimer que chacun des m plans
asympiotes coupe la surface suivant une courbe de
degré m —3.

En couséquence, les surfaces de degré me, cubables
algébriquement ct contenant encore le plus grand nom-
bre possible de paramétres, sous cetle condition, de-
vraient ¢tre recherchées parmi les surfaces ayant une

courbe double de degré (—"ii—)(m_)), que pourrait re-

présenter I'équation

(M@ 4+ Bry 4 Ci5 4+ Dy) (A -+ Bay + Cas+Dy) ...

X (A x —+ Bm,}/ + Gz + Dm) 4D, (r.y,5) =0,
®,,_5 désignant un polynome complet en &, y, z, de
degré (m— 3) au plus,

28. Application aux surfaces du troisiéme ordre. —
Les surfaces de troisiéme ordre capables de cubature
algébrique doivent étre recherchées dans le type

(a1 + b1y +c15-+dy) (A by y + c25+ dy)

X (azxr — b3y +c335+d;)+ H=o.
SiT'on suppose la surface irréductible, la scule ligne
double qu’elle pourra contenir sera une droite. Suppo-
sons qu’on ait pris cette droite pour axe des z, I'équa-
tion de la surface devra se réduire i une identité si 'on
y fait x =0 ¢ty = o, cc qui donne
€1 C3C3 =0,
cr1cyds + cacydy+ czepdy= o,
crdsdy - cydydy+ cydidy =
dydyd;+~H =o;

[
°



( 384)
H ne pouvant étre supposé nul, sans quoi la surface se
réduirait a trois plans, d,,ni d, nid; ne sauraient non
plus disparaitre; en conséquence, ¢y, €y et ¢3 devront
¢tre nuls. Clest-a-dire que la surface devra &tre un cy-
lindre paralléle a sa ligne double.

Les conditions précédentes expriment simplement que
I'axe des z est sur la surface : pour que cette ligne soit
double, il faut et il suffit que I'origine soit un point
double de la trace du cylindre sur le plan des xy. Or,
I’équation de cette trace, ou celle de la surface, est de-

venue

(ayx + by + dy) (agx + byy + ds)
X (azz + byy +ds) — didydy=o;

et, si l'origine est un point double, cette trace sera quar-
rable algébriquement, ¢’est-a-dire sera un tréfle ou un
folium, suivant que les trois asymptotes seront réelles
ou qu’il y en aura deux imaginaires.

Les deux seules surfaces du troisiéme ordre, cubables
algébriquement ¢t dépendant encore du plus grand
nombre possible de paramétres, sous cette condition,
sont donc le cylindre a base de tréfle et le cylindre a base
de folium.

29. Le Tome Il de ma Théorie des fonctions de va-
riables imaginaires contient la théorie, analogue aux
précédentes, des intégrales d’ordres supéricurs.

( A suivre.)



