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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES
(CONCOURS DE 1 8 9 1 ) .

Mathématiques élémentaires.

On donne une sphère S et deux droites D, D', tangentes à
cette sphère.

i° Par un point quelconque de la droite D on mène les
droites G et G' qui touchent la sphère S et rencontrent la
droite D'; démontrer que les points de contact des droites G
et G' avec la sphère S décrivent deux cercles G et G'.

2° Démontrer que les droites G, qui touchent la sphère S
en des points situés sur le cercle G, sont tangentes à une infi-
nité de sphères 2.
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3° Trouver combien il Y a de sphères 2 tangentes à un plan

donné Q. Discuter le problème et tromer le lieu des traces
des droites G sur Je plan Q.

MathématiqLies spéciales.

Étant donnés un triangle ABC et deux points P et Q situés
dans son plan, on considère les coniques S qui touchent le
cùté GA en A et passent par les points P et Q; on considère
de même les coniques S' qui touchent le coté CB en B et pas-
sent par les points P et Q.

i° Soient M et N les points d'intersection d'une conique S
avec les droites GP et GQ ; M' et N' les points d'intersection
d'une conique S' avec les mêmes droites. Démontrer que la
droite MN passe par un point fixe At et la droite M'N' par un
point fixe B1? quand les coniques S et S' varient.

i° En substituant le triangle G AJDJ au triangle CAB dans la
définition des deux séries de coniques, on obtiendra deux
nou\eaux points A2, B2 et ainsi de suite: trouver l'équation
de la droite A,, Ba et chercher sa position limite quand n de-
vient infini.

3° On suppose que les coniques S et S' varient de manière
que les deuxièmes tangentes menées du point G à ces courbes
soient conjuguées harmoniques par rapport aux droites GP et
GQ ; trouver, dans cette hypothèse, le lieu du point d'intersec-
tion des polaires d'un point donné II par rapport à ces coni-
ques.

4° Lorsque les coniques S et S' varient en restant tan-
gentes, trouver le lieu de leur point de contact.

Composition su?^ VAnalyse et ses applications
géométriques.

Etant donnée l'équation

= o,

dans laquelle z désigne une fonction des deux variables indé-
pendantes cr et y et où l'on a posé

àz
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définir ce que l'on entend : i° par intégrale complète, inté-
grale générale, intégrale singulière; <i° par caractéristiques.
Montrer comment on peut déduire l'intégrale singulière soit
d'une intégrale complète, soit de l'équation différentielle.

Application.

i° Étant donnée l'équation

mzpq -+- ixyz — xy(px H- qy) — o,

dans laquelle m désigne une ligne donnée, trouver une inté-
grale complète ;

2° Déduire de cette intégrale complète la surface intégrale S
qui passe par la droite D dont les équations sont

y = o, x — z.

Déterminer directement, en intégrant leurs équations différen-
tielles, les caractéristiques dont le lieu est la surface S;

3° Etudier cette surface dans le voisinage de l'origine; dé-
terminer sa forme générale à l'aide des sections faites par des
plans passant par l'axe des y.

4° Trouver les lignes suivant lesquelles la surface S touche
la surface représentée par l'intégrale singulière.

Composition de Mécanique rationnelle.

S)
e

Un trièdre trirectangl^OXYZ tourne avec une vitesse con-
stante w autour de son awfte OZ, qui est dirigée en sens con-
traire de la pesanteur; il entraîne avec lui un paraboloïde P
qui, rapporté aux axes OX, OY, OZ, aurait pour équation

x2 — y2 = ipz.

Un point M de masse i, de poids g, assujetti à se mouvoir

sur la surface de P, est attiré vers le sommet O du parabo-

loïde par une force égale à — MO; en outre, MA, MB étant

les perpendiculaires abaissées de M sur les génératrices recti-
lignes de P qui passent au sommet O, le point M est encore
sollicité par deux forces dirigées suivant les segments AM,

BM, et égales, la première à — AM, la seconde à — BM.
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La position du mobile M sera définie par les valeurs des pa-
ramètres X, [x, qui figurent dans les équations

des paraboloïdes homofocaux à P et passant par le point M.
Gela posé, on demande :
]° De former l'équation aux dérivées partielles dont, suivant

le théorème de Jacobi, il suffirait de connaîtie une intégrale
complète pour en déduire, par de simples diïïerendations, les
équations du mouvement du point M;

i° De trouver cette intégrale complète et les équations du
mouvement quand on suppose to = o;

3° D'intégrer l'équation de la trajectoire et d'indiquer la
forme de cette ligne quand, w étant toujours nul, on a, à l'in-
stant initial,

dx _ 3 + 3 /3 , —
1i ~ 8 " ~ S/Pg'1

di


