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SUR UNE GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DES PROJECTIONS;

PAR M. E. CARVALLO,
Examinateur d'admission à l'École Polytechnique.

1. 11 s'agit d'une conséquence immédiate du théorème
des projections. Elle est bien connue, très employée en
Mécanique pour évaluer le travail d'une force, et pour-
tant elle est Généralement omise dans les cours de Mathe-

id
matiques spéciales. Serait-elle donc de peu d'usage en
Trigonométrie et en Géométrie analytique? Je veux
montrer ici qu'au contraire, dans les deux cas, elle peut
rendre de grands services et simplifier beaucoup les
démonstrations. 11 me suffira de prendre un exemple
simple dans chacune de ces matières. Voici d'abord
Téiioncé :

2. THÉORÈME. — Si deux segments A et B sont les
résultantes de plusieurs autres, Ai, A2, A3, . . . , B n B2,
B3, . . . , le produit des valeurs algébriques de ces seg-
ments par le cosinus de l'angle fies axes sur lesquels
ils sont comptés est égal à la somme des produits tjuou
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obtient en combinant toutes les composantes du pre-
mier segment avec toutes les composantes du second.

Ce théorème est une conséquence si évidente et si bien
connue du théorème des projections que je me dispense
dele démontrer. On le représente commodément parla
formule

( A , - h A 2 - f - . . . ) | ( B i + B 2 + . . . ) = SA,-1 B y , ( / , j = 1 ,2 , . . . ) ,

en désignant par A{ H- A2, . . . la résultante A, et par
A | B le produit des deux segments par le cosinus de
leur angle. Cette formule est très mnémonique, étant
identique à celle de la multiplication algébrique d'une
somme par une somme.

3. PREMIÈRE APPLICATION. — Distance d'un point à
l'origine. — Soient X, Y, Z les vecteurs qui forment les
trois composantes de O M sur les trois axes Ox, O/ , Oz ;
soient x,y, z leurs valeurs algébriques, X, [A, vies angles
des axesj^Oz, zOx^ xOj. On a

OM2 = OM| OM = (X H- Y -+- Z) | (X -x- X -h Z)
= X|X-f-Y|YH-Z|Z^-aY|Z-4-2Z|XH-2X| Y

-f- iyz cosX -4- izx ros p. -+- 'ixy cosv.

4. DEUXIÈME APPLICATION. — Formule fondamentale
de la Trigonométrie sphérique

cos a = cos& cosc -r sine sine cos A.

Soient le triangle sphérique ABC, O le centre de la
sphère. Je dois évaluer cos« = OB | OC. Pour cela, je
décompose le segment OB en deux autres, OH et HB,



savoir :

OH = cosc suivant OA,

HB = sine suivant la perpendiculaire à OA, dans le plan AOB.

Je décompose de même OC suivant OK et KC. J'aurai

= OB | OC

= (OH4-HB)|(OK-+-KG)

= OH | OK -+- OH | KG -+- HB | OK -h HB | KC

= cos b cosc -+- sine sine cos A.
C. Q. F . D .


