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GORRESPONDANCE.

Extrait d’une Letire de M. Gomes Teizeira a M. Rouché.

Dans une Note Sur la formule de Stirling, qui a été
insérée dans les Comptes rendus, 1. CX, p. 513; 1890,
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vous démontrez d’une maniére bien simple la formule
0’7
g?(n) 12(n+pin

) e(nrp)

b

ou  représente un nombre compris entre o et 1, et o0
I'on a

(I) (‘;1)1):M.

Ensuite, au moven de cctte formule, vous trouvez la
formule de Stirling, qui donne le produit T'(n +- 1),
quand n e-t un nombre trés grand. Vous supposez,
dans volre analyse, que zz est un nombre positif entier.

En étudiant votre démonstration, je viens de remar-
quer qu’on peut la modifier de maniére a considérer le
cas ou n représente un nombre quelconque, rationnel
ou irrationnel. Je remarque premiérement que votre
démonstration de la formule (2) a lieu quand » est frac-
tionnaire, ainsi que la démonstration, basée sur la for-
mule de Wallis, que vous donnez de ’égalité

lim ¢(p) = Vor.
,l:ao

Ensuite je modifie I'analyse que vous employez pour
déduire de (2) la formule de Stirling de Ja maniére sui-
vanle.

Je trouve premiérement au moyen de la formule (1)

1
p+y
T —Pf 2
Iim 9—(n+p) = hm (n+p+nerp -
Sy S(p = n4p A4 -
r 2(P) PEE D p - 1)e=utD (n 4+ p) Py

clayant égard aux ¢galités

FNn+p+4ij=n(n-+1)...(n +p)r(n),
'(p=+1)=1.2.3...p,
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j’écris cette formule d’abord de la maniére suivante

1
¢(n+P) _ i n(n+1)...(n+p)T(n)e—rp’ 2

- o(n = 1 ’
= 71 n=e P164n+m(n_F10"+P+2

et ensuite, ayant égard a la définition de Gauss de la
fonction T'(n),

— plp"
r(n)_,}f; n(n=+1)...(n+p)
je Iéeris de la maniére suivante

1
n+p+ -
lim 2P P "
p==  9(P) p=

.
© D+~

en(n+p) T3
Mais nous avons

n+p+1
. n 2
lim <—+1) = en,
p=w P

Donc on aura

e(n+p)

lim =1,

p==  9(P)

et, par conséquent,
limo(n+p)=limg(p) = Vo
p=w p=w

Si l'on remarque maintenant que la formule (2) donne

9

= el2n (0 <6 <),

o(n)
p== ¢(R+p)

et par conséquent
fj
w(n) = eizn lim e(n—+p),
P=c
on trouve

0
c(n) = (’"1’7\/-)_71,
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et I'égalité (1) donne ensaite la formule de Stirling

0
'(n+r1)= ‘/-zﬂ/zn"e*"e’_‘[’i.

Pour plus de clarté, je crois devoir reproduire ici la
démonstration que j'di donnée dans les Comptes rendus
et a laquelle se rapporte la lettre de M. Texeira.

La relation bien connue

log(n +1)—logn = 2 1 b
g B = on +lzn(n+l) ’

ol n désigne un nombre entier positif quelconque, et 6 un
nombre compris entre o et 1, peut s'éerire

O 3 1
mran — (e )llog(r 1) —logn].
Elle devient

]

IYCETi logo(n)—loge(n +1),

quand on pose
(1) ?(,l) — 1.2.3... .
On conclut de la

logo(n)>logo(n +1)
ct
1

I
lOg?(ll)— EE < lOgL?(ﬂ—l—l)—— m,

en d'autres termes, des deux fonctions

1
o(n), o(n)e 27,

la premicre est décroissante et la seconde croissante, lorsque
I'entier n croit. Si donc on désigne par p un nombre entier
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positif quelconque, on a les inégalités

o(n)>o(n-+p),
1 1
q(n)e—”—"<<?(n +p)6 lz(u+p)’

que Pon peut remplacer par I’égalité

fp
M_ — em(n—o»};)’
e(n—+p)

(2)
dans laquelle 0 désigne un nombre compris entre o et 1.

Il est bien aisé de déduire de cette relation la formule
célébre de Stirling pour I'évaluation approchée du produit
1.2.3...n lorque n est un grand nombre.

En effet, la relation (2), appliquée au cas ou n est égal a p,
montre immédiatement que le rapport

o(p)
o(2p)

a pour limite l'unité, lorsque p croit indéfiniment. On a donc,

pour p = o,

limo(p) = lim - e(p)”
s(2p)

ou, d’aprés (1),

;i ; 20§ 5 op—2 2
llmc?(p):llm\/4.;.§.%.%...,ﬂ~ L

2p—1 2p—1’

et enfin, en vertu du théoréme de Wallis,

limo(p) = Vor.

Dés lors, si dans la formule (2) on laisse n fixe en faisant
croitre p indéfiniment, on obtient

o(n)
Vom

c'est-a-dire. d'aprés la définition de o(n),
f
2.3, = \/)ﬁ[l te—nelln,

1211




(317)

C’est la formule de Stirling, qui donne deux limites

- 1
Jznnn"e—", /znnn"e—".e"”,

entre lesquelles est compris le produit 1.2.3.. .n. (E

.R.)



