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TANGENTES COMMUNES A DEUX CONIQUES ;
Par M. J.-S. COLLIY,

Ancien éléve de P'Ecole Polytechnique,
Professeur & I'Ecole Albert-le-Grand (Arcueil).

La rccherche des tangentes communes a deux coni-
ques se fait habituellement par 'emploi des coordon-
nées tangenticlles (Siiyon, Géomdtrie anal‘)'liquc,
traduction Resal, p. 485, ¢t Picouer, Géométrie ana-
Iytigue, p. 458 eL509): nous allons Pexposer d’une
maniére plus ¢lémentaive en faisant intervenir unique-
ment Péquation aux  cocflicients angulaires des tan-
centes.

Soient done les deux conigues

Siroy)y = Axr —oBary - Cy?2 —oDr +2ky + F =o.

Jitroy )= N2 o By — Cpy2+ oDy + 2B, v — Fy = o,

et désignons par = ct g, les partics homogénes du second

degré de [ et fiy et par f1., fl., ..., les demi-dérivées.

Prosrisve 1. — Zrouver 'équation des tangentes
communes eux deux coniques f'=o et f; = o.

Cela revient évidemment a trouver le licu des points
par chacun desquels on peut mencer aux deux coniques
une tangente commune, c’est-a-dire deux tangentes pa-
ralléles. Or, si (2, 3) est un point de ce licu, les fais-
ceaux de tangentes issues de ce point aux deux coniques
seront respectivement

SB[ ) = (nfy 3 S5+ fy) = o

S Y it v — o fiy = v flg - fl)2 o

y
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oty =1; ¢t par suite les équations aux coeflicients an
gulaires m de ces tangentes seront elles-mémes
S, B)o (1, m)—(fy — mfé)3 —= o0,
Si(2, 3) o1 (1, m)—(fiz+mfig): — o,
¢est-a-dire

/n'-’LCf(ayg)_/‘éq .
+2om[B f(a, B)—f&fé]—k Af(a.8)—f2- o,
/112[C1f1(1, B)f,’;;"]
+2m[By f(a, 3)“‘/‘1’1.]01,(3]‘_ A Sfila, D)— 13 o,
ou, par abréviation,
Am?2 —ovhm +2 =o.
Aoy m?2 4 2‘1)‘:)1 m — el = 0.
Mais, si le point (a, 3) est un point du lieu, ces deux
équations doivent avoir une racine commune, ce qul
impose

(21— 24 2— 4 (~bh; — Uhoe) (S — Suby )= o,
ou bien, ce qui revient identiquement au méme,
(L2 Sy —2uhh, )2— _/;( h2— A2 )(’U'o% — Aoy &y )= 0.

Telle est done I'équation du licu des points (2, 3),
¢’est-a-dire I'équation des tangentes communes, a condi-
tion d'y remplacer 2, § par les coordonnées courantes
x, y.

Remarque [. — Si lon désigne comme d’ordinaire
par A, ..., F AL, .o F les coeflicients de A, ...,
F, A, ... F, dans les développements respectifs des
discriminants A et A, de fet f, ona

A =Fa2—aD'e+ A,
W ——Fazy —Ea—+—D'y—B,
S =F)2—LEy +—C;
Loy =Fla2—oD >+ A,
Woy = — B2y -+ Bz — D) 3 — B.

Ci—Fiir— LBy -G,
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d’ou
A2y + Colog— 2 Wbty = 22 (F'Cy + C'F} — 2 B ). . .

ct ainsi cette expression, en apparence du quatriéme
degré, n’est en réalité que du second. Cette méme
expression est d’ailleurs le premier membre de I'équa-
tion que 'on trouverait immédiatement en cherchant
le lieu des points par ou I'on peut mener a I’ensemble
des deux coniques / et f, des tangentes formant un
faisceau harmonique : avec Salmon nous la représente-
rons par I

Remarque 1I. — On a, d’autre part,

W2 A =(Bf — fif; P —(Cf —[12) (Af — fi2)
=(B2—AC) f2
+SASE+ Cf2— 2B i f))

:(R"—AC \fra-f
=< [(AC— B?)(f — F)+ AE?+ CD*— 2 BDE]
=— 4,
et de méme par analogie on aurait
W3 — b Sy =— /1A '
Conclusion. — L’équation aux tangentes communes

peut donc s’écrire ¢galement sous la forme connue
F2= {AA, f/1.

qui n’est que du quatriéme degré, el I'on voit ainsi
que :

1° Deux coniques ne peuvent avoir plus de quatre
tangentes;

2° Les huit points de contact de deux coniques et de
leurs tangentes communes sont tous sur la conique

F=o.

Relnal;que. — Le principe de cette solution pourrait
stre cmployé pour la recherche de 1'équation aux
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asymplotes ct aux sécantes communes 4 deux coniques,
et peut aussi bien servir pour deux courbes quelcon-
ques.

Prosrime 1lI. — Déterminer les points d’intersection
des tangentes communes.

Ces points ne sont autres que ceux d’ot I'on peut
mener aux coniques deux tangentes communes; donc
pour ces points I'on a généralement

ozl') f“!) @

— = e T ooy

log Yb1 o
et par suite ces points sont les points communs aux
trois courbes

Jouh —Ubloy = o, W, — 2ib; = o, Ay — Sy = 0.
1 1 s 1 1 1 1

Ainsi qu'on le voit presque immédiatement, ces
courbes sont des cubiques, et 'on vérifierait aisément
qu’elles n’ont que six points communs a distance finie,
ce que I'on pouvait prévoir, car les quatre tangentes
communes ne pcuvent se rencontrer en plus de six
points.



