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TANGENTES COMMUNES A DEl'X CONIQUES ;
Pui M. J.-S. COLLIV

.Vricicn élève do l'Ecole Polytechnique,
Professeur à l'Ecole Albert-lc-Grand (Arcueil).

La recherche des langen les communes à deux coni-
ques se fait habituellement par l'emploi des coordon-
nées tangentielles (SVLMON, Geometrie analytique,
traduction ltesal, p. 48>), et PICQUET, Géométrie ana-
lytique, p. 4<>̂  <*l 5o()) ; nous allons l'exposer d'une
manière plus élémentaire en faisant intervenir unique-
ment l'équation aux coeilicients angulaires des tan-
gentes.

Soient donc les deux coniques

.A^'O') ~ -\'T~ —'A\1TY -+- Cy- - 2 D 7 -r-'j,Ey -h F = o.

J\('r<y)~ -^1 r~ •+• •'• ü\j\Y~ Gi.>'2••*- l }-^\-r -+- 'Àttiy — ^1 = °-

et désignons par z, et cp, les ]>arties homogènes du second
degré de futj\, et par J'r^J'i.x-> • - • , l(

PnoBLÈME I. — Trouver Véquation des tangentes
communes aux deux coniques j'= o et j \ — o.

Cela revient évidemment à trouver le lieu des points
par chacun desquels on peut mener aux deux coniques
une tangente commune, c'est-à-dire deux tangentes pa-
rallèles. Or, si (a, fi) est un point de ce lieu, les fai.v-
ceaux de tangentes issues de ce point aux deux coniques
seront respectn einent

ƒ (a, fi) ƒ(./•. y) — (,r/a +rf\ -+-/y)2 = o.
j \ \ a. [JJ ) f\ ( .r. y ) — ( rf'{J \- y f[^ - ƒ,',.)- — o.
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où Y = i ; et par suite les équations aux coefficients an

gui aires m de ces tangentes seront elles-mêmes

ƒ (a, P ) ? ( i , m)-(f'a -r-mffcy -- o,
/iO> ?)<?i(i, w ) — ( / î a - ^ ^ / i ' s V - o,

c'est-à-dire

ou, par abréviation,

A,m2 -T- ;l)!)/» -+-3 — o,

ol>! ;?i2 -h 2 l)bi/?? — Gi = o.

Mais, si le point (a, [3) est un point du lieu, ces deux
équations doivent avoir une racine commune, ce qu1

impose

ou bien, ce qui revient identiquement au même,

(^atH-aAn —'2ili)i!b,)2—4(\lî)2—X3)(Dfof ~ ^ , 3 i ) - o.

Telle est donc l'équation du lieu des points (a, j3),

c'est-à-dire l'équation des tangentes communes, à condi-

tion d'y remplacer a, |3 par les coordonnées courantes

.r, y.

Remarque I. — Si l'on désigne comme d'ordinaire

par A',, . . . , F\ A',, . . . , F\ les coefficients de A, . . . ,

F, A, . . . , F< dans les développements respectifs des

discriminants A et A< defetf\, on a

l) — — Y'xy -r- E'x ~v D'y — B',

m>j = — Fi ^ r -+- E ; x -T- D ; ^ — B

G, - V'^ï—^y 4-C'p



d'où

- CF; —
et ainsi cette expression, en apparence du quatrième
degré, n'est en réalité que du second. Cette môme
expression est d'ailleurs le premier membre de l'équa-
tion que l'on trouverait immédiatement en cherchant
le lieu des points par où l'on peut mener à l'ensemble
des deux coniques / et j \ des tangentes formant un
faisceau harmonique : avec Salmon nous la représente-
rons par F .

Bemarque II. — On a> d'autre part,

^2_xe-(B/-/;/;)2-(c/-/;2)(A/-/^)
r=(B2— AG)/2

+/(A/;* + c/;»-2B/i/;)
= (B2_ AC)/M-/

X[(AG — B2)(/—F)+ AE2-HCD2— 2BDE]
= ~/A,

et de môme par analogie on aurait

Conclusion. — L'équation aux tangentes communes
peut donc s'écrire également sous la forme connue

qui n'est que du quatrième degré, el l'on voit ainsi
que :

i° Deux coniques ne peuvent avoir plus de quatre
tangentes *,

20 Les huit points de contact de deux coniques et de
leurs tangentes communes sont tous sur la conique
F = o.

Remarque. — Le principe de cette solution pourrait
Atre employé pour la recherche de l'équation aux
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asymptotes et aux sécantes communes à deux coniques,
et peut aussi bien servir pour deux courbes quelcon-
ques.

PROBLÈME II. — Déterminer les points d'intersection
des tangentes communes.

Ces points ne sont autres que ceux d'où Ton peut
mener aux coniques deux tangentes communes; donc
pour ces points l'on a généralement

et par suite ces points sont les points communs aux
trois courbes

•Aoi&l —l&cl,! = O, 1)1)3! — 3 'lf!>i = O, JloG, — G<&, = O.

Ainsi qu'on le voit presque immédiatement, ces
courbes sont des cubiques, et l'on vérifierait aisément
qu'elles n'ont que six points communs à distance finie,
ce que l'on pouvait prévoir, car les quatre tangentes
communes ne peuvent se rencontrer en plus de six
points.


