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REALISATION ET USAGE DES FORMES IMAGINAIRES
EN GEOMETRIE.

CoNFEREXCES DONEES PAR M. Muuminiex MARIE
au Collége Stanislas, a Samte-Barbe, a I'Ecole Sainte-Genevieve
ct a I'llcole Monge ().

26. Détermination de la courbe la plus générale
du troisieme degré quarrable algébriquement. — Les
trois asymptotes de cette courbe doivent la couper cha-
cune en trois points situds a Uinfini, par conséquent
elle doit avoir trois diamétres rectilignes, respective-
ment conjugués des cordes paralléles a ses trois asym-
ptotes; ces diametres seront, dailleurs, les médianes du
triangle des asymptotes; la courbe doit, ¢n outre, avoir
un point double, lequel ne pourra se trouver qu’au
point de rencontre des trois diametres,

Son équation, rapportée a 'une des médianes, prise
pour axe des a, au point double, pris pour origine, ct 4
la paralléle a Pasymptote paralléle aux cordes conju-
guées de I'axe des o, prise pour axe des », est

a.xr >+ 3m
o= —_—
Sm\/ 7 — m
a désignant la moitié du coté du triangle des asymptotes
qui est paralléle & Uaxe des 5, et m le tiers de la mé-

dianc correspondaunt a ce coté pris pour base.
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La quadratrice est

a

Gm(f ~3m)y(z — m)(ax -+ 3m).

La courbe représentée par I'équation

a.r xr—3m

Sm x—m

a la figure ci-jointe.
Je lai ai donné le nom de tréfle, a cause de sa forme :

toutes ses conjuguées, qui sont du sixicme degré, saul

Fig. 2.
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le folium de Descartes, sont également quarrables algé-

2
£

briquement. Ou savait depuis longtemps que le folium
¢lait quarrable algébriquement, mais on n’avait pas
Vexplication du fait. On vérifiera aisément que les trois
asymptotes de cette courbe la coupent aussi chacune en
trois points situés a l'infini; seulement deux d’entre
clles sont imaginaires.

Cet exemple est trés propre a faire toucher du doigt
bien des choses que jai énoncées comme évidentes,
parce qu’elles le sont en effet, mais qui paraissent avoir
1€ peu comprises.
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La démonstration, entre autres, de ce théoréme que
la formation d’un nouveau point double dans unc courbe
algébrique entraine une réduaction de deux unités dans
le nombre des périodes de la quadratrice, cette démon-
stration d’un fait, pourtant si imprévu, n’a excité au-
cun intérét, parce que 'analyse pure ne peut pas four-
nir, par elle-méme, une notion exacte de la continuité
et que les analystes cultivent généralement trés peu la
Géométrie.

I1 ¢st facile de montrer combien étaient mal fondées
les préventions avee lesquelles ma démonstration a éué
recuc.

Menons au trelle Tal'ULU VeV deux tangentes

Fig. 23.

paralléles DE,JIVE/, dont la dircction soit celle d’une
droite comprise dans Dintérieur de l'angle A, par
exemple, du triangle BAC des asymplotes; une parallele
a ces deux tangentes et comprise entre cellesne coupera
la,courbe qu’en un seul point réel; les deux tangentes
DE, D’E’ comprendront donc entre elles une conjuguéc
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du weétle; cetie conjuguée sera fermde de toutes parts,
ce qui éuail prévu, les trois asymptotes de la courbe
réelle étant réelles. Soit C la caractéristique de cette
conjuguée ou le coeflicient angulaire commun de DE,
VI la conjugude C passcra au point double O les ¢16-
ments du licu en ce point O seront fournis par I'équation

ay

Praal 3m ‘/)\/__l
les cocllicients angulaires des tangentes & la conjuguée
C, au point O, scront donc, d’aprés une formule counue,

2.a?

La Sm?
my/3 ‘o

my/'3

En conséquence, les branches de la conjuguée consi-
dérée se couperont au point O sous un angle ct elles
formeront une boucle en forme de huit; cette conjuguée
aura une forme telle que celle (1(:’imlix!uv la figure; si
"Algébre entendait la continuité autiement que moi,
si clle la comprenait, par exemple, comme Pont com-
prisc MM. Cauchy ct Puiscux, dans leur théorie de Ia
série de Taylor; ou si U'Algébre considérait le cherin
ONHMO comme fermé, sous le prétexte que le point
mobile [,y ], parti de O, scrait revenu en O, cest-
adirc que la fonction y et sa variable a scraient en
méme temps revenues a leurs valeurs initiales, mais
sans que les dérivées initiales et finales de tous les
ordres, de la fonction y, fussent les mémes au départ et
a larrivée, I'intégrale

‘T—§- Jm

[5/11\/ J—m

admettrait pour période le produit par — 1 de Paire
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de la boucle HMON; elle admettrait de méme pour
période le produit par \/———1 de Taire de la boucle
OMIYNO; mais, cette intégrale érant a];ébrique na
pas de périodes: done P'Algébre entend la continuité
comme je I’ai entendue partout dans la théorie de a s¢.
rie de Taylor, comme dans la théorie des intégrales.

Maintenant, pourquoi la quadrauice du tréfle est-clle
algébrique, quoique ses conjuguévs soient toules fep-
weées, sauf celles dont les cordes véelles sont paralléles
aux trois directions asymptotiques ¢t qui sont des fo-
liums? Clest parce que les deux boucles de Pune quel-
conque d’entre clles, méme des trois qui sont des fo-
liums, entourent des aires égales, comme on le v éritierait
aisément, puisqu’on a la formule de quadrature et que
cest le i)rm]uit par \/: de la difiérence de leuars aires
qui forme la période; parce que la continuité exige que
les deux boucles soient parcouraes dans le sens indiqué
parles fieches, on dans le sens contraire.

Quant a la raison pour laquelle les deux aires
ONLMO ¢t OVH' MO sont égales, dans le cas actuel,
clle est facile a donner : i on déformait infiniment peu
la courbe, de manicre, d’une part, a supprimer le point
double, qui scrait alors remplacé par un petit anneau
récl, ety de Pautie, a faire en sorte que les trois asym-
ptotes cessassent d'étre dinflexion, en premier lieu, la
conjuguée ONHMON II'M'O se segmenterait en deux
anneaus séparés, compiis, I'un entre la branche Ul et
I'anncaniéel, qui aurait remplacé le pointdoub]e, |’autre
compris entre ce méme anneau réel et la branche vV
en second licu, les aires enveloppdées par les deux an-
neaus de la conjuguce cesseraient d’étre égales; mats:
en troisieme lieu, la quadratrice de la courbe ne com-
portant que deux périodes elliptiques, la diflérence des

deux aires en question, lorsqu’elle réexisterait, nc pout-



( 281 )
rait ¢tre que Vaire correspondant a I'unc des trois pé-
riodes cycliques.

La réapparition du point double, non accompagnée
de Vannulation des trois périodes cycliques, aurait alors
pour elfets, d’abord, de réduire 4 néant la période ellip-
tique réclle; en second licu, de réduire & une scule ap-
parence les deux figures de la période ultracyclique
imaginaire; cn troisiéme lieu, de supprimer, par sous-
waction, la partie commune, elliptique, des deux repré-
~cntations de la période ultracyclique imaginaire; enfin
de ne laisser subsister, a la place des deux figures de la
periode ultracyclique imaginaire, qu’une {orme acces-
soire de P'une des périodes eycliques.

Sl B LA RECTIFICATION DES COULRBES PLANES.

Les intégrales rectificatrices de I'enveloppe réelle ct
de Penveloppe imaginaire réalisée d’un méme licu ont

1 prés.

les mémes périodes, au facteur y/

La période réelle de la rectificatrice d’une hyperbole
est la différence entre la longueur totale de cette hyper-
bole et 1a longueur totale de ses asymptotes (les extré-
milés ayant mémes abscisses); la période imaginaire de
fa méme rectificatrice est le produit par \/———1 de la
diiérence entre la longucur totale de ’hyperbole sup-
plémentaire et la longucur totale des asymptotes com-
munes.

Ces deux derniers théorémes s'étendent aux courbes
de tous les ordres, en y considérant les différents cycles
fermés, composés de branches convenablement groupées
des deuy enveloppes et de leurs asymptotes communes.

Les démonstrations de ces théorémes se trouvent dans
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Je Tome 1l de ma Zhéorie des fonctions de variap,.,
imaginaires; clles w'ont pas éié données aux Confe.

rences.

97. Précis d’une théorie rationnelle des Sonction,

circulaires directes et inverses. — Si l'on pose

Ay

_\:/ _i)i_‘,
V/

. 1—23?

3 scra par délinition Je sinusde S et S Pare dont le sinus
est yy &=y 1—)*scra le cosinus de S et S Pare dowt

. % 3
le cosinus est w =\ 1 —)*:i= sera la tangente de S,
7 ¢
x 1 , 1 ”
en sera la colangente, - la sécante ct; la cosécante.
v “
On aura évidemment

e sin S
SIS + costS =1, tang S = — —
) e cosS’
£ et y élantles coordonnées d’un point queleonque du
cerele 2+ 32 =1 oude 'une de ses conjugudes, il seia

Y

X

toujours facile, par la théorie des aires, de savoir ¢

(que scra S, quand méme x cl y seraient imaginairc&
Supposons d’abord y réel et moindre que 1, ST

aussi récl ef moindre que 1; le point | @, d appartier”
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dra au cercle @ soit M ce point,

o

r/y

Vizy

:[ .7\/1_ ]()“*‘l/‘yd.)/

= g aire OAMP — »aire OPM
=2 aire secteur AOM + 2/-m= S.

Si 9 est imaginaire sans partie réclle. x sera réel ct
plus grand que 1, le point [, 3] appartiendra a la con-
juguce a abscisses réelles du cercle @ soit M ce point,

Y —
» f dy \J1 — y* sera imaginaire sans partic réelle, et

.

représentera le produit par \/— t de Paire OAMP; d’un

Fig. 25.

aulre coLé, — y \/1 — 2 représentera le double du pro-

duit par \/: de Paire du triangle OMP; par consé-

quent [ ;l]‘:- ou S représentera le double du produit
J =

pary/—71 de l'aire du secteur AOM, ct I'on pourra y

ajouter un nombre entier de fois 27, parce que, avaut

de faire parcourir I’arc AM au point [x, ¥ ], on pourra
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lui faire parcourir, autant de fois que l'on voudra, 1a iy
conférence ABCDA, dans un scus on dans autre,

Fig. >0
NV
1 "\
n
[ Re—=rx
/\\ B/‘/T\\
/ i e N
Eﬁ' 0 TIA 07 M
\ l /

&y —

Si) el ontrespectivement pour valeurs o' + ‘

etz —+ 3 \/—1,le point [, 3 ] apparticndra a la conju-
(7%

guée C = 33- du cercle : soit M ce point, z et o seront
;

les coordonuées du point N milicu de la corde réelle

I

MNM’ de la conjuguée, c’est-a-dire OQ et QN, 3 scra

dgal a — NR et 3 & -+ RM, de sorte que o et y auront

el | ? l

rcspcctiwunent pour valeurs

r— 00 —NRy—1.
¥ =O0ON - RM{—1;

mais la figure donne les analogies

QN ON . RM _MN
= ¢ — = 0

BT ~ OB OT ~ OB
c'est-a-dire

QN =<sin(2A0B) cos( 2 BOM y=—1)
cl
RM /=1 = cos(2A0B) sin (2 BOM y/—1);
Ao
v= ~in(2\0B)co(2BOM y/—1)
—+ cos(o» ADB ) <in (2 BOM /= 1):
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gl
>

s N . dy
d'un autre coté, si 'on cherchaitla valeur dvf Y
1— 2

on trouverait
S =2(A0B + BOM y=1) + 2/ r:
on en conclut

y=-sinS=sin(2A0B +2BOM y/—)
—  sin(2A0B) cos(2BOM /1)
~+ cos(2A0B)sin (2BOM y—1):

on trouverail de méme

z=rcosS = cos(2AOB + 2 BOM y—1)
= cos(2A0B)cos(2BOM y/—7)
—sin(2AOB) sin(2BOM y—1).

-~ Y ’
52[ b
Jo \/1—]'1

La formule

donne

ds [
dy ‘/l__),z T cosS’
d’on
-— = D(sinS) =rcosS:

, ,
d'un autre c6té,

A5 dS dy L N RS B
dr = dy dr ™~ cosS de  cosS 0 Ty sinS
;/T 1—)2
don
%:D((’OSS):—SiHS.

Il en résulte par la formule de Maclaurin

S3

sinS = S— .
1.2.3
g2

cosS =1 — — ~...,
)

quel que soit S,
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98. Précis ' une théorie rationnelle des fonctions
exponenticlle et logarithmique. — Si Pon pose

x
szf’/_’,
-

el
. . L 1 )
S sera Paire de hyperbole équilatere 3 = -, comptée
ax

du sommet A jusqu’a un point quelconque d'une con-
jugude quelconque et s’appellera le logarithme de x.

Si o(x) désigne une fonction de x assujettie seule-
ment a prendre fa valeur 1 pour x =1, on aura identi-
quement

! r/_r ) [' 9'(1‘)({7“_ /‘rc(r)rlr+r?’(r)(1r_/‘1(1[r';(rx|

Jooowey re(r) Jooreln

) . -
¢’ est-a-dire

Lir)y—L{z(m))=L{ro(r)].

7’<‘7‘) pouvant prendre une valeur quelcondque lorsque
n'est pas égal i 1. On en conclut

L{ab)=L(a)—L(b.

l<g)~ L(a)—L(b).

Le demi-axe OA de Phyperbole est y/2; par conséquent,
Paive de la conjuguée circulaire est o7 et la période de

o, dr — Coqe
| ml,t-gra]v [7 esl 2w \/—t, ¢est-a-dire que

s M e . —
/ - / o raucaA.\lm—}—o/‘:\/—l
. .

A
=L(x)—olmy/=1.

Si dr désigne le point de Phyperbole diamétralement
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N )

dr Ve Yl
i / - et
A A A r A Z

opposé a M,

.

w
dr —_
[ F ===/,
.

M

HlﬂiS

l)ﬂ r con 9(,‘(]11(311[,

~—T

/ %‘:L(.’l‘)—i—(‘!/{—f—l)ﬁ\/:;.

.
1

Si My désigne le point de I'hyperbole supplémentaire
symétrigque de M par rapport a l'axe des y,

/‘“’ dr /‘“ dr Y dr X
B = -
L N L B
mais
M,
dx T —
/" —_— == V—1:
T ‘

B}

<

<M

en effet, lorsque le point mobile

(r=a+8y=1. y=oa+8yV—1

’

(€]

parcourt la conjuguée C du licu a1 = 1. % conserve la
jug i

“of"



valeur C; mais

1'~—3"/j7—-7~* - =

de sorte que

et (lll(‘, par (‘ODSé(,[U(,‘Dl,

a1
3 1

< a4 42

.
conserve une valeur constante (,, ou (ue gz .3‘/.8

reste constamment nul. 1 en résulte que

dr (Tdid3y—1 /(2_3\’:T)<(/x+(13\/:|
N AP a2

.

:—,C[(zfll—i—?l{/?)—C\/——l /(Sdz—f—adfé)

reste imaginaire sans partic réelle. Or la partie imagi-
",
. dr = s , .
naire (lv[ <= est —— =y — 1, car, l'ordonnée y du point
£ 2 .
I

M, de l’envv]oppe imaginaire des conjugudes du licn
b
¢tant imaginairve sans partie réelle, Pexpression ')L(, de

Paire du triangle a introduire i la limite My, pour rap-

porter le licu au méme axe des x et 4 une parallele ans

cordes réelles de la counjuguée MM
IT en résulte

1y serait réelle.

T, B
/ Lo Gh=hEV

* 1
ety de la meme manicre,
-
PVl

== L(x)— (7./.—%;)77\/:-'
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Comme S croit en progression arithmétique, lorsque x
eroit en progression glométrique et que, dailleurs,
o
o

en résulte que les deux progressions sont, pour .r,

— ';part de la valeur 1, lorsquer =1 et S=o, il

(DS I I % LA S 2 L SN

)

et pour S,
0.2.2%. ... .n%. ...
2 pouvant ¢tre réel on imaginaire.
Si P'on veut déterminer la base du systéme, il faut
, y 1
supposer 2 réel et prendre na =1, d'ou n = et la

hase est

R -

(V4 2)" = (1+a)*=rc.

Les logarithmes dont il s’agit dans ce qui précéde
santdone les Jogarithmes népériens; et, en conséquence,
on peut poser

r = eS,

preva qu'il soit entendu que les exposants S se com-
porteront, dans toutes les opérations, comme s'ils étaient
“'('l‘».

1 ¢quation

<1
donne
dS ]
dr 7
(I‘u“
dr
AT =8
dS

tutes les dérivées de x par rapport a S se réduisent
e dced, et ont la valeur 1, pour S = o5 il en résulte,

Lun. de Wathémat., 3¢ séric, t. \. (Juin 18g1.) 20
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par la formule de Maclaurin,

s s
eO=1-4 — 4+ — —. ...
1 1.2
Remarque. — 1l n’est pas ¢tonnant que les fonctions

circulaires, directes el inverses, se ramenent aux fone-
tions exponentielles et logarithmiques, puisque les unes
ont leur origine dans la quadratrice du cercle et de ses
conjugudes, qui sont des hyperboles équilateres, et les
autres dans la quadratrice de 'hyperbole équilatére et

de ses conjugndes, dont 'une est un cercle.

SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Le second Volume de ma 7héorie des fonctions de
variables imaginaires contient la théorie élémentaire
des fonctions elliptiques, établie d’apres les mémes prin-
cipes que les deux précédentes.

GEOMETRIT. DANS L' ESPACE.

Le temps n'a permis de traiter que bien imparfaite-
ment les questions, analogues aux précédentes, que
comporte la Géométrie a trois dimensions.

Nous ne ferons guére non plus, ici, qu’indiquer les
solutions. ‘

On trouvera les explications complémentaires qu
seraient jugées utiles dans les deux premiers Volumes
de la Zhéorie des fonctions de variables imaginaires:
mais le lecteur pourrait toujours y suppléer aisément.

1. Jappelle conjuguées d’une surface représentée par
une équation

M,y 50— 0
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jes lieay des points

f.
ni=al yima— ¥, s =

worrespondant i toutes les solutions
l':z—r—p\/_:[_v .}’:“’_“‘ﬁ'\/_l’ ;:1"‘*_@"‘/_"

de ’équation proposée, ou les parties imaginaires 3, %

et " seraient comme des constantes
C. G et C"

e est-a-dire, telles que

2. Lasituation dans 'espace du point [y, 34, 24,

(qui représente une solution imaginaire, reste la méme
quelfe que soit a transformation de coordonnées (u’on
fasse subir au licu considéré et, par suite, a la solution
représentée.

En cllet, si les formules de transformation, résolues
par rapport aux nouvelles coordonnées, sont

I = A+ mMxr =Ry -+ ps,
1 ’ ’ [
Yy =«a —mr —ny —ps,

ol
P

a' +m'x—+—n"y+p's,

t ; .
ies valeurs des nouvelles coordonnées a’, 3’ =" qui cor-
respondent a

— . N - 1 "
"z—r‘py——-l’ }’:a’%—‘g'\/—‘l- ~':°"TF'\/_'
sont
L , o S—
r=a =+ ma +no —pa +(mp —n3 =pfyy—1,

g

V= e ma 0o pla ('S + 0 p ) V—r1.

N " L "t " Lae] or g tntn .
=y n"o = pta’ (" G- S pty W=,
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de sorte que les coordonnées xy, ) 4, 3, du point repré.-
sentalif de la premiére solution étant

r=a+f8,  yp=a+8, 5=+

r ’ ' - » .
et les coordonnées x, 3y, 2, du point représentatif de
la seconde solution étant

ry=a-+m (a+B)+n (¢4 §)+p (' + "),
yi=a +m(a+B)+n' (o + B )+ p(a"+ "),
sy=a'+=m"(a+B)+n"(2+ 8)~p'(a + 8"
ou

=a +mxy +njy, + ps3g,

=a +mxi+n'y, +p'z.

sy =a"+m"x <+ n"y,+ p'zy,

il est clair que les deux points (xy, ¥y, 34) et (x),9, 3,)
coincident, puisque leurs coordonnées sont reliées entre
clles par les formales de la transformation eflectuée.

Le mode de construction adopté, pour obtenir les
coordonnées du point représentatif d’une solution, est
d’ailleurs le seul qui assure la fixité dans I'espace de ce
point, puisque, par exemple, pour assurer la fixité du
point dans l'espace, il faudrait, au moins, assurer celle
de sa projection sur le plan des &y, si Pon ne faisait
changer que les directions des axes des z ct des 3, dans
Pancien plan des xy et que, pour cela, il faudrait,
d’apres ce qu'on a vu en Géométrie plane, représenter
la solution

z=a+py—1, y=d+fyV—1

par le point
zy=a+ 83, =2+ .

3. Unc droite réelle

r—d y—d z—d
C - C Cr
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west capable que de solutions du systéme [C, C/, C"]; de
sorte que la conjuguée [C, €, C"] d'un lien f(x, 3, 2Y =0
est le licu des intersections idéales, réalisées, de ce licu
et de la suite des droites représentées par les équations

r—d —d 3—d | . .
Tl _y_p_ == ou d,d ct d"scraient variables

"

4 volonté.
Ces droites sont les cordes réelles de la conjuguée,
elles joignent deux a deux ses points imaginaires conju-

gll(‘S.

4. En rendant 'un des axes de coordonnées paralleéle
aux cordes réelles d'une conjuguée, on rendrait en
meéme temps réelles les deux autres coordonnées de tous
ses points.

5. Il en résulte que, par un choix convenable d'axes,
on peut toujours ramener 'ordonnée z, par exemple,
d'une conjugude a étre unc fonction de deux autres va-
viables x et y, réelles.

6. Les conjuguées d’une surface réelle lui sont géné-
ralement inscrites ou circonscrites et la comrbe de con-
tact, pour chacune d’elles, est la courbe de contact avec
la méme surface réelle du cylindre qui lui serait cir-
conscrit parallélement aux cordes réelles de la conju-
guée en question. Une surface réelle est done I'enve-
l“ppc de ses conjuguées.

Les conjuguées d'un cone réel sont les cones, de
méme sommet, ayant pour directrices, dans un plan
quclconque, les conjuguées de la section du cone par ce
plau.

Les conjuguées d’un cylindre réel sont les cylindres
4dant pour directrices

, dans un plan quelconque, les
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conjugudes de la section du eylindre par ce plan et lears

géndratrices parallcles a celles du eylindre proposé.

7. Les conjuguées des surfaces du second degré sont
d’autres surfaces du sccond degré, aisées a définir daus

Lous les cas.

8. Les conjuguées d'un licu f(X,Y.Z) = o ont géné-
ralement une scconde enveloppe imaginaire, lieu des
points du licu ou les rapports deux a deux des trois dé-
rivées partielles fo, f,, f sont réels.

En cllet, les éléments du lieu f(X,Y,7 )= o0 aux en-
virons d'un de ses points (x, 3, 3) sont définis par

I'équation
3 Az
s = (’7;) dr — ( ;() ) a
ou
dz = — Lfﬂ dr — '/—f,l dy.
= /0

¢’est-a-dire

ds=(m +n \/:I)(]J‘—{-—([)—FQ\/:)({V,

SEEs ny —tv et p+ y—1 sonl 1‘051)0(‘&\(‘11!(‘11[ Tes
e o S .
valeurs de — “Z et £, an point (i, 9, 2).
.f: /- i ( >0 )
Si 'on fait
dr=dx +d3 y=—1.

Ay = da' — d3 /=7,

dz = da’+ 5", i,

). . L,
| équation précédente donne
da’"=mdr—ndS—pdd —qds

d3"=m d3 + n du +pdd+ qdd:
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d’on
dd = d3 = (m —nyda—(m —n) a5
P g)ydd —(p —q)d¥,
¢'est-a-dire

(m =+ n) da+(m —n)dB

{z, =
= dx— d3 ot
(]7*(/#/// (/)—//)f/?'
da'—dy s
ou encore
n '
I)I+n+(777~—n)(—;i; ];+q-;-(p—~(])d_‘3,
d= = ]_Lﬁ dry -+ 75 ~dy.
" da '+ dz

Pour que le point [x, y, z] appartint 4 enveloppe des
con‘uouee il faudrait que tous ces éléments fussent
compris dans un méme plan, qui scrait le plan tangent
a 'enveloppe au point [x, y, z]; pour cela, il faudrait
que dz, ne dépendit que de dux, ctde dy,, et, par con-
séquent. fut indépendant de »g ct de ? - Cela exigerait

les deux conditions

m-=+n m—n p+q P—q

1 1 f 1

c'est-a-dire n = o0 et ¢ = o.
Ainsi, tout point de 'une ou l'autre enveloppe est
nécessaircment tel qu’en ce point

JSx S
et =
. J: g
solenl réels.
gi-
naire qu'en quelques points et non plus suivant une

Mais chaque conjuguée ne touche Penveloppe ima

courbe. En effet, les solutions des trois équations

/e

Sir .y z)=o, == réel.

i

<L = réel,
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ot lon ferait x=2a +pCy—1, y =o'+ BC V=i,

z =o'+ pC"\/—1, seraient détermindes, puisque o, o'
" et P seraient liés entre eux par quatre conditions.

Exemples. — L'enveloppe imaginaire des conjuguées
cllipsoidales d’un hyperboloide a une nappe

r? y? 3

J— L — — =}

az | b2 2
est I'hyperboloide a deux nappes supplémentaires

xr?

y:_ s
_+_ e —
a? b2 c2

lequel est fourni par les solutions de la forme

e=8y=—1, y=8vV—-1, s=pf"V=1

=1.

). . oox? .
de P’équation =
L’enveloppe imaginaire des conjugudes du licu
(.’r—a-—- 14 y/—_——l)g—f—(y —a'— b \/-—1)2
+(5—a — b Vi) =(r+ry=1)*
est la sphére
(r—a—brR+(y—a—0r2+(z—a"—b2=(r-1r)
9. Les conjuguées du lica
(M4+NV=Dz+(P+Qy=1)y
+(R+SyY=Nzs+D+Ey=1=0
sont tous les plans qui passent par la droite rt‘pl‘ésenlév
par les équations
Mr+Py+Rs+D=o et Nx+Qy+Sz+E=O'
10. Un plan réel ne peut couper que les conjuguécs

dont les cordes réelles lui sont paralléles.
(A sutvre.)




