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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1890).
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATUEMATIQUES
ELEMENTAIRES ;
Par M. E. GROSSETETE.

Professcur au lycée de Nevers.

On donne deux droites x0x', yOy', qui se cou-
pent en un point O, et sur la premiére un point A,
sur la seconde un point B. Une droite mobile ren-
comtre xOx' en M et y Oy en N, et l’on suppose que
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la longueur MN est égale a la somme ou a la valeur
al)colue de la différence des long Sucurs AM et BN.

° Démontrer qu'il y a deux séries de droites qui
saii.gfont a cette condition. Trouver combien on peut
Jaire passer de ces droites par un point donné P du
plan. Construire ces droites et distinguer parmi ces
droites celles pour lesquelles la longueur MN est la
somme des longueurs AM et BN de celles pour les-
quelles elle en est la dgﬁ'érence.

2* Soit MN une droite appartenant & l'une des
deux séries; démontrer que le liew du centre du cercle
circonserit au triangle OMN est une conique qui a un
SJoyer au point O, et gque 'enveloppe du cercle cir-
conscrit au triangle OMN est un cercle.

1° Prenons pour Ox la direction OA ct pour Oy la
dircction OB, et soit § I'angle AOB. Désignons OM
par &, ON par 7, & étant positif dans la direction Ox,
négatif dans la direction contraire, n étant positif dans
la direction Oy et négatif dans la direction contraire.
Soit encore OA = a, OB = 4. On a, dans tous les cas,

m:i—-a, ﬁ:n—b,

et, dans le triangle OMN,

W2 = O—Mz—{-—(—)ig— 20M.ON cosf,

MN étant égal a la somme, ou ala valeur absolue de la
différence des longueurs AM et BN, on aura, dans tous
les cas,

[§—a=(n—b)P=E~+n?— 28y cosd
ou

() afr(cosb=1)—a(fEn)axb)+(@axb)i=0.

Les signes supérieurs doivent étre prissimultanément;
il en est de méme des signes inférieurs. La relation pré-
Ann. de Mathemat., 3 séric. t. X. (Jumn 18g1 ) 18
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cédente permet de condurc que les points M et N tra-
cent sur O et Oy déux divisions homographiques. On
peut donner a la relation (1) une autre forme. Posons

AM=2={!—a, BN=y=1v—5b.
£ étant positif dans le sens Oz et négatif en sens con-
traire, n, étant positif dans le sens Oy, on obtient

(2) 22y (cosh=1)=2x(@a—>bcosl)+ay(b—acosl)+ I2

cn posant

KI—§2: 12 = a2 b%2— rab cos0.

Considérons les deux divisions homographiques tra-
cées sur Ox ct Oy et définies par la relation

(3) 2ay(cosh+1)=ax(a— bcosh)+2y(b—acosl)—+ (2

Soit M un pointde 2'Ox correspondant a une valeur
de x, la valcur correspondante de y déterminera sur
»' Oy un point N. Deux cas pcuvent se présenter

1° La valeur de y est de mé¢me signe que celle de x,
alors la droite MN est telle que sa longucur est égale a
m -+ ﬁ\—l;

2° La valeur de y est de signe contraire a xr; MN est
telle que sa longucur est égale 4 la valeur absolue de la
différence AM — BN.

Considérons en second lieu les deux divisions homo-
graphiques tracées sur O.x et Oy et définies par la re-
lation

(3') 2zy(cosh —1)=o2z@—>bcosh) + 2y (b—acosh)+ I

A un point M de 2’Ox correspondant a la valcur =
répond un point N sur 'Oy déterminé par (3').
a1 La valeur de ) estde méme signe que celle de x
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alorsla droite MN cst telle que sa longucur est égale a
Ja valeur absolue de la différence AM — BN ;

2¢ La valeur de y est de signe contraire a o MN est
telle que sa longueur est la valcur absolue de la somme
AV + BX.

Voyouns combien on peut faire passer de ces droitos
par un point P du plan. Considérons les deux divisions
homographiques définies sur OA ct OB par la relation

31 2zy(cosh 4+1)=2x(a—>bcosO)+ 2y (b—acosl) <+ 2.

Si l'on joint le point P aux points de ces deux divi-
sions, on obtient deux faiscecaux homographiques de
méme sommet. Les droites doubles de ces faisceaux
sont les droites telles que MN qu’on peut faire passer
par le point P. En général, il v a deux droites réclles
passant par le point P et correspondant a la formule(3).
La formule (3’) en donnerait deux autres. Construisons
les droites passant par le point P et correspondant a
la formule (3) ou a la formule

(1" 2kn(cos® +1)—2(t+n)(a+b)+(a+b)2 =o.

Pour cela, détecrminons sur Oz et Oy trois couples
de points homologues : au point O, considéré comme

appartenant a Oy, correspond sur Ox un point o ( fig. 1)

N . i ca+b \
situé & une distance de O égale a ——; de méme, au

B

point O de Ox correspond, sur Oy, un point 3 situé a
a+b

une distance de O égale aussi a ; au point a l'in-

fini sur Ox correspond, sur Oy, un point situé a unc

: , . a+Db
distance de O égale a - - .

————- En joignant P a ces trois
~+ cosb

“ouples de points homologues, on obtient trois couples
de rayons homologues des deux faisccaux homogra-
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phiques. Si I'on fait passer une circonférence par le
point P, elle coupera les rayons homologues en (a, a'),
(b, ¥'), (c,c"). Les droites a'b, ab’ d’'une part, et

Fig. 1.
/
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(ac’) et (d'c) se couperont en deux points. La droite
qui joindra ces deux points pourra rencontrer la cir-
conférence en deux points e, f7; les droites Pe, Pf se-
ront les rayons doubles cherchés. On trouve PM et
PN, L’un d’cux PN est une droite de la premiére série.
puisque AM ct BN sont de méme signe, I'autre PN’ est
de la seconde série puisque BN’ et AM sont de signes
contraires. On verrait de la méme manicre la con-
struction et la situation des rayons doubles correspon-
dants a la relation (3').

Soit MN une droite appartenant & I'une des séries,
et C un cercle circonscrit au triangle OMN ; cherchons
le lieu du centre C de ce cercle. Prenons la figure po-
laire réciproque du cercle C par rapport a un cercle di-
recteur ayant O pour centre et ¥ pour rayon. C, passant
par le centre O du cercle directeur, aura pour figure
polaire réciproque une parabole ayant pour foyer O ¢
pour directrice la polaire ¢¢' du centre C par rapport
au cercle directeur: au point M du cercle C corres-
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pond une tangente a la parabole, la polaire de M par
rapport au cercle directeur; elle passe par un point p.
de OM, tel que, si I'on désigne O w par x,, on a
3 q g wp T

Ery=1.

Le symétrique de O, par rapport a cette tangente,
est le point o, ou OA rencontre la directrice dela para-
bole. Soit O = 2/, on aura

r'=2z;
donce £ et 2’ sont liés par la relation
ta' = 2.

De méme, en appelant yy la distance de Porigine O a
la polaire v de N et par y/ la distance O¢’ de O au point
ou la directrice rencontre »' Oy, on aura

yr=1 et yl=ayg
donc
ny'=o.
Or € ¢t v vérifient la condition
vEr(cosh =) —o2(iE1)(a=b)+(ax b)) =0,

i

donc on aura, cntre &’ ct )/, la relation
’ Jo

) (ﬂfl—))-x'}/-— (y'E=a'Yad=b)—+2(coslz=1) =0,

ce qui prouve que la directrice de la parabole trace sur
deux droites fixes, Ox, Oy, deux divisions homogra-
phiques; par suite, la directrice enveloppe une conique.
Cette conique est un cercle. En effet, considérons la
directrice ¢4’ qui trace sur 2'Ox, ¥'Oy des divisions
homographiques définies par

i (a +~lf>-r')"-—(x’—y—y’)(a —b) 4 2(cnsB--1) = o.

)
1
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Les valeurs de a/, »' correspondantes aux points de
contact de la conique avec Ox et Oy sont

__2(cosh—+1)

Ox= a-+0b

)

2(coslh 1)
op=p=2020""10

a-+ 06

Ces points sont a ¢gale distance de O. Si la conique

st un cercle, le point de contact y de 9% avee ce cercle
doit &tre tel que
Y =ox, gy =9¢'3

Dar suite. oo’ — g ol
Par suite, 95’ = a9 + 39'; et réciproquement, si cettc
condition c¢st remplie, les droites ¢/ restent a une
distance constante du point w, intersection des perpen-

diculaires oo et Bw 4 Ox et Oy. Or

—— , . 2(cosh 1)
1o =r —a=|\r— —F|>

a+ 0
ey — g = [y 20T,
‘ ) ' a—+0

Si la conique cst un cercle, on devra avoir

9% = 2y = B3,
’ 1] 4(005”—;_ ') 2 () ’ (]
'+ y— " =224y — 22 y'cosl)
[ Y a—+b 4 r

ou

—_ \ 2
((l - b) f'y’—(l"‘*‘}f’(a—&—b)—%—'z(cos()—l—]):0,

qui n’est autre chose que la relation (4’) a laquclle sa-
tisfont 2’ et »'; donc ¢o’ enveloppe un cercle.

On verrait de la méme maniére que ¢¢’ enveloppe un
cercle lorsqu'on considére la deuxiéme relation qu’on
déduit de (4).

*Si done on prend la figure polaire réciproque de ¢
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cercle par rapport au cercle directeur de centre O, a
I'enveloppe da la directrice correspondra le licu du
centre du cercle circonscrit au triangle OMN. Ce lieu
est donc une conique ayant pour foyer le point O et
pour directrice la polaire de w, c’est-a-dire nne perpen-
diculaire sur la bissectrice Ow de I’angle des axes.

Cela posé, pour avoir I'enveloppe du cercle circon-
serit au triangle OMN, il suffit de chercher sur la
figure polaire réciproque, I'enveloppe des paraboles
ayant méme foyer et telles que la directrice soit con-
stamment Langente a un cercle.

Considérons alors deux paraboles voisines ayant pour
foyer O (fig. 2) cu pour directrices deux tangentes au
cerele w. Soit M un point d’intersection; ce pointest el

que MO = MH = MH’, MH ¢t MH’ étant les distances

de M aux deux directrices. Si 'on suppose que la sc-
conde parabole se rapproche de plus en plus de la pre-
miére, le point de contact ¢ de la directrice 11 avee le
cercle © sera la limite du point d’intersection C des
deuv  directrices, car les divectrices enveloppent le
cercle . Lorsque les deux direetrices se rapprochent,
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I'angle diminue de plus en plus; alors MH' tend vers la
méme limite que MH; or MH tend a devenir la perpendi-
culaire menée par le point ¢ & CH; cette droite passera
par @, ce qu’on pouvait du reste prévoir ('), etle point M
tendra vers unc position limite M/, telle que M'o = M'O.
Or Mo est la distance du point M’ a la circonférence w.
Oun peut donce dire que le licu du point M est le licu
géométrique des points tels que leur distance a un
point fixe et a une circonférence fixe est la méme. On
sait que ce licu est une conique ayant pour foyer le
point fixe O. L’enveloppe des paraboles est done une
conique ayant pour foyer le point O.

Si maintenant on prend la figure polaire réciproque
de cette conique, on trouve un cercle; donc les cercles
circonscrits au triangle OMN cnveloppent un cercle.

C.Q.F D.



