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CONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1890 ;
PAr M. LE cApITAINE BARISIEN.

On donne, dans un plan, une hyperbole équilatére H

dont l'e'(/ualz'on par rapport ases axes, pris pour axes

de coordonnées, est
) 1.2_]2 = q?.

Dun point M du plan, ayant pour coordonnées

T=p, y=gq, on méne des normales a cette courbe.
On demande -

1° De fuire passer par les pieds de ces normales
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une nouvelle hyperbole équilatére, dont les normales
en ces points soienl concourantes, et de determiner leur
point de concours.

2* En désignant par K une hyperbole satisfaisant q
cette condition, dans quelle région du plan doit étre
placé le point M pour qu’il y ait une hyperbole K cor-
respondant a ce point?

3° Quelle ligne doit décrire le point M pour que
Uhkyperbole K soit égale a I'hyperbole H.

N. B. — On conservera les notations indiquées.

I. L’équation de¢ I'hyperbole équilatére passant par
les pieds des normales issues du point M est

(2) 22y —py —qx=o0.

L’équation générale des coniques passant par les
points d’intersection des hyperboles (1) et (2) est done

(3) x2—yrr2hxy — pAy — qhar — a’=o.

Ces coniques sont toujours des hyperboles équila-
wres. Il s’agit de déterminer % de facon que les nor-
males aux quatre points d’intersection de (1) et (2) con-
courent en un point (z, 3) également 4 détermincer.

L’équation de la normale a I'hyperbole (3) en x, ),

est
X—uwr . Y—y
20 +— 20y — gk —a2y+ 20 r—ph

Exprimons que cette droite passe par le point (2, ).
il vient

(x—x)(oy —o2he+pM+(B—y) (2@ +2hy —gh)=0
ct en développant

aMa2— 32— oy —x[28 — A p + 2a)]
ylras Mg 0B8]+ i(pr—qf)=o.
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Les normales a 'hyperbole (3) issues du point (z, 3)
ont leurs pieds a l'intersection des courbes (3) et (4).
Une quelconque des hyperboles (3) étant

(5) 2P— i opxy —qur —ppg —at=o,

en identifiant (4) et (5), on exprimera les conditions
de I'énoncé.
Les équations d’identification sont

2k —a2 28— A(p +22)
T o =g
20+ Mg +28)  Mpx—gqPh)
= — PR - —a? ’

Elles peuvent s’écrire

16) Ao =—1,

(=) 2g =23 — h(p -+ 24),
(8) 2p =922 h(q—+2B).
(9) pr—qh=—ras.

En éliminant 7 entre (7) et (8), on a I'équation

/ AN (( 7\ _ 9(pr-+q*)
(10 (1—— Z‘)‘ﬂ"\xz))_’?“ Wb—_l(’i—’
A un systéme de valeurs de p et ¢ correspondent done
deux systémes de valeurs de 2 et 3, relatifs aux points
d'intersection de la droite (g) avee le cercle (10).

Il. Pour que ces points d’intersection soient réels, il
suffit d’exprimer que la distance du centre du cerele (10)
i la droite (9) est plus petite que le rayon. On a ainsi

Pi—q*—8a _3\/p+ g
T 7% < nak A
4ypr+ q* d
ou

(PP—q*+ 8a?) < 3(p*+ q?)
ou

pr--292—fa?>o;
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. ct 3 ne seront réels, et par suite A, que si le point M
est a 'intéricur de Pellipse

(11) pi+2q2=4a%

Si le point M est sur Vellipse (11), on n’aura qu’une
hyperbole K, et la valeur de X correspondante est

=2

q
Si, enfin, le point M est a I'intérieur de Pellipse (11)

les hyperboles (K) seront imaginaires.

III. Cherchons maintenant la grandeur de I'axe de
Ihyperbole (3).

En général, pour une conique dont I’équation est
Ax?+2Bay +~Cy2+ Do+ 2By - F = o,
I’équation en R? qui donne les carrés des demi-axes est
(AC—BHR'+(A+C)F, R2+ Tl =o

avece

AE2 4+ CD2— 2 BDE
Fi=—pic e

Dans le cas de 'hyperbole équilatére, A + C=o, et
on a

A:], C:—l, B:)\,

%‘/7_(])\3—‘—)\2(9'1—,0'3—4—4(1,‘—’)4— /‘aa‘

~ G084

._
=
Il
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Ep exprimant que R = a, on a I’équation
(12) [2pgM+ R (g2—p2+4a)+ a2 =16a*( A2+ 1)3.

On aura le lieu des points (p, ¢), tels que I'hyper-
bole K soit égale & 'hyperbole H en éliminant «, § ct A
entre les quatre équations (7), (8), (9) et (12).

L’élimination de « et § entre (7), (8) et (g) se fait
au moyen du déterminant

2 —2k 2g+Xip
2l 2 2p—Ag |=o,
q —p 2a?
qui, développé, devient
(13) 22(q*—pi+ja2)—6pg )k + fat+2(p?— q2) = o.

Il reste a éliminer X entre (12) et (13). Cette élimi-
nation, qui parait, au premier abord, assez laboricusc,
estrendue facile par Partifice suivant.

L’équation (12) peut s’éerirve

W(pr—q2—apg My =4a2(O02+1) (1 —yR21).

Muliiplions les deux membres par 1 4-y/ho+1, il
vient
() (Vi) (pr— g2 —2pg Ny =— far (32 +1).

L’équation (13) peut aussi se transformer de la facon
suivante
a3y Y prt—gr—oapgh)=(p2— ¢ — @) (h2+1).

Fatre (12) et (13), I'élimination de A va se faire main-
tenant trés facilement. Divisons ces deux équations
membre 4 membre ; nous aurons

VA1 4az

3 Pt qr—4ad
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d’ou
25a(p?— q2+2a?)

e
’ (p*—qt—fa2)

En portant cette valeur dans (13), on obtient

[([)2—92)2-—‘14@1(]92—' 72)__ 39.(1‘]2
—216a?p2q?(p*—qg2+2a?)=o0

et définitivement

(p2— g2+ 2a?)
< [(pr—qi+2a?)(p?—q2—16a—216ap2q?=o0].

Le licu se compose donc de I'’hyperbole équilatére
pr—gtevai=o
ct de la courbe du sixi¢me degré
(p*— g2+ 2a?)(p?*— q2—16a2)?—9216a?p2¢?=o,
qu’il est facile de construire.

N. B.— M. Reynés, ancien ¢iéve de Ecole Centrale, nous a envoyé
aussi unc solution de la troisicme Partie.



