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CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE CENTRALE EN 1890.

Sortrion PAR M. LE Cipitaixe BARISIEN.
PREMIERE SESSION.

On donne deux axes rectangulaires x'Ox, 'Oy,
et deux points A, B, symétriques par rapport au
point O.

1° On prend surl'axe des x un point quelconque P,
et Uon considére la parabole (P) qui est tangente aur
droites PA, PB au point A et au point B. Liew du som-
met et lieu du foyer de cetie parabole quand le
point P parcourt I’axe x'Ox.

2 On prend, sur l'axe desy, un point Q quelcongue,
etl'on considére la parabole (Q) qui est tangente aux
droites QA, QB, au point A et au point B. Les deux
paraboles (P) et (Q) qui correspondent ainsi a un
point P pris sur x' Ox et @ un point Q pris sur y’ Oy
se¢ coupent aux points A et B et en deux autres points
C, D. Former Uéquation de la droite CD et trouver le
licu décrit par les points C et D quand les deux points
P et Q se déplacent, U'un sur x'Oz, Uautre sur 'Oy,
de facon que Iabscisse du premier soit toujours égale
a Uordonnée du second.

L. Soient a et b les coordonnées du point A, et dési-
guons les longueurs OP et OQ respectivement par o
et

‘J-

L'équation générale des coniques tangentes aux
droites AP et BP, aux points d’intersection de ces



droites avec AB est

[bx ~(at—a)y —ba][br— (x+a)y —ba]
+h(bxr—ay)?=o.

Pour que cette conique soit une parabole, il faut
que A = — 1, et la parabole (P) a pour équation

T (1) ay-2b2r—a2aby — b2a=o.

Désignons par p et ¢ les coordonnées du foyer de cette
parabole et par x —k = o I’équation de la directrice.
En identifiant I’équation (1) avec I'équation focale

(x—p)+(y—qr=(r—Kk)?

on a les relations

k——-]): [i:-,
ab
9=’

d’ot 'on déduit

a?— D2+ %2 ab a?—+ b"— 22
p—= > qg=—> A— .

A a >
Pour avoir le lieu des foyers de (P), lorsque « varie,
il faut éliminer « entre les deux valeurs de p et ¢, ce
qui donne
q2(a2—0b3) —a2abpg + a?b2 =o,

Cette équation représente une hyperbole ayant son
centre a P'origine et I'une de scs asymptotes paralléle a
Paxe des x.

L’axe de la parabole (P) ayant pour équation

ab

= —

o4
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on obtient le lieu du sommet en éliminant « entre cette
derniére équation et I’équation (1). On trouve ainsi

ay?—a2bxy +ab2=o;

Le lieu des sommets:est donc une hyperbolé ayant
pour asymptote une paralléle a I'axe des x, son centre
a Porigine, et passant par le point A.

II. Paranalogie avec la parabole (P), on trouve pour
I'équation de la parabole (Q),
(2) Ba?+2a%y —2abzr —a?f =o.

L’équation générale des coniques passant par les
points d’intersection de (P) et (Q) est
) (ay2t2b2r—oaby —b2a
(3)
) ! —u(Br2-vay—2abr—a2B) = o.
L’équation de AB est

br—ay=o.

Désignons celle de CD par

ur 4 vy —1=o0,

u et vy ainsi que w, étant des cocfficients a déterminer.
L’ensemble des deux droites AB et CD, considérées
comme une conique, a donc pour équation

(ux +vy —1){bx—ay)=o
ou

t4) ubz? 4+ (vb — au) xy —avy?—br +ay =o.

Exprimons que cette équation est identiqued (3)5 il
vient les relations

~

7 —av —1 7
[

Ta T 2(b—ap) = 2(ap—0)’

vb = au,

|

w

O'a-+natd =o.
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De ces cing relations, qui se réduisent a trois, on dé-
duit

o
0

=
8 a3

a
2a(a{3—rba)’ V:;Wﬁm

3

Q
~
W R

u =

L’équation de CD devient donc

: Ty (e by,
() C_Lw -—2.< +{j>

oA
Si#== 3, ona, pour cetie derniére équation,

(6) z _ y_2lax=b)
a b o
En ¢liminant « entre (6) et (1), on a le lien des

points C ct D qui a pour équation

C’est une cllipse de centre O et d’axes Ox et Oy,

SECONDE SESSION.

On donne une parabole rapportée & deux axes rec-
tangulaires Ox et Oy : cette parabole a son axe pa-
rallele a Paxe des y; clle passe par Uorigine et le
point de laxe des x, dont I’abscisse est l; enfin elle
admet une ordonnée maxima égale a f.

On donne, en outre, une droite passant par l’origilze

et par un point A(x =1, y =—=h):

1° Démontrer que si, pour une abscisse déterminée,
on porte en ordonnée la somme algébrique de U ordon-
néetde la droite et de celle de la parabole correspon-
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dant a cette abscisse, I'extremité de cette ordonnée
est sur une parabole (P) égale a la premiére;

2° Démontrer que les axes des coniques qui passent
par Uintersectiou d’un centre et d’une conique sont
paralléles aux axes de celle-ci;

3° Une circonférence decercle décrite sur OA comme
diametre coupant la parabole (P) en quatre points O,
A, B.C, chercher le liew du point d’intersection des
sécantes communes OA, BC quand on fait varier h, et
construire ce lieu qui n'est pas du second degré;

4" Chercher la valeur du rapport 4 pour laguelle

S

le cercle décrit sur OA comme diamétre est tangent
la parabole, quel que soit h.

La parabole ayant son axe parallele a I'axe des y,
passant par I'origine et par le point de I’axe des x d’ab-
scisse /, et ayant comme ordonnée maxima f, a pour
¢quation

2
(1) x2_1x+37},20'

On a aussi pour I’équation de la droite OA

(2) he —Ily =o.

L. Les ordonnées dela parabole (1) et de la droite (2),
correspondant A la méme abscisse S, ont pour valeurs
respectives

i /stl—s) ot hs
(2 {

De sorte que, si I'on pose

X=s,

ifs(l—s) _ hs

Y= 7 7

N R K e . o .y , .
¢Lsil'on élimine S entre ces deux derniéres équations,
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on obtient pour celle de la parabole (P)

/ 12
3 X2— —(4f+h)X Y =o.
(3) 4/(11—*- ) ay; o

Les équations des paraboles (1) ct (3) ont méme
cocflicient du terme en y. II est facile de voir d’une ma-
niére générale que, pour la parabole dont I’équation est

(1) 22+ Az + By =o,

le cocficient B est le double du paramétre de la para-
bole. En effet, soient (2, ) les coordonnées du foyer
ct y —k = o I'équation de la directrice de cetle para-
bole. Son ¢quation pourra s’écrire

(x —a)2—(v— B)2—(y—Ah)P
ou

(5) 22— oax —2(B—A)y+4+ 8 — A= o.
En identifiant (4) ct (3), on obtient

o =— \, 2(h —3)=B, a4+ B2=k2:
d’ou 'on dédnit les valeurs de 2, S et

B2 Az D2
b N —_— ) k =

iB 4B

Or le parameétre p qui est la distance du foyer a la di-
reclrice a pour valeur

Done B=2p, ce qui démontre bien que les paraboles
(1) et (3) sont égales.

I. Soit, ¢n général, unc conique rapportée a son
centre et a scs axes, dont I’équation est

(6) b2z —ay?— a2b?=o,
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¢t un cercle quelconque
(7) 22+ y2-Mz+\y P =o.

L’équation générale d'une conique passant par les
points d’interscction de ces deux courbes est

(8) Lrittaty?— a?br- p(x2+ 2+ Mo+ Ny — P)=o.

Cette conique a bien ses axes paralleles 4 ceux de la
conique (6).

En particulicr, les droites d’intersection de (6) et
(=) sont également inclinées sur les axes de (7), puisque
Jes axes de deux droites sont leurs bissectrices.

IIT. Les droites BC et AO étant également inclinées
sur I'axe de la parabole, I'équation de BC est dec la
forme

hx = ly +p=o.

De sorte que I’équation générale des coniques passant

par les points d’intersection de la parabole P avec les

droites AO et BC est
ifer—l(4f+h)e—Uy +~hhe —ly)(hae —1ly+ u)=o0
ou

[ @(4f —1h2)— iy

‘0 | —a[l4f+~h)—phr])—1ly(l—pr)=o.

Le cercle décrit sur OA comme diamétre a pour équa-
tion
(10) 224yt —lz — hy =o.
En identifiant (9) et (10), on obtient les relations

Af—Ahrr =22 UG f+h)uhh  L(ph—1)
i I /] - h

Al . . , . N .
Ces trois'relations se réduisent a deux, I'une des trois
rentrant dans les deus autres. On en déduit les valeurs
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de 7 et
. 4f (=R 4
Al sy VA
L’équation de la droite BC est done
12— k2§ f)
4f
Pour avoir le licu des points d’intersection de OA et
BC, il faut éliminer % entre (2) et (11), ce qui donne
pour I'équation de ce lien

(11) he + ly=

(12) 8fz2y =[x+ y*)+ {fay].

Cette courbe du troisieme degré a une asymptote
double parallele a 'axe des y, rejetée a Uinfini, et une
asymptote parallcle a I'axe des x dont I'équation est

— U
Y= 7

x

Lorsque [ < »f, la courbe passe par I'origine, qui est
un point double réel; quand /= 2f; la combe passc
encore par origine ui est un point de rebroussement
de seconde espece. Enfin, si [2>of, Porigine est un
point isolé.

IV. Les tangentes a la parabole (3) en un point (£, %)
a pour équation

z[8fE—I(4f M)+ ly—1l4f+h)E~12q=o0.

Pour exprimer que la droite BC est tangente, il faut
identifier cette derniére équation avee I'équation (11),
ce qui donne

BfE— LGS+l 1 (4f—h)E )
qJh if Bk fh
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4ot 'on déduit

I(h—
(13) E=—-—-——~(l4f2f)w T, = ;f(th-'—Sf‘l——l-’).

En éliminant % entre ces deux équations, on trouve
pour le licu des points (§, 1) la droite

Voyons dans quel cas les coordonnées £ ¢t satisfont
i équation de la tangente, quel que soit 2. En substi-
tuant les valeurs (13) dans ’équation
2+ nh2+ 4 fh)
—
i

hE - l'q =
on trouve
= 2/‘,
! , . .
Done, si 7 =2 le cercle décrit sur OA comme dia-

meétre est tangent a la parabole, quel que soit /.



