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SURFACES DE SYMETRIE DU TROISIEME ORDRE
D'UNE QUADRIQUE;
Par M. S. MANGEOT,

Docteur ¢s Sciences, professeur au lycée de Troyes.

Mes recherches sur les surfaces de symétric d’'une
quadrique, ¢’est-a-dire sur les surfaces dont chaque
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normale, limitée a ses deux points de rencontre avec la
quadrique, a son milicu au point d’incidence, m’ont
conduit 4 une méthode générale pour la détermination
de celles de ces surfaces qui sont algébriques.
Cette méthode a son point de départ dans les résul-
lats suivants, que je me borne a énoncer.

I. Les surfaces de symétrie de la quadrique a centre
unique
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rapportée a ses axes, sont toutes les surfaces dont
I'équation est homogene par rapport aux trois quanti-
s x2, yb, cc ('). Il suit de la que la condition néces-
saire et suflfisante pour qu’une équation de la forme

(n SArmynzp=o,

(*) Les cones sont les surfaces de symétric des sphéres
(a=b=c=1).

En cherchant a généraliser ce résultat que les cones ayant leur
sommet a l'origine des coordonnées sont les enveloppes des plans
wx -+ vy -+ w3 = o, on est conduit & ce théoréme, qui se démonire
facilement :

Toutes les surfaces de sy metrie de la quadrique
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rapportee a ses axes, sont les enveloppes des surfuaces de symetric
particuliéres définies par l’équation uz*—+ vy'+ ws‘=o, ou u,
v, w designent des fonctions d'une méme variable t; de plus les
caracteristiques de ces enveloppes sont des lignes de symetrie de
la quadrique (c'est-a-dire des courbes dont chaque plan normal
coupe la quadrique suivant unc conique ayant son cenire au
point d’incidence).
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ou les exposants m, n, p, ... sont des nombres positifs
quelconques, représente une surface de syméirie de
cette quadrique, est que ’expression

ait une valeur constante pour tous les termes de I'équa-
tion.

Lorsque cette constante sera nulle, la surface sera
orthopolaire de la quadrique, ¢’est-a-dire que les deux
plans polaires d’un méme point par rapport a la qua-
drique et 4 la surface seront rectangulaires, non seule-
ment quand ce point se déplace sur la surface (condi-
tion qui suffit pour la symétrie), mais encore lorsqu’il
occupe une position quelconque dans Pespace (4).

II. SiTon égale 4 une constante le rapport de deux
des trois quantités x%, ¥4, z¢, on obtient les équations
de toutes les surfaces de symétrie de la quadrique (S)
(ui sont cylindriques.

III. Pour que la quadrique (S) admette des cones de
symétrie algébriques autres que les plans de symétrie,
il faut et il suffit : 1° que la quadrique ne soit pas de ré-

c(a—0b)

volution; 2° que le rapport a(b—c) qui peut toujours

(*) En interprétant la condition D = const., on peut énoncer cette
proposition :

Pour que l’équation (1) représente une surface de symeétrie de
la quadrique (S), il faut et il suffit que les points qui ont pour
coordonnées les trois exposants m, n, p de chaque terme soient
situcs dans un méme plan paralléle au plan diametral conjugue,
par rapport a la gquadrigue, de laxe du triédre trirectangle
OXYZ. Lorsque les points précédents sont dans ce plan diamétral
lui-méme, la surface est orthopolaire de la quadrique.
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étre supposé positif, soit commensurable, et alors I'équa-
tion de ces cones est
azN M4 ByM+N = o,

M
N

rapport précédent, et par o, 3 deux constantes arbi-

si 'on désigne par — la fraction irréductible égale au

traires. Tous ces cones sont ainsi du méme degré M+ N.

IV. Pour quel’équation entiére £ o,(x, y, z)= 0, ou
or(x,y,2) désigne un polynéme enticr et homogéne en
x,y,z, de degré r, représente une surface de symétrie
de la quadrique (8), il est nécessaire et il suflit que cha-
cune des surfaces o, = o soit elle-méme une surface de
symétrie de la quadrique, et que, en outre, le degré
d’homogénéité D de chaque fonction o,, par rapport a
x®, 38, z¢, soit le méme pour tous les groupes o,.

Je vais indiquer briévement la marche qui m’a con-
duit, en partant de la, aux diverses formes que doit avoir
I’équation du troisiéme degré

F(x,y,5)= 03+ @2+ 21+ Qo= 0

supposée indécomposable, pour qu’elle représente des
surfaces de symétrie de la quadrique (S).

Je laisse de coté celles de ces surfaces qui sont des
cylindres : leur détermination est immédiate (II). La
fonction F renfermera donc les trois variables x, y, z.

Je cherche d’abord les surfaces de symétric du troi-
siéme ordre qui ne sont pas des surfaces orthopolaires
de la quadrique. La valeur constante de D étant dillé-
rente de zéro, 9, doit étre nul. Je distingue alors trois
cas :

1° o, n'est pas décomposable en facteurs.

IYéquation 2, = o doit définir un cone de symétrie
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proprement dit, ce qui exige que I'un des nombres M,
N soit égal & 1, lautre égal 4 2. On peut prendre
M =1, N =2; la fonction ¢, ala forme ax?z + fy3,
et ’on doit avoir

La condition d’invariabilité imposée a D ne permet
pas de prendre plus d’un terme pour composer la
somme 9, -+ 94 et fait connaitre la forme que peut avoir
ce terme, en méme temps qu'une nouvelle relation a
laquelle satisferont a, b, c.

2" @3 est un produit de deux facteurs.

L’un des deux facteurs, égalé a zéro, doit donner un
plan de symétrie, et I'autre un véritable céne de symé-
trie. L’équation de ce cone ¢tant axz + 3y2=o0, on
doit avoir

2
b~ a

T

+ o

Comme précédemment, la fonction vy + 9, renferme
un scul terme, qui se détermine aisément.

3° w3 est un produit de trois facteurs.

Si la quadrique n’est pas de révolution, »; ne com-
prend qu’un seul terme, ct, en remarquant que ©; n’en
peut renfermer plus d’'un, on a a examiner les trois hy-
pothéses on le nombre des termes de ¢, est égal a 2, 1
ou 0. On reconnait sans difficulté quelles sont les asso-
ciations de termes qui peuvent réaliser I'invariabilité
de D.

Lorsque la quadrique est de révolution (a=5), en
partant successivement des diverses valeurs que l'on
peut prendre pour ©,, a savoir 2.x + By, 2z ou o, on
en déduit, toujours par la considération de D, la forme

qui convient & 9., puis a @y.
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En effectuant les calculs dont je viens de donner I'in-
dication, voici les diverses formes que 'on trouve pour
la fonction F. Jai placé, en regard de chacune d’elles,
la condition ou les conditions a imposcr aux axes de la

quadrique (S).

Formes de la fonction F(z,y, 3). Relations entre @, b, c.
ay3+ Bx2z 4+ Y32 i 3a= 4b= Ge¢
a3+ BT A YYTee i a= 2b= jc
ay3+ BT A YTVt e 2a= b=— ¢
ayd+ B2z —yx.. ... 3a= b=-—3c
az?z+ Bayt+ oyt 2a= 3b= 4ec
ax2Z + BXYEAY YTt a= 2b= 3¢
QZ2E 4+ BEYIAH YV a=— b=—3c¢
ayd+Bays+yxdoolll 3a= 20= ¢
ayd+Bays+ s a=— b=—3c¢c
azd+ Byryxrs...i.ooa.. va= 3b= /e
azZty -+ By yTs.o....ieee... . a= 20= 3¢
azd+ B4 yy.o.o.ioi el 3a= 6b= ac
as2x 4+ BXPA Y 2a= (b= ¢
ay2z+ Bai4-yy...ooo.iiii a= 2b=—2c
azyzs -+ BX2E YV a= 2b=— ¢
ayd4 Bys YT .o, 3a= b= a2c
azly + Byi T, a=— b= 2c
Az 4+ B ANV a= b=— ¢
axyz+ Br Yy, a= b=— ¢
g3+ By o, Ja= 3b= a2c
az?z+ B vyioaoaiiia... 2a = »ob= c
axd+ Bx2y +yayr+oydites... a= b= 3¢
xS+ Brty +yaxyr+y3+ezl.. na= a2b= 3¢
a3+ By +yxyrt+8yS+ews.. a= b= o2c

. 3 I I

aZ3+ BYS .o, 2= 57t3

2 2 1

ay?s+ Bar.oooooeiiiiiiii o= I;—‘——z

. A 1 2 1

ay?s+  Bx..oooooooiiil == 3—4-2
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On peut former, inversement, au moyen du Tablcau
(qui précede, les équations des seules quadriques a centre
unique qui admettent des surfaces de symétrie du troi-
sitme ordre mnon orthopolaires de la quadrique et
autres que des cylindres. Je crois bon de les inscrire
dans un second Tableau, en faisant suivre I’équation de
chaque quadrique du nombre de classes de ces surfaces
de symétrie correspondant a la quadrique.

Voici ce Tableau :

Quadriques Quadriques
qui ne sont pas qui sont
de révolution. de révolution.
r2—2y?+-3s2=d.... } r2— 22— 2
2 yrao32=d.... 3} 2 yr—azr—d.. ..
2 xr2a- y2o-3352=—d ... 1
2 oxt—oy?— 2—d.... 1}
.2 2s2— v yr4+332=d 1
2 I 322+ 3y 2=d 1
62+ 1924+352=d.... 1 3r2+3y2+as2=d 1
1ri— o932+ 2=d i
Jrt— 3y 32=d.... 1

A ces quadriques, dans lesquelles les rapports des
axes sont déterminés, il faut ajouter encore trois fa-
milles de quadriques comprenant chacune des qua-
driques symétriques par rapport a une scule classe de
surfaces du troisiéme ordre, représentée par unc équa-
tion binome.

I reste maintenant a calculer les formes de lafonction
Flr,y,5) qui correspondent aux surfaces de symétrie
orthopolaires de la quadrique (S). Ici la valeur con-
stante de D doit étre zéro : la quadrique ne peut &tre que
du genre hyperboloide. La somme o5+ ¢, est divisible
par "une des variables, ct le groupe ¢, n’existe pas. La
fonction ¢» ne peut comprendre plus d'un terme. S'il
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existe, 93 n’est composé également que d’un seul terme.
Lorsque ¢, fait défaut, o, renferme au plus deux termes.

Le Tableau qui suit fait connaitre les résultats de ces
calculs. Les rapports mutuels des axes de la quadrique
sont déterminés, sauf dans un cas. En regard de I'équa-
tion de chaque quadrique, sc trouve cclle des surfaces
orthopolaires qui lui correspondent.

2+ yr—azt=d ax?s + By +v=o0
222+ 2y2— 2=d axrs? -+ Byzt—vy=o0
2 ayr—ost=d 2225+ Bys +y=o0
222+ yr— 3=d arz?+Byz +y=o0
2+ jyr—ast=d ax?z —Bys2+y=o0
Ma2—3z2)—p(y2—s2)=d Tys+Y=0

En examinant les résultats inscrits dansles Tablcaux
précédents ('), on est conduit & cette remarque :

Quand un cone du second ordre admet une surface
orthopolaire du troisicme ordre qui n’est surface or-
thopolaire d’aucun autre cone du sccond degré, son
cone supplémentaire admet également des surfaces ortho-
polaires du troisicme ordre, et plus généralement, si un
cone du deuxiéme degré est symélriquc par rapport a
une surface du troisitme ordre sans que celle-ci soit
surface de symétrie d’'un autre cone du deuxicme degré,
son conc supplémentaire est lui-méme symétrique par
rapport a une infinité de surfaces du troisiéme degré.

(*) Les lettres grecques qui figurent dans ces Tableaux, ainsi que
a lettre d, désignent des constantes arbitraires.



