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SUR LE NOMBRE c¢;
Par M. V. JAMET.

Je me propose d’apporter une simplification notable
i la méthode eréée par M. Hermite pour démontrer que
le nombre ¢ n’est racine d’aucune équation algébrique,
a cocflicients entiers (Sur la fonction exponentielle.

Paris, Gauthier-Villars, 1894).
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Résumons d’abord les considérations fondamentales.
Si I'(z) désigne un polynéme enticr, de degré m, 'in-
tégration par parties donne l'identité

o [ e=3F(3)ds =[F(0)4 F'(0)4. .. Fim) (0)]ea

<0
—[F(a)+ F(a)+...+~ Fm(a)|,
ou bien, en faisant, pour abréger,
F(3)+=T"(3)+ F'(5)4...+Fm(z)= & (3),

(1) e [ ¢e~*F(3)ds = P(0)er— P (a).

0
D’ailleurs, en supposant vraie I’égalité
Pl
(2) Noy+Nie+Nye2+...+ Npyer=o,

M * . . ’ .

si, dans 1’égalité (1), on remplace a successivement par
1, 2,3, ...,p, et si’on combine les égalités obtenues
avee égalité (2), on trouvera

[ a=p

3) ZN“M /‘”0'515(:.)01:

A
a=1

=—[No®(0)+ Ny ®(1)+ Na®(2)+...+ N, P ]

Si les coeflicients du polynéme I'(z) sont entiers,
ainsi que les coeflicients N, le second membre de cette
¢égalité sera un nombre entier : ce nombre sera divisible
par i,2,3,4, ..., n,si 'on fait

F(s)y=z3n(s -nr(s—2) . (s—p)(a—3)(B—23)...(A—23).

% 3, %, ... désignant quelques-uns des nombres 1, 2,
3y eeuyp— 1, berits par ordre de grandcur croissante;
¢’est dans le choix de ces nombres que réside la simpli-
fication annoncée. Divisons, en effet, les deux nombres
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de V’égalité (3) par 1,2,3,...,n. Nous trouvons un
nombre entier, égal A

! —_ - -
(4) mzNaefo e=:F(3)ds.

Je dis qu’on peut choisir les nombres «, 8,v, ..., A,
de telle sorte que cette expression soit différente de zéro,
mais inférieure (numériquement) a un nombre donnéce,
si petit qu’il soit. En effct, décomposons chacune des
intégrales qui figurent dans ’expression ci-dessus en
une somme de termes, tels que

1 2 3
[e*F(;)dz-i—[r—ZF(:)d:+[ﬂ-:F(;)ds+...
<o

Jy A
—r‘f e—*F(3)ds
a—1

Nous voyons alors que la somme qui entre dans cette
méme expression est une fonction linéaire, homogéne,
des intégrales, calculéesdezéroa 1,de 1a2,de243, ...,
ct finalement de p —1 4 p; en outre, 'un, au moins,
des coeflicients de cctte fonction n’est pas nul : ¢’est
celui de lintégrale prisc de p —1 a p; en effet, il se
réduit a Nper. Je dis qu’on pent choisir des nombres o,
2y, ooy A, de telle sorte que tous les termes de cette
fonction linéaire aient le méme signe. En effet, consi-
dérons I'expression

1 2 3
\ [ esF(s)ds—B [ e»zF(;)d;ch e=2F (s) ds—+...
“o 1 0

¢gale a la somme que nous voulons étudier, ou bien
¢gale et de signe contraire a cette somme, de maniére
quc le premier de ses coeflicients soit positif; soient ¢ la
limite supérieure de 1'intégrale qui termine le premier
sroupe de termes a cocfficients positifs, 7 la limite su-
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périeure de l'intégrale qui termine le premier groupe
de termes a coefficients négatifs, s la limite supérieure
de Vintégrale qui entre dans le terme final du deuxiéme
groupe de termes a coeflicients positifs, et ainsi de suite.
Chacune des intégrales de la somme précédente aura le
méme signe que son coefficient, si nous faisons » pair,

a=-=q, p::r, Y= ey A=V,

v désignant la limite supéricure de 'intégrale qui ter-
mine I'avant-dernier groupe. De cette maniere, on est
assuré que 'expression (4) n’est nulle pour aucune des
valeurs paires de n, et cela suffit pour mener la démons-
tration a bonne fin.

En effet, quand z varie de zéro a p, les produits

S(S—INS—2)...(5—p)

restent numériquement inférieurs, le premier & un
nombre u, le deuxiéme a un nombre v, indépendants,
I'un et Pautre, de 2, et si 'on appelle H la plus grande
valeur numérique des coefficients A, B, C, ..., on voit
que I'expression (4) est numériquement inférieure a
u v

Z8 S BV - :

P .2.do..n
or, cette derniére expression tend vers zéro, quand n
est de plus en plus grand. c. . F.oo. (')

N

(') On pourra consulter aussi sur une simplification de la méthode
de M. Hermite une Note de M. Stieltjes (Comptes rendus, 1890)-

1)



