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CONCOURS D’ADMISSION A L'ECOLE NORVALE SUPERIEURE
EN 1889,

SOLUTION DE LA QUESTION D’ALGEBRE:
Pir M, e CieiraNe BARISIEN.

Déterminer un polyndme entier en x du seplieme
degré f(x), sachant que f(x)-+ 1 est div.sible par
(x—1)* et f(x)—r par f(x+1)". Quel est le

nombre des racines réelles de I’équation f(x)= o’

D’aprés I'énoncé, il faut que on ait

S s Bt 4 G 4 b,
(r—1)

./(‘r)—l = \N'r’+Br24 C'-r_‘_]),'
(0 1)+ '

avee
S(r)=axT+bab+cars+ dat— cud+ far+ g+ ).
o remarquant, de suite, que A =A'=gq, il faut
identifier les termes des deux équations
ari-—brS+ crd+dri+cxd3+ fari+gr+h—1
=(x —1)*(ax’+ Bzx2+— Cx + D),

Ari+bxS+cxd+dar+cxd+ frr+ go + h—i
=(r—+1)(ard+ B'rt+ Cxr+ D).
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On obtient de la sorte le systéme d’équations

B—f4a=0, B' 4+ 4a =0,
C—4B+6a=c, G+ 4B +6a=c,
D—4C+6B—/fa=d, D'+ 4C+6B'+4a=4d,
—4D+6C— B+ a=ce, 4D+ C+ 4B+ a=ce,
6D—4C~+ B = f, 6D+ 4C'+ B =1
C—4D = g, C'—+4D' = g,
D=/Ah-+r1 D'=h—1.

On a ainsi quatorze équations du premier degré entre
(uatorze inconnues a, b, c, d, e, f, ¢, h, B, C, D, B,
¢, I'. En éliminant les majuscules dans chacun des
deux groupes, on obtient les huit équations

() —35a—120b—10c—fd=c¢,
(2) 84ia + 45D —20c + 6d = f,
(3) 20a + 100+ fe—+ d=h-+1.
(1) —r70a—36b—15¢c— jd=g;
(5) —35a 4+ 9200 —10c+ 4d=e,
(6) —8{a + 456 —20c +6d =/,
(7) —o0a—+—10b— jc+ d=h—1,
(%) —z0a—+36b—15c+ jd=g.

Ajoutons et retranchons les équations telles que (1)
et (5), nous aurons le systéme suivant

35a +—~10¢c +e = o0, 50+ d =0;
56+ 6d—f=o, 21a +5¢ =o0;
10b+—~ d—h=o, 20a + {¢—1=0;
soa—+15¢c + g=o0, 9b+ d —o0;

d’ot 'on déduit sans difficulté

= 0, d = o, f:o, h =o,
5 2 35 35
a4 = -~ = — = — g =——-

= c
16° 16 16 16
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On a donc pour le polynome demandé

Axl— 2125+ 3523— 352

flz)= 16

= TT, (5as— o1ah—+ 3522 — 33).

En posant x*= z, la quantité entre parenthéses de-
,la q P

vient
(733 —2152—355—3))

etue s’annule que pour la valeur positive z = 2,326, ...:
les deux autres racines en z sont imaginaires.

Donc, en définitive, Péquation du septiéme degré en
xy f(a) a une racine nulle, deux racines égales et de
signe contraire, ==o0,013¢ et quatre racines imagi-
naires.

N. B. — \Voici, sans sortivr du domaine de PAlgebie ¢lémen-
taire, une <olution plus simple.

Les expressions

(1) VACI RS NV AC
(r—1)* (r——1)

étant, par hypothése, des polyndomes entiers du troisiéme de-

gré par rapport a o, il en est de meéme des expressions

Jlri--f(= r) Sl +=f—=ur)

N RS

(xr— 1) (r—1)*

’

que I'on obticnt en ajoutant a chacune des quantités (1) l'autre
dans laquelle on a préalablement changé » en — 2. Le poly-
nome f(z) —+ f(— x), qui est du sixiéme degré au plus. devant
d’aprés cela étre divisible par (z ——1)*(z +1)b = (22— 1)%, e~t
identiquement nul; en d'autres termes, f(z) ne saurait ren-
fermer aucun terme de degré pair, et 'on a

i @)=al+pxi+ qri--ra.

En divisant alors 2[ f(.r)—1] par (z —1)* et observant que
le dernier terme de ce quotient doit étre égal a — A, on
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trouve

A

~;>1‘—)\J,
1

our il faut faire A égal a '5—() pour que la condition f(1)+1=0

flz)=1+ m;;i [x-"—— Gt (5+

<oit satisfaite.

Mais la solution la plus ¢légante est sans contredit la sui-
vante, qui repose sur Pemploi des dérivées et qui m'a été
communiquée par M, Brisse :

f(x)~+1 étant divisible par (z —1)* et f(&) —1 par (z + 1),
leur dérivée commune /' (x) est divisible par (z —1)3 (2 +1)%,
puisque 7 — 1 ¢t  + 1 sont premiers entre eux, etl'on a

fx)—=h(rr—13,

4 etant une constante, puisque f'(r) est du sixiéme degré;
d’on

N, 3o
(7‘)—/‘ ———- — == X3 — ) -~
fer =35 )
On détermine A et w par les équations /(1) =—1, f(—1) — 1.

D'aprés Pexprescion de f'(x) et les signes de f(1) et f(—1).
les racines sont séparées. E. R.



