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\GREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1889).

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES;
Par M. GENTY.

On donne un cone du second degré C et deur qua-
drigues A, A, inscrites dans ce cone ; on considére une
quadrique variable S inscrite dans le méme céne et
touchant les quadriques données A et A' en des points
wvariables o et o' :

1° Démontrer que la droite 23! passe par un point
fixe;

2% Trouver le liew de la droite d’intersection des
plans tangents @ la surface S aux points o et o ;

3¢ Démontrer que le liew du pole d’un plan fixe P
par rapport & la surface S se compose de deux qua-
driques bitangentes;

40 Trouver le liew de la droite qui passe par les
points de contact de ces deux quadriques, lorsque le

plan P se déplace, en restant paralléle ¢ un plan tan-
gent au cone C.

I. Deux quadriques (A) et (A’) inscrites dans un
cone du second degré (€) sont inscrites dans un second
cone () et elles se coupent suivant deux coniques;
les plans (Q) et (Q') de ces courbes et les plans des
courbes de contact avee I'un ou autre des cones cir-
conscrits se coupent suivant une méme droite ct for-
ment un faisceau harmonique.

11. Les surfaces (\) et (A’) sont homologiques de
quaire manicres différentes @ on peut prendre pour
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centre d'homologie 'un ou I'autre des sommets O et O
des cones (C) et (C') et pour plan d’homologic I'un ou
autre des plans (Q) et (Q').
Cela résulte immédiatement des propriéiés bien con-
nues des ombilics et des cordes communes des co-
niques.

IT. Si nous considérons trois quadriques (A), (A’)
¢t (A") inscrites dans le cone (C), les centres d’homo-
logie de ces quadriques prises deux a deux (autres que
Je point O) sont situés sur une ligne droite que nous
appellerons axe d’homologie des trois quadrigues.

Les équations tangenticlles de ces trois surfaces pou-
vaut se mettre sous la forme

¢ —Ap=o, ¢—Av=o0, s —Ap=o0,
‘) . . . ’ ’ ’ b
axe d l)omologlc cst représenté par les équations
po=v=p.

Le théoréme reste vrai si I'une des quadriques est
remplacée par un plan (P). La conique, suivant laquelle
ce plan coupe le cone (C), peut, en effet, ére consi-
dérée comme une quadrique infiniment aplatie inscrite
dans ce cone. Le centre d’homologie de laquadrique (A)
et du plan (P) est alors le sommet d’un cone circonscrit
4 (A) ct contenant la conique cn question.

IV, Les plauns des courbes d’intersection deux a deux
des quadriques (A), (A’) ct (A”) passent trois i trois
par une méme droite.

Les équations ponctuclles de ces trois quadriques
élant

S+ I2=o, S+m?2=o, S+ nt=o,

les plans des courbes d’intersection de ces surfaces deux
A deux passent trois par trois par I'unc ou l'autre des
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(juatre droites représentées par les équations

l=m=*=n=o.

V. Le théoréme II, le théoréme IV et sa réciproque,
qui est évidente, conduisent immédiatement au corol-
laire suivant :

Si une quadrique (S) inscrite dans le cone (C) touche
(A) et (A") aux points « et o' respectivement, les plans
tangents en a ct o se¢ coupent sur I'un ou Pautre des
plans (Q) et (Q’) et la droite 22’ passe par le centre
@’homologie O'.

VI. Les quadriques (S) inscrites dans le cone (C) et
tangentes a (A) et (A") forment ainsi deux séries, I'une
(ui correspond au plan (Q) ct autre au plan (Q'). Je
dis que le lieu des poles d’un plan (P) par rapport aux
quadriques (S) d’'une méme séric (Q) est une qua-
drique.

I’intersection du licu en question avee le plan (D)
est la courbe (p), lieu des points de contact avec ce
plan des quadriques (S) de la série considérée qui lui
sonl tangentes,

Soit («) la courbe de contact de ces mémes qua-
driques avec (A); les courbes (a) et (p) sont situées sur
un méme cone ayant pour sommect le centre d’homo-
logic O” de la quadrique (A) et du plan (P).

Or les théorémes qui précédent conduisent trés sim-
plement a la construction suivante de la conique (a)
(Roventt et ne Cowserousse, Traité de Géometrie,
§ 952 et 953). Le plan (Q) coupe le plan (P) suivant
unc droite (¢); cette droite et la polaire réciproque
par rapport a (A) de I'axe d’homologie O'O” détermi-
nent un plan qui coupe cette quadrique suivant la
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courbe cherchée (a), qui est ainsi une conique. La
courbe (p) est donc aussi une conique.

En remplacant le plan (Q) par le plan (Q'), on ob-
liendrait de méme les coniques (a') et (p'), lieux des
points de contact des quadriques (S) de la série (Q')
avec la quadrique (A) ct le plan (P).

Donc, en résumé, le lieu des poles du plan (P), par
rapport aux quadriques (S), se compose de deux qua-
driques (Z) et (¥') : je dis que ces deux surfaces sont
doublement tangentes.

En effet, les coniques () et (&) ont deux points com-
muns L et M et les plans tangents en ces points a la
quadrique (A) conticnunent le point O”. Donc les co-
niques (p) et (') se touchent aux deux points L, et M,
ou les droites O"L et O”M percent le plan (P). La
droite Ly M, passe d’ailleurs au point d’intersection K
des droites (¢ ) et (¢').

D’autre part, les quadriques (2) et (¥') ont une
courbe commune qu’il est facile de déterminer : c’est le
licu des poles du plan (P) par rapport aux coniques (v)
suivant lesquelles les plans tangents au cone (C') cou-
pent le cone (C). Ces coniques peuvent, en effet, étre
considérées comme des quadriques infiniment aplaties
inscrites dans le cone (C) et tangentesa (A) et (A'), et
il est évident qu’elles appartiennent 4 la fois aux deux
séries des quadriques (S). La courbe commune passe,
d’ailleurs, par les points L, et M, qui sont les points de
contact avee le plan (P) de deux coniques (7). Donc,
enfing les quadriques (E) et (T') se touchent en ces deux
points.

Supposons, enfin, que le plan (P) tournce autour
@'une droite (1) tangente au cone (C) en un point B.
La droite I, M, décrit une surface réglée qui a pour di-
rectrices rectilignes la tangente (T) etla droite d’inter-
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scction (I) des plans (Q) et (Q'); je dis que ces deux
dircctrices sont divisées homographiquement par les
points R et K ou une génératrice les rencontre.

Soit. en cffet, D le point de contact du plan tangent
mené par la droite (T) a la quadrique (A). Le centre
d’homologie O” reste évidemment sur la droite BD;
donc I'axe d’homologie O'O” reste dans un plan fixe et
sa polaire par rapport i (A) passe par un point fixe M,
qui est visiblement situé sur une tangente a la qua-
drique (A) au point D3 la droite O”M rencontre (T') au
point R.

Au point R ne correspond évidemment qu’un seul
point K, et réciproquement; done, enfin, la droite RK
décrit une quadrique (A).

Dans le cas particulier du probleme, la directrice (T')
est située a Pinfiiii, et, par suite, la quadrique (A) est
un paraboloide hyperbolique.



