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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1889).
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
ELEMENTAIRES ;
Par M. E. GROSSETETE,

Professeur au lycée de Nevers.

On donne deux droites concourantes OA, OB et un
point P pris dans leur plan : 1° construire sur OA un
point M, tel que les deux cercles S et §' passant par les
points P et M et tangents & la droite OB se coupent sous
un angle w; 2° érudier la variation de ’angle sous le-
quel se coupent les deux cercles S, S quand le point M
se déplace sur la droite OA; 3° soient Q et () les deux
autres points d’intersection des deux cercles S, §' avec
la droite ON; démontrer que le cercle circonscrit au
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triangle PQQ' est tangent & une droite qui reste fixe
quand le point M décrit la droite OA.

1° Supposons le probléme résolu et prenons la figure
inverse de la figure cherchée en choisissant le point P

9

comme pole d’'inversion et pour puissance PO". Les
droites OA, OB ont pour inverses deux cercles a, b pas-
sant par P et O; les inverses des deux cercles cherchés
S et §' sont deux droites se coupant sous un angle w,
tangentes a la circonférence & et ayant leur point d’in-
tersection m sur la circonférence a. L’inverse du point
m est évidemment le point M cherché sur OA. Or m est
situé¢ a la fois sur la circonférence a et sur la circonfe-

rence concentrique a b, licu des points d’ou 'on voit b
sous Iangle w. Ces deux cercles se coupent générale-
ment en deux points m, m’, auxquels correspondent deux
points M, M’ a I'intersection de OA et des rayons P,
Pr/. Il v aura done, en général, deux solutions.

2* Ftudions la variation de I'angle  lorsquele point
M se déplace sur OA, ¢’est-a-dire lorsque le point m sc
déplace sur la circonférence a, d’abord a extirienr de
la circonférence b, en partant du point O. On voit sans
peine que Pangle o décroit constamment depuis deux
droits jusqu’a un angle w, défini par la relation

/4
=
dans laquelle « et 2 désignent les distances du point P
aux deux droites OA ¢t OB et /lalongueur de la droite
qui joint les pieds de ces perpendiculaires. Pour cette
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valeur, le point m est situé en w sur la ligne des centres
des circonférences « ct b. Le point M correspondant est
situé a U'intersection de OA et de Pp. en N, de sorte
qque, pendant que M décerit la droite ON, angle  varie
depuis deux droits jusqu’a 'angle w,.
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Le point m se déplacant ensuite sur I'axe 1P, auquel
cas son correspondant M se déplace sur NA, 'angle ©
croit depuis la valeur minimum o, Jusqu’a deux droits.
Le probléeme n’est pas possible lorsque m décrit ’arc PO
intérieur a la circonférence a.

30 Soient Q et Y les denx autres points d’intersec-
tion des deux cercles S, S’ avec la droite QA. Leurs cor-
respondants dans la figure inverse sont les seconds points
d’interscction des tangentes mendes de m a la circonfé-
rence b avec la circonférence a; désignons-les par ¢, ¢'.
Le cercle circonscrit au triangle PQQ)' a pour inverse la
droite ¢¢q'. Or : Etant donnés trois cercles ayant deux
a deux le méme axe radical, si Uon inscrit & l'un
d’eux ¢ une suite detriangles abe, dontles cotés ab, ac
touchent respectivement les deux autresc' et ¢, le troi-
sieme coté be de ce triangle enveloppera un quatriéme
cercle ayant le méme axe radical que les deux autres
(voir Cuasies, Géométrie supcrieure, n® 137). lci le
triangle & considérer mgq' est inscrit dans la circon-
férence : a T'un de ses cOtés gm est tangent au cercle b;
P'autre mgq’ est tangent au cercle b; ces trois cercles ont
méme axe radical ; donc gg' enveloppe un cercle ayant le
méme axe radical avec les autres. Ce cercle a pour in-
verse une droite passant par O. Donc la circonférence
circonscrite au triangle PQQ' reste tangente a celte
droite quand le point M déerit la droite OA.

Y. B. — M. Farjon nous a adressé unc solution analogue.



