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GENERALISATION D'UN THEOREME SUR L'EQUILIBRE
DES SURFACES FERMEES ();

Par e P. Cu. ROBERT, S. J.

Lemve 1. — FEtant donnée une surface fermée,
prouver que des forces normales ¢ cette surface et pro-
/)01'[[(_)[2”(’[[(}5 a ses éléments se font v'(/ui/i[)/‘(:.

La force I' appliquée au point M est égale a
wdzdy Vi pia g

ou, plus simplement, a
wdw,

Imaginons un cylindre trés petit, parallele & Oz, Ce

Fig. 1.
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cylindie va déterminer un sccond élément ou, en gé-
uéral, un nombre paie &’éléments, puisque la surface cst
fermée.

(') Les deux lemmes et les deux premiers théoremes sont extraits
(en sub tance du Jowrnal de Liowcille, v ~érie, t NI, p. 243
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La force appliquée en M est
wdw,.

Décomposons chacune des deux forces en trois paral-

leles aux axes. Les denx composantes suivant Oz sont
wdo cosy

@ dwycosyy.
Orona
wdw cosy = u dw cosyy,

car dwcosy et dwy cosyy représentent I'une et autre la
section droite du cylindre considéré.

Donc les deux composantes suivant Oz sont égales et
de sens contraives, donc elles se détruisent.

On démontrerait de méme que les composantes sui-
vant Ox et Oy se détruisent, done la surface est en
¢quilibre. C. ¥. Q. D.

Lestvie 1L — Soient dewx surfaces paralléles, A et A
dewx points correspondants, ¢est-a-dire situés sur une
normale commune, ds et ds' les éléments superficiels en
ces pointzy et ds la distance constante des deux sur-
faces. Prouver la relation

) v,
ds' — ds = ds ds RR)
R, X' étant les rayons de courbure de la premiére sur-
Jace au point A.

Je décompose ds en éléments infiniment petits for-
més par quatre lignes de courbure de la premicre sur-
face.

Les lignes de courbure sont orthogonales.
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A'B'C'D donnent les lignes de courbure de la surface
paralléle (ear les normales comncident).

Fig >

On a, dans les triangles OA'B, OAB,

2 —dx R —ds
Ty R

lag. 3.
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d’ou, successivement,

oz ds

x R
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[Q}
ds
Iy = 225
s 7= g
(1) + de méme.
’ ds = “—.’“
\
Or
ds = af,
ds' = (2~ da)( 3+ dB),
d’ou

ds'— ds = 2.d3 — § du,

en négligeant dod inliniment petit d’ordre supérieur.
Donc

ds
n
(l;—da'._a:.,ﬁ,—l—x;—ﬁy
ou, d’apres les formules (1),
/1 1
ds' — ds = ds ds ('l—:'—r‘ IT'>' C.Q.F. »
Trtorive e M. Berrryvn. — S Lon applique &

une surface fermdée (/m Jorces normales et propor -

- T ), ces forces se font équilibre.

tionnelles & ds < 7

En effet, soit une surface paralléle a la premicre. A
la surface proposée applique des forces — imdss ces
forces se font é(luilil)rc (lemme I). A la surface paral-
lele distante de ds Japplique des forces + uds'; ces
forces se font équilibre (Jemme 1. Done sur c]mqnv nor-
male {"ai des forces égales a

w(ds'— da),
cest=a=dire, en vertu du lemme I 4

1

i
w s els ( I)‘.—k ‘I—;‘-,)
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Tutorime ve M. C. Jouvserwr. — 8¢ DUon applique

a une surfuce fermée des forces normales et propor-
. s

tionnelles a e ces Jorces se font équilibre.
Fn effet, a la premicre surface japplique des forees

égales a

s ()

a la deuxicme surface Japplique des forees égales a

/ 1 1 \
e uds' (e A — )
wd { B ds W )

v —ds

Ces forees se font équilibre sur chaque surface,
Q’apres le théoréme de M. Bertrand.

Cherchons la résultante sur chaque normale @ cetie
résultante a pour (‘X[)rcssion

I 1 1 |
wds | —— — — ad= R
o (n —ds TR +4l<> ' (l’. u')'
(lll‘()ll U‘.'msformt: suvm'ssi\('mvnt on

15 RR' = s (R -= R T 1 s | i
wds hi R — s l’iv‘;‘:(:,s_ — uds [ﬁ -+ i_’."J

VAs(R—=R ) (R ds = R'—-ds) = RR'(R + /s + R/ + ds) I
—(R—R"Y(R—ds) R —1/s it
N

1
Pzl T TR e (W )

ou, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur,

T
oudsds —. - C.Q. F.D
| KRk Q- f

Cela posc, voici les théorémes que nous nous propo-
sons de falre connaitre :

5

Tutoriv. — Si Uon applique & une surface. for-
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mee des forces normales et proportionnelles ¢
ces forces se font équilibre.

ds
RZR?’

En eflet, 4 la premiére surface j'applique des forces
égales &

1
R R

a la seconde surface japplique des forces dgales a

“+ pds’ !t ; — .
(R 4+ ds)(R'— dv)

Sur chaque surface ces forces se font équilibre,
d'apres le théoréme de M. Joubert. Je cherche la résul-
tante sur chaque normale. Cette résuliante a pour ex-
pression
i

gds —— L de
T TR ds) (RTds) U RRY
O
L L] | BB (R R d
ds' = ds [l -+ ds (-H— - ]—{—,)J =ds I._ CORRT
done sur chaque normale j’ai la foree
wds RR 4 (R = R") ds 1 o
' RR’ (R =4 ds) (R~ ds) PR

La quantité entre crochets, devient

RR 4 (R+ R ) ds— (R + ds) (R' = ds)
RR(R —ds) (R +ds) o
_ RR'+(R+R)ds — RR — (R + R')ds — ds®
- RR (R —+ds)(R+ds) ’

On a donc sur chaque normale des forces égales a

— pdo ds?
R2R"?
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. X. (Avril 18971.) 13
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¢’est-a-dire des forces proportionnelles &

da c .
_47 . . Q. F.D.
RERE ¢
TatorEME cENGRAL. — Plus ge’néralement une sur-

face fermée quelconque reste en équilibre sous I’ action
de forces normales et proportionnelles a

N,ds
Rr R'n ’

N, désignaat Uexpression

. vy [ONp— ON, _
Np=Nuy(R+ R) (2 — n)+ RR <ﬁ + ’)-
Considérons d’abord le cas de n = 3.

Il y a sur chagque normale une vésultante égale a

d E!i'v—l— (R+R" df I o
¢ RR’ (R dsp(R+ds)  RR:|

Je néglige au numératcur les termes en ds?, ds®, ...,
¢t je ne m’oceupe pour le moment que de la partic entre
crochets

[RR 4+ (R+ R') ds] RR'— (R + ds ) (R’ + ds)?
R2R2 (R - ds 2R+ ds )2 )

Le numérateur devient successivement

URER2 - (R + R') ds RR'— (R = ds)? (R +ds)?,
R2R2 - (R + R')ds RR'— R2R2 — o (RR? + R'R?) ds — . ..,
(R-+R) ds RR"— 2 RR (R + R') ds —. . .,

-~ RR'(R + R') ds.

Nous avons donce sur chaque normale des forces

égales a
' RR'(R+R')
— udsds TRRT T wdsds

R+R',
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ce qui vérific la loi énoncée, vu que
Ny = —(R+R'),

Vérifions encore pour n= 4.
On a sur chaque normale une résultante égale a

b [RR 4+ (R=ROds (R-ds)+ (R+ds) R+ R
s RR’ (R dsp (R dspp Rsn'»]’

c'est-a-dire

| —(R-+R)(R~ ds)3 (R« ds»

pds RIR3(R 4 ds)* (W ds)3

LRR' S (R = ) s R2 R (R osdls - 1 ) ))
) ’

Le numérateur devient, en ndégligeant les termes en
2 g3
ds2, ds®, ...,

KRR (R = R) — (R — R') R k»
+ds[(R+R)2R2R2+2R3IR3— (R+ R) (3 RIR2--3R2R'3)),
ds R2R2[— 2(R + R')2+2RR],
ds R2R'2(— 2 R?— 2 R? — {RR'+ 2RR'):

done, aprés réduction, la fraction devient

o ds(R2—R'2+ RR')
RV R™ ’

ce qui est conforme & la loi énoncée, vu que
N, = —oa (R2+ R24 RR).

Il reste & montrer que laloi, étant supposée vraic pour
n—1, est vraie pour 7.

Je suppose done qu’unc surface fermée reste en équi-
libre si on la soumet a des forces dirigées suivant la
normale en chacun de ses éléments ct proportionnelles
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s Ny . . ;o
a RT‘::‘R—'”:’ Je dis un la surface est encore en equl-

. . N i . . . n
libre si les forces sont proportionnelles a TR

En effet, raisonnant comme dans les cas précédents,
Jaurai sur chaque normale une résultante égale 4

g [RR(ReR)ds Ny W Nioy
_— >
" BRI (Rds)= (R +ds)—1  Re-1R#-1

en désignant par N2 445K =49 J¢ numérateur N,_, dans

lequel on a remplacé R et R’ par R+ ds et R'+ ds;
¢’est-a-dire

R+ ds, R —ds) )\

| TRERIE e (R R ds s R N
— Nyt (R—ds)=1 (R + ds)yn—2 )
(%) pds) Re TR (R ds i1 (IR — ds )

Jl' ne m’occupc pour ]C moment quc (lll numérateur.

¢ ddéveloppement de s, I var la formule de
Le dévelopy ent de N{EHds Reds la f le d

Taylor & deux variables donne

, e dsy = R o (s
J(R+ds, R+ ds) = f(R, R )+<()l{ds+()}{’ ds)f

1 J 7} 2
,L;'—z(\ﬁ ds—hgl—{,(k‘) f‘*.—y

c’est-a-dire

\

X AYS ON =
R4+ds, R+ ds __ w7 - n-t n—1
Y = Na ( oR oR’ )‘{‘“
1 d\‘ll*l . ()Nn—l\ 2 5
o loR TR ) ds? +. ...

Passant au dénominatcur, ct développant (R + ds)*~!
et (R'+ ds)"=* par la formule du bindéme, on a
(R + ds)n—t = Ri—t +~(n—1) Rn—2ds+ QL_T.%Z%:EZR"—J ds2—+. ..

(R’+ ds)n t=R'n 1+ (n— I)R"’#2ds + g‘_—_l)_(rn:l) Rin—=2ds2+4...-
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Les premiers termes du produit

(R 4+ ds)r 1 (R' + ds)n-1
sont donc

Rr-tR'n—1 —v—(ll-—l)(R"‘QR"’ T+ R'n=2Rn-1) ds
(.. ds2+

Cela posé, je reviens a la formule (2). Au numéra-
teur les termes finis

Rr-1R'n-1 er——l — N”_1 Ra-1R'n-1

< détruisent, et le coefficient du terme en ds a pour
expression

Rre-1R'n—1t (d\”‘1+ (_)i\llz~1>

oR 0'R
—(R+R)R»2R""2N,_; —N,_; (n—1)R»—2R'»-2(R+R").

La formule (2) peut donce s’écrire (en négligeant les
termes en (s2 au numérateur et ceux en ds au dénomi-
nateur),

, , , , I\ - d\l—‘
Rrn—2 R n—2 [ n—1(R+R)(2—n)+ RR < IR ! ’)};;i>]

R‘)n 2R 2n— 2

c'est-a-dire
N,

. C.Q.F.D

Rn R'»




