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REALISATION ET USAGE DES FORMES IMAGINAIRES
EX GEOMETRIE.
ContrrING S poaNtrs pag M Mavonii y MARIE

au Collcqe Stanislas, a Sainte Batbe, a 11 cole Samnte-Genevieve
et a 11 cole Monee ().

22, Les periodes de la quadiatrice d'une courbe
algebr ique peuvent encore disparaitre en devenant in-
finies. — Lorsqu’un anncau de la courbe réelle se trans-
forme en une branche parabolique, Paire correspon-
dante devient infinic ct la quadratrice perd une période,
parce qu’elle west plus exprimable.

Il en est de méme lorsque Pune des deux branches de
la courbe 1éelle, qui comprenaient des anneaux fermdés
de conjuguées, passant a P'infini, ces conjuguées devien-
nent paraboligues.

C’est ainsi que Ja quadratrice d'une conique perd sa
periode et devient algébrique lorsque cetie conique se
tansforme en parabole. Si Pon considére cette parabole
comme dérivée de Pellipse, Naire de cette ellipse, qui
formait la période réelle de la quadratrice, est devenuc
infinic ¢t a disparu. Si, au contraire, on considére la pa-
rabole comme derivée de 'hyperbole, une des branches
de cewte hyperbole a passé alinfini, 'aive commune des
conjuguées de cette hyperbole a grandi indéfiniment ct
la période imaginaire est devenue infinie.

Il en serait ¢videmment de méme si des anncaux de
I'enveloppe imaginaire d'un licu devenaient parabo-
liques.
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Mais la théorie des quadratrices des courbes parabo-
liques offre aujourd’hui des diflicultés inabordables.

Ces courbes présentent, avee les courbes pourvues de
points doubles a distance finie, ccite analogie géomé-
trique que ni les unes ni les autres n'ont jamais, cu
égard a leur degré, le nombre maximum de tangentes
paralléles a une direction donnéc, ct peut-éire est-ce la
le point de vue ou il faudrait se placer pour en faire
I’étude, car toute réduction dans ce nombre de tangentes
en améne forcément une correspondante dauns le nombre
des anncaux fermés, mais il n'y a rien de fait i cet égard.

Nous ne nous occuperons done plus des courbes para-
holiques.

Au contraire, ce que nous mnous proposons est de
chercher, d’abord, le nombre des périodes de la quadra-
trice de la courbe la plus générale de degré m et de voir
cnsuite comment elle pourrait les perdre toutes succes-
sivement, les coefficients de 1'équation de la courbe
n’étant alors liés entre eux que par le moindre nombre
possible de conditions. En d’autres termes, nous vou-
lons déterminer la courbe la plus générale de degré m,
dont la quadrature serait algébrique.

23. D’une réduction accessoire d’une nouvelle unité
dans le nombre des périodes de la quadratrice, au
moment de la formation d’un point double ¢ distance
finie dans la courbe correspondante. — Cette réduc-
tion se produit néeessairement au moment de la forma-
tion d’'un point double qui fait évanouir la représentation
séométrique dune période, parce que deux anncaux,
entre lesquels était compris celui qui vient de se réduire
‘L un point unique, viennent sc confondre en un scul
circuit, en forme de huit, ot il n’est plus possib](* de
distinguer les deux anuncaus I'un de Pautre, la condition
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de continuité obligeant le point décrivant |.r, y | a par-
courir les deux boucles en avancant toujours dans le
méme sens.

Il suflira d’établir le fait dans le cas le plus général,
parce que les périodes de la quadratrice de la courbe la
plus générale de degré m devant, dans tous les cas par-
ticulicrs, rester les mémes fonctions des coeflicients, si

Fig 2o0.
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Pon peut constater, dans un cas absolument général,
que la formation d’un point double entraine la dispari-
tion de deux périodes dans la quadratrice, on pourra
conclure & la méme comcidence dans tous les cas parti-
culiers.

Supposons que la courbe ait toutes ses asymptotes
réelles et que ce soit un anncau fermé de la courbe
réelle qui doive s’¢vanouir : menous a cet anneau deux
tangentes paralleles qui n’aient la direction d’aucune
asymptote : les conjuguées du licu qui toucheront I'an-
neau considéré aux points de contact des deux tangentes
paralleles seront néceessairement fermées, quelque loin
qu'ils s’étendent dailleurs, parce que la conjuguée a la-
quelle ils appartiendront, n’ayant pas d’asymptotes,
n'aura pas de branches infinies; les produits par V—1
des aires de ces deux anncaux formeront deux périodes
imaginaires de la quadratrice du lieu.

Mais au moment ou 'anncau de la courbe réelle s'é-
vanouira en un point isolé, les deux anneaux de la con
juguée se 1ejoindront au point isolé et s’y couperont
sous un angle. au licu de <’y toucher, de sorte que les
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deux périodes, précédemment distinctes, sc fondront en
unc seule égale & leur différence.

Il en serait évidemment de méme si I'anncau qui de-
vrait s’évanouir appartenait 4 une conjuguée ct était, au
contraire, compris entre deux anncaux fermés de la
courbe réelle. Seulement les deux tangentes a la courbe
au point double seraient alors réelles, au liea d’¢tre
imaginaires.

Ainsi la formation d’un point double doit entrainer
une rédaction de deux unités dans le nombre des pé-
yiodes. Le méme fait, au reste, se reproduirait dans Jes
mémes conditions si, un huit s’élant déja produit, il se
formait un nouveau point double sur son pourtour. Scu-
fement, au lieu de deux boucles, il s’en présenterait trois,

cn continuité entre elles.
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Les trois boucles seraient, en tous cas, de méme na-

ture, ¢’est-a-dire toutes les trois réelles ou toutes les trois
imaginaires.
En résumé, on doit admettre que Ja formation de p
points doubles dans une courbe entrame nne réduction
de 2 unités dans le nombre des périodes de sa quadra-
trice.

2%, Des autres conditions dans lesquelles peuvent se
produire des réductions dans le nombre des périodes.
- D'autres réductions peuvent étre amenées par beau-
coup d’autres ecirconstances @ ainsi une période repré-
sentée par Iaire d'un anneau en forme de fuadt disparaitea

l(u‘sqll(' les aires des deus boudles seront ¢eales: deas
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périodes représentées par les aires des deux anncaux
fermdés de la courbe réelle se réduiront & une scule si
ces aires sont égales, etil en sera de méme si les anneaux
fermés de conjuguées, compris entre des branches dis-
tinctes de la courbe réelle, présentent la méme aire, etc.

C’est ainsi, par exemple, que la quadratrice de la
courbe

B = at

gnant aire de Panncaun de la courbe réelle; compris
entre les droites o == =2= a et y = == «. Malis aussi, dans
cet exemple, Ta courbe réelle, ses conjuguées a abscisses
et a ordonndes réelles, et Penveloppe imaginaire de ses
conjuguées se confondent géométriquement.

Mais dans ces derniéres circonstances, la disparition
de chaque période manquante tiendra a la présence
d’une relation particuliére entre les cocllicients de 'équa-
tion de la courbe, tandis que la relation unique qui in-
troduit chaque point double entraine une réduction de
deux unités dans le nombre des périodes, de sorte qu’a
¢galité dans le nombre des périodes restantes, la courbe
dont Péquation contiendra encore le plus de paramétres
indépendants sera celle pour laquelle la disparition des
périodes manquantes sera déterminée exclusivement par
la formation de points doubles en nombre suflisant,

¢’est-a-dire en nombre p, ¢’il a disparu ap périodes.

25. Du nombre maximum de points doubles et du
nombre maximum de périodes non cycliques. — Si
une courbe de degré m se résout en deux autres, 'une
de degré (m — ¢), et Vautre de degré 7, ll’ayam ni 'une
ni Pautre de points doubles, le nombre des points dou-
bles de la courbe composée sera

aem o —aq)
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oi a son towr la coumbe de degré g se résout en deux
autres, de degrds (g —7)et 7, w'avant pas de points
donbles, Ta courbe décomposée presentera

(m—)(g—1)—(m—q)r=1iqg—1V=(m—qg qg=+1{q~17)

lminls doubles.

11 en 1ésulte que, plus une courbe de degié m s seg-
mente en conrbes de degrés moindres, navant pas de
points doubles, plus elle présente de points doubles.

Le nombre maximum de points doubles que puisse
presenter une conrbe de degré m correspond done au cas
o e dégénere en m droites, el ce nombre est

miem —)

>

Lveste alors » me coetheients indépendants dans Péqua-
tion de In conrbe, au lieu de

tm =10 m— )

2
los coellicients de a courbe satisfont donc alors a

(m = (m-+9) mem 1
—_——— — 2 — _
2 )
conditions.

mim - 1

Mais de ces conditions, il y en a (m—1)

fqui expriment que les mpériodes cvdiques sont nulles,

[)lli%qu’v]](*s le sont en cffet, et les

mim— 1) (m —o2(m—1)

5 —(m—1)— — )
mtres oxpriment chwune la présence d un point double

dws Ty e
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Si on supprimail les (m —1) conditions qui expri-
ment que les m périodes cycliques sont nulles, lesquelles

(i —2)(m —1)

. ) 1 -
peuvent s’exprimer a part, les —— conditions

restantes exprimeraient encore la présence d’autant de
points doubles, ct, les (;m — 1) premiéres élant retivées,
la courbe redeviendrait irréductible.

Donc le nombre maximum de points doubles d’une

courbe irréductible de degré me est

(m—1)(m—2)
2

ct, par conséquent, la quadratrice de la courbe la plus

générale de degré m comporte
(m -—1)(m—2)

wériodes non cyeliques, et, si P'on rajoute les (m— 1)
1 yeliques, et, J )
périodes eveliques, on obtient (1 — 1)?* pour le nombre
total des périodes de toute nature.
1
On conclut de cette théorie :
1 Qu’une courbe de degré m, qui présente

(m —2)(m —1)

;‘2 o
p()ints‘ doubles ¢t (que toutes ses asymi)mtes coupent
chacune en trois points situés a Pinfini est quarrable
algébriquement;
Qu'une courbe de degré m qui présente

(m—2)(m—r)

2

points doubles, mais dont les asymptotes sont quel-
conques, est qaarrable par les fonetions civculairves in-

verses ou par les fonetions logarithmiques;
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Qu’unc courbe de degré m qui présente

(m —1)(m—»9)
— ="

points doubles est quarrable par les fonctions circulaires
inverses et par les fonctions doublement périodiques;

2* Que la courbe la plus générale de degré m, quar-
1able algébriquement, est celle qui présente

(m—1)(m—=2)
\ Z

points doubles et que ses asymptotes coupent chacune
en trois points a I'infini;

Que la courbe la plus générale de degré m, quarrable
par les fonctions circulaires inverses, est celle qui pré-

(m—r1)(m—2 .

cente —— )2~ 2) points doubles;

Jue la courbe la plus générale de degré m, quarrable

ptus g g » q

parles fonctions circulaires inverses et par les fonctions
doublement périodiques, est celle qui présente

(m=nlm—>)_,
>
points doubles, ete.

Mais il ne faudrait pas conclure, du mode de quadra-
bilité d’'une courbe, au nombre de ses points doubles,
parce que, comme nous l'avons dit, le nombre des pé-
riodes peut se réduire dans toules sortes de circon-
stances. Ainsi la courbe ) "+ x* = a® est quariable par
les fonctions 4 deux périodes, ¢’est-a-dire par les fonc-
tions elliptiques, et cependant elle ne présente aucun
point double. (A suiyre.)



