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ETUCDE GEOMETRIQUE DES PROPRIETES DES CONIQUES
D'APRES LEUR DEFINITION ('):
Par M. L. MALEYYX.

XII. Normales & une conique passant par un point
donné dans son plan, Tagortve pr JoscnivsTinL. —
Examinouns le cas de cllipse, la question se résoudra
d’unc mani¢re analogue pour les autres courbes.

Soit O une ellipse dont les axes 2a, 25 sont dirigés
suivant OX, OY, ct a laquelle nous voulons mener une

normale par le point M ( fig. 76).
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Soit MP unc de ces normales; P son point d’incidence,

que nous définirons par ses distances PH, PK aux
deux axes 3 nous représenterons ces distances, ou coor-
données, par y. a respectivement. Nous définirons
aussi la position du point M par les distances analogues,
575y, &, 3, 2 étant susceptibles de signes.

Menons la tangente PS en P, cetie droite rencon-
trant OX en S les deux wiangles rectangles MPQ,

(") Vour t. \ (1txn) p. 105,
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PHS sont semblables comme ayant leurs cotés perpen-

diculaires : on en déduit

MQ _ 0S—OH B—y OS—u
PQ T~ T rH M =27 Ty

Mais les points 1, S étant conjugués harmoniques
par rapport a A, A’, on a

—2

OA = O0Sx O, dou 05:%1;

remplacant,

substituant,

(1 r—3_ @y
1 . L=,
xr — 4 [Z2D2

Cette équation peutl se mettre sous la forme

(a*—02)xry + 02Bx — a?ay = o
ou

) 028 aa _ —arba8
() T =) \" T =) T e

Si nous construisons les paralléles a OY, OX, situésa

des distances du point O respectivement représentées

ar =22, =08 s facteurs x— — 2 b23
Jar 278 esfacteur
Par oy T e

a—) T oy
représentent les distances du point P a ces deux paral-
leles.

Il vésulte de la relation (2) que le produit de ces di-
stanges est constant, ct, d’aprés le premier des théorémes
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4" Apollonius, que le point P se trouve sur une hyper-
bole équilatére ayant ces paralléles pour asymptotes.

La relation (1) étant visiblement satisfaite pour le
point M et pour le point O, ces deux points appartien-
nent & hyperbole équilatére. On peut construire cette
courbe dont on conuait les asymptotes et deux points;
ses points communs avee Pellipse feront connaitre les
points d'incidence des normales issues de P, qui sont en
général an nombre de quatre.

On peut conclure du théoréme du numéro précédent,
que : trois des points d’incidence des normales menées
d’'un point & une conique et le point diamétralement
opposé au point d’incidence de lu quatiiéme, dans cette
conique, appaitiennent a un méme cercle; c’est lale
jrori ML pL Jo4CHIMSTAHL.

NIV, Liru erovérriqur . — Krant données deux co-
niques G et Cy, ainsi que deux directons 1) et Dy,
dans le méme plan; par un point M du plan on méne

| I
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deux paralléles, la premiére & la direction D. rencon-
trant la conique C aux points P et Py, la deuxiéme a
la droite D,, rencontrant la conique C, aux points Q
et Q,: on demande de déterminer le licu du point M
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par la condition que le produit MP >< MP, ait avec le
produit MQ > MQ, un rapport donné » ( fig. 77).

Soient R el Ry les points ou la parallele a Dy passant
par M rencontre Ja conique G, pour tous les points du
plan, et, d’aprés Ie théoréme de Newton. on a, 3 étant

un nombre fini,
MP P,
MR < MR, &

Si, en outre, M est un point du lieu, on a aussi

MP > MPy
—\F\) > i\JQI =

Divisant membre a membre, on en conclut que, pour
tous les points M du lieu,

MO <NMO, B
MR < MR, "2

D’apreés cette dgalité, le rapport involutif d’un point
M da licu, par rapport aux couples de points de ren-
conire d’unc droite de direction donnée avee les coni-
ques G et Gy, est constant, et il en résulte, d’apres le
théoréme du n VI du Chap. 11, que lelieu et une co-
nique passant par les points communs des deux pre-

mieres.

XV. 8¢ deux cones ont pour directrice une méme
conique, ils s¢ coupent suivant une seconde courbe
plane. qui est une autre conique (*). — Soient S et S,
les sommets des deux cones ayant pour directrice la co-
nique O (fig. 78); unissons ;S par une ligue droite

(*) Decpuis ma rédaction, je me suis apercu que la démonstration
géométrique de ce théoréme se trouvait dans le Cours de Geome-
tric descriptice de M. Ch. Brisse, II* Partie, p. go.
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coupant le plan de la directrice en P. Par la droite SS,
faisons passer un plan variable coupant celui de la di-
rectrice suivant la droite PAB et les deux cones suivant
les deux couples de génératrices SA et SB, S, A et S, B.
Ces deux couples de génératrices se coupent aux points
A, B, v, wy; les points A, B décrivent la directrice, les
points @, o, la scconde partic de intersection qu'il
faut démontrer étre plane.

Fig. 78,

Or la droite w, w est Ia polaire de P par rapport aux
deux droites @, S, w, Sy il en résulte que les points ¢,
7, o elle rencontre PS, et PB, sont conjuguds harmo-
niques de P par rapport aux couples de points $ et Sy,
Act Bs le point = est fixe, puisque P, S et S, le sont,
¢t quant a v il déerit la polaire MN de P par rapport a
la conique; les points w, o, sont donc situés dans le
plan : MN qui est fixe, et, en conséquence, la courbe
qu’ils décrivent est plane.

XVI. Note. — Le théoréme de Parers nous a servi
aun® VI, Chap. I1, pour établir un théoréme important



(168)
par ses conséquences, soit pour fournir une construc-
tion relativement simple des points communs d’une co-
nique ct d'une droite, soit pour établir d’'une maniére
immédiate le théoréme de Desarcues.

Il nous a paru intéressant de montrer comment, du
méme théoréme de Parrus se déduit le principe de des-
cription d'une conique par le point d’intersection de
deux rayons homologues de deux faisceaux hemogra-
phiques, et c’est la le but de la présente Note, par la-
quelle nous allons terminer notre étude.

Leyvie 1. — Considérons un faisceau de trois droites
issues d'un point S (fig. 79), et une sécante qui les
renconire en a, b, c; le rapport des segments ca, cb

lig. 79.

est égal a celui des aires des triangles Sam, Sbm
ayant pour bases les rayons Sa, Sb, et pour sommet un
point m quelconque situé sur lerayonSc.

En effet, les deux triangles Sac, Sbe, considérés
comme ayant leur sommet en S, ont méme hauteur et
sout proportionnels a leurs bases; et, si on les considére
comme ayant leurs sommets cn a ct b, ils ont méme
base ct sont proportionnels & leurs hautcurs, d’ou les
égalités

ca _ Sac _ap
. b~ Sbe T bg’
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ap el bg éant les perpendiculaires menées de a et b
sut Se.
)aillenrs, les deux uiangles amS, bm'S ont aussi
mcme base et pour hauteurs ap et by 1espectivement:

des lors,
ap.mad
by = mbS

>

L, pat compataison ayee les égalités precédentes, on a

lu masS
T
b mbS

« qu’on voulait démontrict

Leyvit W — Le rapport anharmomque des quatr ¢
pontsas b, o, d, ouw une droite coupe les vayons d'un
[&2) et
fatsceau S.abcd ( /1 80), sour L est coal au rap-
lia So
Lo . L
J .
\ L= m
\ /
i
. .
R4
N :
|/

port des rapports des distances de deux pornts m et n
prisarbet airement sw lesrayons Sc, Sd. aux 1ayons
Naet Sh, respectwement, soul Dp- b

mq  ng,
porpendiculair es sur Sa. et my, ng, perpendicula es
sur Sh.

smp, npy élant

P effet, 1 Qaprés Je lemme 1, on a

ca masS
b mbS

Yonode Vathcmat 5 ~ae UN (Wl 1391 ) [
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da nas

b nh s’

divisant membre & membre,

ca da maS nal
ch T db mbS’ nbs’

ou
ca da maS mbS

b db naS " nbS’

mais les couples de triangles maS et naS, mbS et nbS
ont mémes bases et sont proportionnels a leurs hau-
teurs; done, substituant aux rapports de ces triangles
ceux de leurs hauteurs dans la derniére égalité, on a

e da mp np,

b db T g T g,

Soit actucllement une conique ABDMNC : construi-
sons deux faiseeaux avant pour commets deux points A

et Cde la conique, et dont les rayons homologues se
coupent sur cette courbe en By D, M, N (fig. 81); il
s'agit de montrer qu'ils sont homographiques, ¢’est-
a-dire que les deux faisceaux A.BDMN, C.BDMN, ont
méme rapport anharmonique. Pour e démontrer, cou-
pons les deux faisceaux par la transyersale o, o, et des
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|minl> M ct n abaissons Mp, Np, perpendiculaires sur
AB, de méme. Mg, Ngysur DC; Mr. Ny sur BC; Ms,

N\s, sur ADj il suffit de montrer I'égalite des deux rap-

. ta a,‘ ""’:5' o
P()l'ls allhﬂl'”l()lll(]u(’b R ot St At
”“ O "’ 2 [

i
Or, d'apri's le Jemime plé(‘é(h'm,

v o Mp Ny

25038 s TNy
el
Vol o Mr Nrp
- R T

dés lors, il suflit d’établir,

Mp o A py Mro Ny

Ms TN, \T; ’ ir/l
ou

2]} M Npr Ny

Ms T Mg N, Ng
ce quiest évident d'aprés le théoreme de Parrus,
ABCD coustituaut un quadrilatére inserit, et d’aprés les
cgalités

Mp~ Mg - 2Mr~ Vs
[

NP> Ngr =2\ < Ny,

lues sous les formes

Mp NMr _1_1/2_\1','
Ms Mg~ T T Ns; C \qq

(Fin )



