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SIR LE LIEU DES CEVFRES DE COIRBIRE DT\E COIRBE
GAICHE ET SIR LES COIRBES GUCHES \ C011RMRE
CO\ST\\TE;

Put M. P ADVM,
Ingenieur

Le lieu des centies de courbure d'une courbe plane
est l'enveloppe des normales a cette couibe:, il n'en est
pas de même pour une courbe gauche; mais, dans ce
cas :

Le lieu des confies de courbai e est l'enveloppe du
cei de noi mal à In coinbe considéi ee et ayant poui
diamèti e le i aj on de la sphèi e osculati ice qui aboutit
à cette coin be.

On \oit que cette piopiiété conduit à la première,
comme cas particulier, quand on (ail grandn indéfini-
ment le rajon de la splieie osculatiice en cliaque point
de la combe gauche.

\ o k i , poui démon tici cette pioposilion, un procédé
géométrique très élégant que M. Darboux a bien voulu
nous indiquer.

Soit F l'arête de rebroussement de la surface polaire
de la courbe gauche C considérée. Chaque tangente 0 0 '
à r est la droite polaire d'un point correspondant INI
de C-, le plan OO'M est normal a C, et le pied O' de la
perpendiculaire abaissée de M sur 0 0 ' est le centre de
couibure de G au point M. Le lieu de O' est une courbe

a i b i l r a n c , mai* (n plaçant tou ,ouis le point S au point de contact
«le celte sp lu i c (t d u n plan tancent p a i n l k l e au plan P
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C' tracée sur la surface polaire et dont, par suite, la
tangente O'T' est situe'e dans le plan normal OO'M.

Déroulons la surface polaire sur l'un quelconque
OoO'0M0 de ses plans tangents, en lui donnant une sé-
rie de rotations élémentaires convenables autour de ses
génératrices successives O, O'. Il est \isible que les
points de C ne quitteront pas cette courbe et viendront
en Mo, de sorte que la courbe G se réduira au point M().
Les courbes F et C' se transformeront en deux courbes
planes l\ et C, ; l'angle droit OO'M viendra en O, O', Mo

en restant droit 5 la tangente O'T' viendra en O^ T'n et
comme les éléments de F et de G', situés en O et O'. ne
quittent pas les tangentes 0 0 ' et O'T', il s'ensuit que
O'O', et O', T i sont des tangente*, à \\ H à G',.

Donc :

Ci est la podaire de F\ par rapport au point Mo.

Or, d'après une propriété bien connue de la podaire
d'une courbe plane F, par rapport A un point Mo de
son plan :

Celle podaire est l'enveloppe des cercles décrits sur
les raj o?is vectem s M0O< comme diamètres.

Jl suffit donc de revenir à la surface polaire et de se
1 appeler que OM est un rayon de la sphère osculatrice
en M à la courbe C pour obtenir la propriété qu'il s'a-
gissait de démontrer.

On peut démontrer cette même propriété assez rapi-
dement par le calcul. 11 suffit d'établir que la tangente
O'T' est située dans le plan normal à G et qu'elle est
perpendiculaire à la droite O'O" qui va du centre de
courbure O' au milieu O" de MO.

Appelons x, y, z les coordonnées du point M. On
sajt que les coordonnées du centre de courbure O' et du
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centre O de la sphère osculatrice sont respectivement

Ra' et ^-fRfl'-Ta" — ,
ds

Les coordonnées du milieu O7 de MO sont donc

^ Ra' __ Ta" dK
'2 i ds

et les droites O'T' et O'O" ont leurs cosinus directeurs
proportionnels respectivement à

„ dz' ,d\\ % _ , _ „ dK
a -*- l\ - - ~ - a —7- et a H a -*- 1 a —7— ,

INous voulons montrer que

et que

a a — R - , - - a' - .- — o
\ ds ds 1

Ha - - T a a — R - ^ -4- a' -T- = o.
. \ ds ) x ds ds /

On le vérifie de suite en se servant des relations

! dcc' a a"
( 1 )

Pour pousser plus loin l'analogie entre les deux pro-
priétés énoncées au début de cette Note, cherchons une
expression de l'arc élémentaire d<3 de la courbe C' des
centres de courbure, au moyen du rayon R< de la sphère
osculatrice.

En appelant ç, r,, ^ les coordonnées du centre de
courbure O', on a

[<1' ds'1 ~~ ' ds*
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Or

ce qui donne

et, en tenant compte des relations (i) ,

Portant ces valeurs dans l'expression (2) de -,—, il

vient

Mais Je carré R^ du rayon de la sphère oseulatriee
s'exprime par

R 2 = R 2 _ r . T 2 / ^ \ 2

par suite,

bien

ds
T '

Soit M \ celle des normales à la courbe C (jui est
tangente à la sphère oseulatriee, c'est-à-dire qui est
perpendiculaire à OM} MN" n'est autre chose que la di-
r.'ciiou conjuguée à C sur la sphère oseulatriee, ce qui
iv\ient à dire que MX admet une enveloppe y: y est
doue l'une des développées de la courbe C, et, par suite,

en désignant parcp l'angle S MO', ou son égal O'OM , on
•i, en vertu d'une formule connue,

ds



(3) donne donc
<h= K,tf<p.

Soit T, l'arc O AI du cercle OO'M décrit sur OM
comme diamètre. On a

d'où

Ainsi, dans le cas d'une courbe gauelie, la différen-
tielle d? de la courbe lieu des centres de courbure ri est
pas égale, en général, à la différentielle d'7l de l'arc de
cercle normal O'AI dont ce lieu est l'enveloppe. Elle ne
le devient que si d\\{ = o, c'est-à-dire Rj — const.

Donc :

Les courbes gauches pour lesquelles le raj on de la
sphère osculatrice est constant sont les seules dont la
courbe des centres de courbure soit une développée par
rapport au cercle OO'M ayant pour diamètre le rayon
de cette sphère.

A ce titre, ces courbes o tirent de l'intérêt : elles for-
ment une transition entre la courbe gauche quelconque
et la courbe plane.

Aous allons voir que ces courbes pour lesquelles le
rayon de la sphère osculatrice est constant offrent
d'autres caractères géométriques remarquables.

Appliquons, en effet, leur surface polaire sur le plan,
comme nous l'avons fait précédemment dans le cas gé-
néral ^ le rayon OM de la sphère osculatrice devient
Ot AI0, cl, comme ce ra\on est constant, deux cas se pré-
sentent :

i° Ou bien Y » se réduit à un point}
2° Ou bien T, est un cercle de centre Mo.
Examinons ces» deux cas avec quelque détail.
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Dans le premier1 cas, F est aussi réduit à un point et,

par suite,

La courbe C est une courbe sphérique.

Le triangle? rectangle OMN donne alors

Öiï2 = 0 0 ' x 0 N ,
c'est-à-dire

Rf = OO'x ON.
Donc:

Y et C' sont deux courbes inverses l'une (Je l'autre
par rapport au centre O de la sphère.

Il résulte de là que la tangente O'T' à (7 doit être
dans le plan normal OMN comme la tangente à y, et

que T 'O 'JV = O^NM, c'est-à-dire queO'T'est tangente
au cercle 0 0 ' M de diamètre OM. On retrouve ainsi,
dans le cas particulier d'une courbe sphérique, la pro-
priété que nous avons énoncée en commençant cette
i\ote. On peut, d'ailleurs, de ce cas particulier, déduire
immédiatement la même propriété pour le cas général
d'une courbe gauche quelconque, en remarquant que
quatre éléments consécutifs de cette courbe appartien-
nent à la sphère oscilla tri ce.

Soit O'" le point de rencontre de la droite polaire 0 0 '
a\ec la sphère sur laquelle est tracée la courbe C7; le
point O'" et l'arc de grand cercle OWM sont le centre de
courbure sphérique et le rayon de courbure sphérique
de la courbe C. L'arc de grand cercle 0"'M et l'arc O'M
du cercle 0 0 ' M (arc qu'on peut appeler le rayon de
courbure vrai) ont même longueur. Si donc on appelle
d<i2 la différentielle de TarcO^M, ou, ce qui est pareil,
la différentielle de la développée spliérique, on aura
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Ainsi, dans le cas d'une courbe sphérique :

Le rayon de courbure sphérique et le raj on de
courbure vrai ont même longueurj la développée
sphérique et la courbe des centres de courbure, qu'on
peut appeler la développée vraie, ont aussi même lon-
gueur.

Le lieu du centre 0 v du cercle 0 0 ' M est homothé-
tique de la courbe C par rapport au point 0 . Donc ce
lieu est normal au plan du cercle 0 0 ' M .

Il en résulte que :

C et C sont tracées sur une surface canal S ayant
pour diamètre OM le rayon de la sphère ;

niais c'est une surface canal toute particulière, car elle
est tangente à une sphère; ou encore, les sphères qui
admettent Ü pour enveloppe passent toutes par un point
fixe O; C est, d'ailleurs, une ligne de courbure de S.

La surface canal S e.st le lieu du cercle 0 0 ' M de dia-
mètre OM. Réciproquement :

Si pour une courbe gauche C, le lieu S du cercle
0 0 ' M normal à celte courbe et décrit sur le rayon de
la courbe osculatrice comme diamètre est une surface
canal, cette courbe est sphérique.

Ou peut l'établir analytiquement, niais c'est une
chose évidente, car le point O, diamétralement opposé
au point M sur la surface canal, doit décrire, comme ce
point M, une trajectoire Y normale au plan du cercle
OO'LM; et, comme cette trajectoire est tangente au plan
0 0 ' M , elle ne peut être qu'un point; le point M reste
donc à dislance constante d'un point fixe O et la courbe
C est sphérique.

Pour terminer ce qui est relatif aux courbes s plié-
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riques, remarquons que la développée y est ici une
ligne géodésique sur le cône de sommet O, car le plan
osculateur TAIN a y est perpendiculaire au plan OMN,
lequel est tangent au cône considéré.

Passons maintenant au second cas, celui dans lequel
V{ est un cercle de centre Mo. Alors Ĉ  coïncide avec F<.
Ainsi :

Quand on applique sur le plan la surface polaire
d'une courbe dont la sphère osculatrice a un rayon
constant 7 Varête de rebroussenient de cette surjace et la
courbe des centres de courbure se transforment en un
seul et même cercle.

Dans le cas d'une courbe sphérique, la transformée Ĉ
reste quelconque, il est donc à remarquer que la courbe
sphérique qui semblerait devoir être un cas particulier
de la courbe dont la sphère osculatrice a un rayon con-
stant en est, au contraire, un cas tout différent qu'il
faut traiter à part, comme nous l'avons fait.

Puisque C, coïncide avec F<, on a

Mo(>; - MoO,,
c'est-à-dire

R - R,.

On retrouve ainsi ce théorème connu :

Une courbe gauche dont la sphère osculatrice a. un
i aj on constant est une courbe à courbure constante, et
son rayon de courbure est égal au raj on de la sphère
osculatrice. Larête de rebrous sèment de la surface
polaire coïncide donc avec le lieu des centres de cour-
bure.

Ce résultat met encore en reliei' la différence très
grande qu'il y a entre la courbe dont la sphère oseula-



trice a un rayon constant et la courbe sphérique, puis-
que cette dernière n'a généralement pas son rayon de
courbure constant.

La îéciproque de ce théorème est vraie :

Si la courbure d'une courbe gauche est constante,
il en est de même du rayon de la sphère osculatrice, et
Von a R = 11,.

Cela résulte immédiatement de la relation

Vojons ce qu'est, dans le cas particulier qui nous
occupe, Farète de rebroussementF de la suif ace polaire,
ou, ce qui est pareil, la courbe C' des centres de cour-
bure.

Pour obtenir F il suiïit, partant d'une origine quel-
conque cô  située sui F i 7 de donner à ce cercle, autour de
ses tangentes successives, des lotations élémentaires dé-
iinies par une loi quelconque*, dans ce mouvement, le
cenlre Mo du cercle F< déciira précisément la courbe C.
Or, étant parvenu à un point quelconque O{ de F h le
point Mo décrit autour de la tangente O, N̂ 1 un élément
perpendiculaire au plan MoC^Fj déterminé par la poi-
tion de F, non encore déformée.

Donc le lieu des positions successives de la partie
non déformée de F̂  est une surface canal S dont l'axe
n'est autre chose que la courbe C déciite par le point Mo;
F est une courbe tracée sur cetle suiiace canal tangen-
tiellement aux positions successives du cercle FM et
10 m me les plans de deux cercles Y{ consécutifs se cou-
pent suivant une tangente commune O ^ ^ c'est-à-dire
comme ces deux cercles n'ont qu'un point commun O<,
2 est une suiface canal à arête de rebrousseraient réelle
et unique F. Enfin, les rotations successives du cercle F,



autour de ses tangentes n'altérant l'angle de contingence
de ce cercle que d'une quantité infiniment petite par
rapport à cet angle, F a la même courbure que F ^ F est
donc une courbe à couibure constante comme C et sa
courbure est la même que C.

Inversement, considérons le cercle de centre O* et
de rayon O1 3J0 dont Je plan est normal à F, c'est-à-dire
est perpendiculaire à 0<Nj$ ce cercle n'est autre que le
cercle oscillateur à C en Mo et il engendre une deuxième
surface canal S' d'axe F et d'arête de rebroussement C;
cette arête de rebroussement est unique, parce que deux
cercles oscillateurs successifs d'une courbe gauche ne se
rencontrent qu'en un point.

On peut, en définitive, énoncer le théorème suivant
dont la première partie est une proposition classique
due à Mon go :

Si une courbe gauche a sa courbure — constante, le

lieu de ses centres de courbure a aussi sa courbure
constante et égale à celle de la proposée. Chacune de
ers deux courbes est P arête de rebroussement unique
(Vune surface canal de ra} on R aj ant pour axe Vautre
courbe et admet pour cercles oscillateurs les cercles
générateurs de la surface canal sur laquelle elle est
tracée.

Par exemple, la courbe des centres de courbure d'une
hélice circulaire est une seconde hélice qui a même
courbure que la première, et chacune de ces deux hélices
est l'arête de rebrousöement unique d'une surlace qui
admet l'autre hélice comme axe.

La réciproque de ce théorème est évidente :

Si Von considère une surface canal S à arête de
febroussernent unique F, cette arête est à courbure con-



stante et elle ad/net pour cercles oscillateurs les cercles
générateurs de la surjace canal. JJ axe C de cette sur-
face est l'arête de rehroussement unique d'une deuxième
surface canal S' de même rayon que la première, a} ant
comme axe Varête de rehroussement de la première et
comme cercles oscillateurs les cercles générateurs de 2'.

Terminons par quelques généralités relativement aux
courbes gauches quelconques.

Pour une courbe quelconque, la surface lieu du
cercle OO'M n'est généralement pas l'enveloppe d'une
sphère; mais C est encore une ligne de courbure sur
celle surface, comme dans le cas d'une courbe sphérique,
puisque les tangentes menées à cette surface normalement
àC admettent une enveloppe y- quant a la dévelop-
pée y, elle est encore une ligne géodésique sur la surface
polaire de C, puisque le plan TMN osculateur à y est
perpendiculaire au plan tangent OMN à la surface po-
laire; du reste, les antres développées de C sont aussi
des lignes géodésiques sur la surface polaire.

y el C sont liées encore par la relation

00 ' - 0 \ =ÖM2 = \\\ ;

ce sont donc deux courbes inverses, avec pôle et puis-
sance d'inversion variables.

Remarquons enfin que la relation obtenue plus haut

dz - R, do,

laquelle devient, pour le cas d'une courbe plane,

da — co x o

montre que1, dans ce cas, la vraie valeur de Ri do n'est
autre que la différentielle di de l'arc de la courbe des
centres de courbure.


