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DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL
DE LA THEORIE DES EQUATIONS;
Par M. E. CARVALLO,

Examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique.

Tutorkme. — Zoute équation entiére f(z)=o a
une racine.

M. Amigues a donné récemment une démonstration
habile de ce théoréme (*). Dans le fond, la méthode est
celle de Cauchy; 'intérét de la nouvelle démonstration
est d’¢tre purement algébrique et de ne pas introduire
la Trigonométrie. Dans une voie opposée, il importe de
rechercher la forme la plus simple pour les éléves. Je
propose la suivante.

La fonction [mod f{5)]* est toujours positive; clle est
linie et continue pour les valcurs finies de z ct croit
indéfiniment avec z : donc elle a au moins un mini-
mum. Je dis que, pour ce minimum, on a f(z)=o.
Pour cela, il suflit de prouver que ce minimum n’est
pas atteint tant que f(z) n’est pas nul. Clest sur ce
dernier point que porte la simplification que je propose.

Soit z = a -+ i une valeur qui n’annule pas f(z),
z,=a — y i 'imaginaire conjuguéede z, f, la fonction
conjuguée de f, c’est-a-dire celle que Pon déduit du po-
lynéme f en remplagant tous les coefficients par leurs
conjugués; f,(z,) scra 'imaginaire conjuguée de f(z).
On aura donc

[mod f(2)]2 = f(3) f1(51)=F (5, 51).

(') Comptes rendus, t. CXIL; 26 janvier 18gr1.
Ann. de Matheémat., 3° série, t. X. (Mars 18g71.) 8
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Je dovne a z un accroissement {; z, prend Paccrois-
sement conjugué ;. L’accroissement de F scra donné
par la formule de Taylor 4 deux variables

AF =F(z+¢, 51+ §)— F(z, 5)
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Dans ce développement, soit 7 (z) la premiére déri-
vée de f(z) qui ne s’annule pas; [ () sera la premiére
dérivée de f, (z,) qui ne s’annule pas. Dés lors, tous les
termes qui précédent le terme de rang n sont nuls; de
plus, celui-ci se réduit a la somme des deux termes ex-
trémes du crochet, savoir £ f7(z) fi(z)+C} i (z1) f(2);3
c’est la somme de deux imaginaires conjuguées. Soient
(z,©), (a,a), (b, 8) les modules et les arguments de ¢,
Sfr(z)et fi(z,). Le premier terme §7 f7(z) £, (z, ) aura pour
module p%ab et pour argument nw + o+ . Dans la
somme de ce terme avec son conjugué, les parties ima-
ginaires se détruisent ct les parties réelles se doublent
pour donner 2% ab cos(nw + 2+ 3). On a donc

2prab

AF =
n!

cos(nw + 2+ B)+....

Dans cette somme, on peut disposer de w, de facon
que Pon ait cos(nw + o+ 8)=—1; puis on pourra
prendre o asscz petit pour que le premicer terme donne
son signe i la somme, c’est-a-dire le signe (—). L’ac-
croissement AF est alors négatif. Donc la valeur consi-
dérée de [mod f(=)]*, différente de zéro, n’est pas un
minimum. Cc. Q. F. D.



