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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

REMARQUES AU SUJET DU THEOREME DE CARNOT;
Par M. C.-A. LAISANT,

Docteur és Sciences.

PROPOSITIONS DIRECTES.

1. Le théoréme de Carnot, relatif aux segments dé-
terminés sur les ctés d’un polygone fermé par les inter-
sections avec une conique, ou plus généralement avec
une courbe algébrique plane d’ordre quelconque, me
semble pouvoir étre démontré d’une facon simple, &
I'aide d’un petit nombre de remarques destinées surtout
a abréger le langage et I'écriture. Par ce procédé, on
arrive aisément d unegénéralisation, concernant I'espace,
qui est peut-&tre nouvelle et qu’en tous cas je n’ai trou-
vée nulle part. Enfin, on peut établir une série de pro-
positions corrélatives, aussi bien pour le plan que pour
Pespace.

2. Considérons un segment AB, limité aux extrémi-
tés A ct B, et tracé dans un plan qui contient une courbe
(T') d'ordre n. La droite AB indéfiniment prolongée
coupe la courbe en n points Py, Py, ..., P,, réels ou ima-
ginaires. Supposons-les d’abord tous récls et formons les
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P.B P, B P.B
PA’ P,A’ ’ P,A’

ra l)l)O['lS

considérés en grandeurs et en signes.

Le produit de tous ces rapports sera ce que nous appel-
lerons la puissance du segment AB par rapport & la
courbe (T). Nous le désignerons par la notation € (AB)
¢t nous écrirons ainsi

P,B.P,B...P,B

Pr(AB)= 122" 2
) L (AB)= s b A P, A
Par suite de cette définition, il est évident que les
quantités €p(AB) et € (BA) sont inverses, puisqu’il
suflit de permuter les deux lettres A, B, c’est-a-dire
(qu'on a
(2) Pr(AB).Lp(BA) =1.

3. Méme lorsque les points d'intersection Py, Py, .00
P, sonten partie ou en totalité imaginaires, la puissance
‘l‘p(AB) nen est pas moins réelle,

Pour le démontrer, supposons qu’on ait rapporté la
courbe (I') 4 un wiangle de véférence ABC, C étant un
peint quelconque, et que son équation, en coordonnées
barycentriques, soit
(3 aat++ OB+ ceyt+ ... =o.

Pour obtenir les points Py, P, ..., il faut, dans cette

K
équation, faire ¥ = o, cequi donne une équation homo-
géneen aet B
(4) @ .+ bBr=o.

Si on prend un point Py quelcouque parmi eux, et
si ses coordonnées sont %, 4, 0, on aura

1)

PB oy on P.B (1) %
——— T e e == ( -—
Al ‘3/,- P A Ag/,
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E—k- étant I'unc des racines de ’équation
A.
o n
(5) a<—>+...+b:o.
B
: . . . b
Mais le produit de toutes ces racines est (—1) ="

Donc la puissance de AB, définie comme mnous I'avons
. op O b T .
fait ci-dessus, est (— 1) - = —: ¢’est-a-dire toujours
! a  a

réelle.

%. Si, reprenant 'équation (3) dela courbe (T'), nous
appliquons successivement au coté BC, puis au coté CA,
ce qui vient d’étre dit au numéro précédent pour le coté
AB, nous aurons évidemment

@p(BC) = g @p(CA)= ¢

(6) @p(aB)="2 =

-
a
et, par multiplication,
(7) $r(AB) L (BC)Lp(CA) =1,
ce qui démontre le théoréme de Carnot pour le cas d’'un
triangle.

3. Considérons maintenant un polygone fermé

ABCD...LA,

d’un nombre quelconque de cotés, dans le plan de la
courbe (T'). Prenons un point O arbitraire, dans le plan,
et formons les triangles OAB,OBC, ..}, OLA. Nous

aurons, en vertu de la formule (7), ct en supprimant les
indices, pour plus de simplicité,

®(0A)R(AB)®(BO) =1,
®(OB)®(BC)R(CO) =1,

(8)

ROLY R(LAYR(AO) = 1.
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Multipliant toutes ces égalités, en tenant compte de la
formule (2), il nous reste

(9) @(AB) ©(BC)... D(LA) =1,

formule qui exprime le théoréme de Carnot pour un po-
lygone plan quelconque.

6. Imaginons actuellementune surface algébrique (X)
d’ordre n, ct un segment AB qui, indéfiniment pro-
longé, coupe la surface (X) en n points. Nous définirons
comme ci-dessus la puissance du segment par rapport a
Ja surface (X), etil suffira, pour 'obtenir, de considérer
la section de la surface par un plan quelconque passant
par AB et de prendre la puissance de AB par rapport a
cette courbe de section.

Si ABC...LA cst un polygone gauche fermé quel-
conque, ct si nous prenons un point O arbitraire dans
Pespace, les triangles OAB, OBC, ..., OLA détermine-
ront autant de plans qui couperont la surface (I)
suivant des courbes de méme ordre; et nous pourrons
conséquemment éerire encore identiquenent comme c¢i-
dessus les équations (8), les puissances des segments
étant ici prises par rapport a une surface au lieu de
I'¢tre par rapport a unce courbe plane. Nous en dédui-
rons la formule (9), ¢’est-a-dive que le théoréme de
Carnot s'applique @ un polygone fermé gauche et &
une surface algébrique quelconque.

7. Le théoréme de Carnot, soit dans le plan, soit dans
I'espace, conduit 4 un nombre considérable d’applica-
tions ct a des remarques assez curieuses au sujet des
conditions déterminantes d'une courbe algébrique, et
auxquelles il convient de s’arréter un instant.

Tout d’abord, si on 'applique & une droite et 4 un
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triangle, on a le théoréme des transversales, et la propo-
sition réciproque cst vraie; c'est-a-dire que, si trois
points sur les cotés d'un triangle satisfont a I'identité
exprimée par le théoréme de Carnot, ces trois points
sont en ligne droite. I! en est de méme pour six points
(deux sur chaque coté d’un triangle). S’ils satisfont a
Iidentité de Carnot, ils sont situés sur une conique.
Cette réciprocité tient a ce que le nombre des points
considérés est précisément, dans ces deux cas, supéricur
d’une unité i celui des points nécessaires pour la déter-
mination de la ligne, savoir : 2 pour la droite, 5 pour la
conique.

1l est intéressant de constater que ce sont méme les
deux seuls cas ou le fait se produise, ¢t ou, par consé-
quent, la réciproque du théoréme de Carnot soit vraic.
Soit, en ellet, une courbe d’ordre n, coupant les cotés
d’un polygone de p cotés. Le nombre des points déter-

n(n—+3),

minants de la courbe est celui des points de

section cst pn. Il faut done qu’on ait

/)11_11(12,—!—3) L, ])_n?—:—‘in—;—u,.
3 2n

Comme p doit étre entier, le numérateur doit étre divi-

sible par . On ne peut donc avoir que n =1 (droite)

ou n=12 (conique). Dans les deux cas, il en résulte

p = 3 (triangle).

Par contre, le théoréme de Carnot nous montre que
les points qui déterminent une courbe ne peuvent pas
toujours étre pris arbitrairement, méme lorsqu’ils sont
en nombre inféricur a celui des conditions détermi-
nantes. Ainsi une cubique se détermine par ncuf points;
et cependant, si nous prenons sur les cotés AB, BC, CA
d’un triangle deux groupes de trois points Py, Py, Py,
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M,, M,, M;, et deux points Ny, N, ce qui fait huit
points, le troisieme point Ny, ou la courbe coupe le
coté CA, sera complétement déterminé par le théoréme
de Carnot. Ainsi huit points seulement auront pu étre
choisis arbitrairement, dans les conditions indiquées.

Autre exemple : une courbe du sixiéme ordre coupe
en dix-huit points les trois cotés d'un triangle. On ne
peut donner arbitrairement que dix-sept de ces points,
en vertu du théoréme de Carnot; et cependant il faut
vingt-sept points pour déterminer, en général, une
courbe du sixiéme ordre. On voit combien les conditions
géométriques imposées apportent de moditications.

Dans Pespace, il en est encore de méme. Comme
unique exemple, appliquons la proposition du n° 6 a
une surface du sccond ordre coupant les cotés d’'un qua-
drilatére gauche en huit points; lorsqu’on se sera donné
sept de ces points, le huitiéme sera entiérement déter-
miné, bien qu'il faille neuf points, en général, pour la
détermination de la surface.

Par analogic avec ce qui a été dit plus haut, cherchons
les cas dans lesquels la proposition réciproque du théo-
réme de Carnot est applicable dans 'espace. Le nombre
des points nécessaires pour Ia détermination d’une sur-
face du ni*™ ordre est

. n
= G(ni%— 6n +11).
Si done une telle surface rencontre les cotés d'un poly-
gone gauche queleconque de p cotés, ce qui fait pr points
d'intersection, nous devrons avoir pn =N + 1; en effet,
si les pn points donnés satisfont a I'identité de Carnot,
comuie on peut en prendre arbitrairement pn—1=N
et qu'ils suffisent & la détermination de la surface, le
(N =+ )" sera done aussi sur cette surface.



()
Or, en résolvant en nombres entiers I'équation indé-
terminée

n .
pn= G(n‘-’-%— 6n +11)+1,

on trouve trés facilement qu’elle n’admet que les solu-
tions

n=r, F = 4,

n=a2, p=275,

n =6, p =14

Ainsi, dans 'espace, la réciproque du théoreme de
Carnot s’ applique :

1 A uu quadrilatére gauche coupant un plan;

2° A un pentagonc coupant une surface du second
ordre;

3° A un polygone de 14 cotés coupant une surface du
sixiéme ordre.

Pour plus de clarté, nous énoncerons explicitement
cette réciproque dans ce dernier cas :

8i Uon donne 6 points sur chague cété d un poly-

gone gauche de 4 cotés ABC. . .L, et si Uon forme les

puissances
PB o PB
P,A TPGA T
2WC QG
QB QB ¥
SiA | SA
S, LTS LT T

aw moyen de ces points; si, en outre, le produit
Ay Ag. Ay

est égal & U'unité, les 84 points considérés sont sur une
méme surface du sixieme ordre.
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8. Nous limiterons, pour abréger, les applications du
théoréme de Carnot 4 un trés petit nombre d’exemples.
Supposons une courbe plane d’ordre 7 coupant un
triangle ¢n 3 points; si n est impair et égal @ on'+1
et si n' groupes de 6 points (2 par chaque cété) sont
situés sur n' coniques, les trois points restants seront
en ligne droite.

Si nest pair et égal & 2(n' 1) et si n' groupes de
6 points (2 par chaque coté) sont situés sur n' coniques,
les six points restants sont ausst sur une méme conique.

Ces deux propositions s¢ déduisent immédiatement
de lidentité de Carnot, en ayant soin de se rappeler que,
pour les coniques et les droites, la réciproque est ap-
plicable.

Dans le cas ou I'on remplace la courbe par un systéme
de trois droites A B, Gy, Ay B:Cy, A3B;Cs, la premiére
de ces deux propositions nous montre que, si By, Gy, Cs,
A, A,, B; sont situées sur une méme conique, les
trois points A, B, C; sont en ligne droite. C'est la pro-
priété de T'hexagone de Pascal, qui s’obtient ainsi
comme un simple corollaire du théoréme de Carnot.

On a, en ellet,

:\1(; BiA G B

i

Il

ct, en outre,

ByA ByA G B G,B A.C A,C

B,C B0 G oA 4,8 A,B

Multipliant entre elles les trois premiéres égalités et
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divisant par la quatriéme, il reste

ce qui montre bien que les trois points A, By, Cy sont
en ligne droite, en vertu de la proposition réciproque.

PROPOSITIONS CORRELATIVES.

9. Considérons un angle ACB dans un plan qui con-
tient une courbe T de classe 2. Par le sommet Con peut
mener a la courbe n tangentes CPy, CP,, ..., CP,,
réelles ou imaginaires. Dans le cas ou elles sont toutes
réelles, formons, pour chacune d’elles, le rapport

sin(BCP,)

sin(P,CA)’
dans lequel nous tiendrons compte du signe, d’aprés les
cortventions habituclles sur les angles. Le produit

¢r(ACB)
ou

| o in(BCP,) sin(BGP, sin(BCP
N __sin(BGPy) sm(}i(,lL)”'sm( ")
( or (R, B) = Sn(P1CA) sin(THCA) " sin(P,CA)

(")

sera appelé puissance de Pangle ACB par rapport
la courbe T.
Par définition méme, il est clair (u’on a

(2) @p (ﬁ) ‘i‘[‘(fﬁ) =1.

Dans ces formules, leslettres A, B peavent étre imaginées
comme représentant les ¢dtés mémes de 'angle ACB.

10. Lorsque les tangentes CPy, CPs, ..., CP,, ou

quelques-unes d’entre elles, sont imaginaires, la puis-
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PR
sance (1‘1‘<A, B) n'en reste pas moins réclle. Nous le
démontrerons d’une facon tout A fait analogue a celle
employée plus haut, en supposant ’équation de la
courbe éerite en coordonndes tangentielles sous la
forme

(3" aun —+ ben +— cwh 4. .. = o,

les coordonnées u, v, & d’unc droite étant, par exemple,
dans le systéme considéré, proportionnelles anx dis-
tances AA’, BIY, CC’ de cette droite aux trois sommets
du triangle de référence. Sialors une droite CP{u, v, 0)
passe par le point C, on aura

u ACsin(ACP) q sin(ACP)
¢ BCsin(BCP) — p sin(BCP)

et
sin(BCGP) ¢ ( ¢
snpen) ~ p TV

s q, r représentant les longucurs des cotés BC, CA; AB
du triangle de référence.

Or, si nous voulons obtenir les tangentes a la courbe
(') menées par G, il faut faire «w = o0 dans I'équation
(3') ci-dessus, ce qui donne une relation de la forme

(¥ aun .. .- et = o

Le produit de toutes les racines de cette équation est
. a . \ M
(— 1)” =+ Mais, d’aprés cc que nous venons de voir, ce
5 I ’
produil sera aussi

(— 1y 22 @peAac).

qll
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~ qll a > \ d. ] .
Donc €1 (ACB)= A c’est-a-dire que la puissance

considérée est toujours réelle.

11. Si, reprenant I'équation tangenticlle (3') de la
courbe T, nous appliquons ce qui précéde aux trois an-
gles du triangle de référence successivement, nous
aurons

@ 3= 10 2
l[ (:\Cl))_.. ])" A
’ Pr(BAC)— P
(6') Or(BAC)= 7 %,
Qp(cBAy = P2 €
¢ \ ' roa
et, par multiplication,
(7)) ®r(ACB) @ (BAC) @p(CBAY=1.

Nous avons ainsi, pour le triangle, la proposition
corrélative du théoréme de Carnot :

Le produit des puissances des trois angles successifs
ACB, BAC, CBA d’un I,ri(mglc, par rapport @ une

courbe plane de classe n, est égal & I"unité.

12. Si nous prenons maintenant un polygone plan
fermé, dont les cotés successifs soient désignés par A,
B, C, ..., L, nous étendrons, comme au n°3, a ce poly-
gone le théoréme ci-dessus, en choisissant unc droite
arbitraire Q, ct en considérant les triangles A, B, Q,
puis B, C, Q, ..., L, A, Q. Nous aurons ainsi

N (o N
@(3. %) g‘(ﬁ,?) @(B, O) =1,
/\\ \ /\
(8 ¢(0.5) @(%, &) a(C Q) =,

e, Ly @(T, 3) e(X 0) =1,
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d’ou, par multiplication, ct en vertu de la relation (2'),

(9 ‘l< \u‘( )...u‘(ﬁ)zl,

formule qui démontrela proposition dont il s’agit.

13. Pour essayer d'étendre a espace les propositions
corrélatives, il est tout d’abord nécessaive d’introduire
unc nouvelle notion, tout 4 fait analogue a celle du
n° 9 : celle de la puissance d’un diedre par rapport a
un point, ouw en général par rapport & une surface de
classe n.

Un di¢dre étant formé per deux plans A, B, et P étant
un plan arbitraire conduit par 'aréte du diédre, le rap-

an (B, 1

por L~~—7<< sera dit ]nusmncedu du’(’/ ¢ par I(l/)/)()ll
sin\I’, B

a un point quelconque du plan P.
Si par Varéte on méne les plans tangents Py, P

2y -y
P, a la surface (¥) de classe n, le produit

.:'fm(B l’\|) ~|n ]/i, l’ ‘sixrlﬁ(ﬁ)
*ill{]{t.},) ~m\| 2, \) sin(Pu, )

sera la puissance du méme diédre par rapport a la sur-

face (3).

(10)

= ‘D:<ﬁ)

14. Soit CD Varcte du diedre que nous avons consi-
déré ci~dessus. Prenons deux points quelconques C, D
sur cette aréte, deux points A, B dans les plans A, B,
respectivement, et supposons que, ABCD étant choisi
comme tétraedre de référence, nous adoptions un sys-
teme de coordonnées tétraédrales tangentielles, ou les
coordonnées u, v, v, t d’'un plan soient proportionnelles
aux distances de ce plan aux quatre sommets A, B, C, D,
cn grandears ot en signes.
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Si nous conduisons un plan P(«, ¢, 0, o) par CD, il
est extrémement facile de voir que nous aurons

u _ (ACD) sin(A, P)
¢~ (BCD) sin(B, P)’

(ACD), (BCD) représentant les aires des triangles, ou

TN
sin(B,P) _(acp) o
(P x)  (BCD) (=05
sin\P, A

En prenant l'éguation d’unc surface (I) sous la

{forme
au” —+ ben - cwh 4 dth+. . .= o,

un calcul tout & fait analogue 4 cclui du n° 10, ct dans
lequel nous ferons d’abord t = o, w =0, puis t =o,
w=o0, puis =0, v=o0, nous permectira, sans qu’il
soit besoin d’entrer dans de plus grands détails, de dé-
montrer cette proposition :

Le produit des puissances des trois diédres DA, DB,
DC d’un triédre DABC, par rapport a la surface (X)

de classe n, est égal & [’unité.

Il est & peine nécessaire de remarquer que les plans
ADB, BDC, CDA du diédre doivent étre pris dans leur

ordre successif, et que, d’'une maniére générale,

s (51, N eg (X, M) =1,

M, N représentant deux plans quelconques.

15. Soit un polygone gauche fermé, dont les cotés
sont A, B, C, ..., L. Un coté quelconque B, par exem-
ple, forme un plan avee le coté C qui le suit, et un
autre avec le coté A qui le précéde. Si nous prenons un
troisi¢tme plan arbitraire Q, nous aurons donc un

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. IX. (Janvier 18qo.) 2
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triédre formé par les trois plans Q, AB, BC; et de méme
autant de triédres en tout que le polygone a de cotés.
Prenant les puissances des diédres de ces tricdres par
rapport & la surface (E) de classe » et appliquant le
théoréme du numéro précédent, nous aurons

9(Q, AB)®(AB, BC) ©(BC, Q)=1,

@(Q, LA)®(LA, AB) ®(AB, Q) =1
et, par multiplication,
®(AB, BC)@(BC, CD)... ®(LA, AB)=1,
ce qu'on peut écrire plus simplement
QBYD(C)... R(A)=1,

¢tant bien centendu que les diédres A, B, ... sont ceux
formés dans le sens que nous avons défini plus haut.

Ainsi :

Le produit des puissances des diédres déterminés
par un polygone gauche fermé, par rapport a une
> . (, > 5 0. I \
surface algébrique de classe quelconque, est égal a
lunité.

C’estla proposition corrélative du théoréme de Carnot
étendu a I'espace.

16. Le théoréme corrélatif de celui de Carnot, appli-
qué a un triangle et a un point, donne la proposition
de Jean de Ceva, dont la réciproque est vraie. De méme
pour six droites menées deux par deux par les trois cotés
d’un triangle : si elles sont tangentes 3 une méme co-
nique, le produit des trois puissances est égal a 1; si ce
produit est égal & 1, les six droites sont tangentes & une
méme conique.
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Les conditions de réciprocité sont les mémes que
celles étudiées au n° 7, c’est-a-dire qu’elles se limitent
aux points et aux coniques, par rapport au triangle.

Pour reprendre un exemple analogue a I'un de ceux
indiqués plus haut, & une courbe de la sixiéme classe
on peut mener par les trois sommets d’un triangle dix-
huit tangentes, dont dix-sept seulement sont arbitraires,
bien qu’il faille, en général, vingt-sept tangentes pour
déterminer une telle courbe.

Dans I'espace, par les quatre cotés d’un quadrilatére
gauche, on pourra mener huit plans tangents a une sur-
face du second degré; et sept sculement de ces plans
seront arbitraires.

D’une facon générale, la réciproque du théoréme cor-
rélatif s’applique aux plans tangents menés :

1° A un point, par les cotés d’un quadrilatére gau-
che;

2° A une surface du second degré, par les cotés d'un
pentagone;

3° A une surface de la sixiéme classe, par les cotés
d’un polygone de quatorze cotés.

17. Soit une courbe plane de classe 7, a laquelle on
, .
peut mener 37 tangentes par les sommets d’un triangle:
sin=an'+1 et si n' groupes de six tangentes (deux
issues de chaque sommet) sont tangentes & n' coniques,
les trois tangentes qui restent se couperont en un méme
point.

Sin=2(n'+1) et si n' groupes de six tangentes
(deux issues de chague sommet) sont tangentes & n' co-
niques, les six tangentes qui restent sont tangentes &
une méme conique.

Si nous remplacons la courbe de classe n par un sys-



( 20)
téme de rois points A’, B/, C/) nous arrivons au corol-
laire que voici :
Si les six droites A'B, A'C, B'C, B'A, C'A, C'B sont

tangentes & une méme conique, les trois droites AA',
BB, CC' se rencontrent en un méme point.

On reconnait la propriéié de I'hexagone de Brian-
chon.

Il nous sufiit de ces indications pour montrer tout
le parti qu’il est possible de tirer du théoréme de Carnot,
ct toute Pextension a laquelle se préte cette proposition
remarquable.

QUESTIONS PROPOSEES.

1591, Soient A, B, C les pieds des trois normales a une pa-
rabole menées par un point I de son plan. Par le sommet de
la courbe on fait passer trois cercles respectivement tangents
a la parabole en A, B, G. Ces cercles coupent la courbe en trois
autres points \’, B’, C'. Démontrer que les normales en A', B/,
G’ a la parabole sont concourantes. ( LEMAIRE.)

1592. D’un point M du plan d'unc cllipse, on abaisse les
quatre normales dont les pieds sont Ay, Ay, Ay, A,. Chaque
normale, telle quc A;M rencontre le grand axe en Py et le
petit axe en Q. Démontrer les relations

MA, N MA, M4, . MA,
APy APy 0 AP AP,
MA,  MA, MA; - MA,
‘\lQI - A?Qz + -‘\3Qs -‘\LQ.'.

(E. BARISIEN.)

= const.,

= const.
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PRINCIPES GENERAUX SUR LE CHOIX DES UNITES
Extrait du Chapitre XIII des Lecons sur la théorie mathématique
de UElectricité;

Par M. Josepn BERTRAND,

de ’Académic francaise,
Secrétaire perpétuel de Académie des Sciences ().

1. Une unité est toujours arbitraire. Ce principe
semble rendre la théorie facile en la supprimant ; il en
fait, au contraire, toute la difficulté. Le droit de choisir
permet d'imposer des conditions qui deviennent obliga-
toires, mais restent arbitraires; de la naissent des pro-
blémes toujours faciles et des contradictions qui n’ont
d’importance que si I'on oublie leur origine.

Donnons immédiatement quelques exemples.

Prenons pour unité de longueur le chemin parcouru
par la lumiére pendant I'unité de temps, P'unité de lon-
guecur scra proportionnelle 4 D'unité de temps. On
pourra dire et 'on dira, en adoptant une forme de lan-
gage trés usitée : une longueur est un temps.

(*) Nous croyons élre agréable et utile a nos lecteurs en leur of-
frant cet extrait d'un Livre, dont la lecture est si altrayante, que son
auteur semble 'avoir écrit d’un trait de plume et comme en se jouant,
malgré les difficultés réelles que le sujet comporte et qui se trouvent
élucidées avec cet art incomparable dont M. Bertrand posséde le
secrct. Les cinq premiers Chapitres ont trait & I’attraction des sphéres,
au potentiel, au théoréme de Green, aux lignes de force; ils forment
une sorte d’introduction aux huit Chapitres suivants, qui sont consa-
crés a VElectricité stalique, aux aimants, aux courants, aux actions
électromagnétiques et électrodynamiques, a la théorie de 'Induction
ct aux machines ¢lectromagnétiques. Enfin ’Ouvrage se termine par
la théoric des Unités, dont la partic générale fait Pobjet du présent
extrait. | DO L
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Prenons, en second licu, pour unité de longucur I'es-
pace parcouru pendant 1'unité de temps par un corps
pesant qui tombe verticalement dans le vide sans vitesse
initiale. L’unité de longueur sera proportionnelle au
carré de I'unité de temps, et 'on dira, en adoptant le
méme langage : une longueur est le carré d’un temps.

Prenons, par un troisiéme choix, non moins légitime
que les deux premiers, pour unité de longueur le grand
axe de Porbite d’une planéte tournant autour du Soleil,
placé a son foyer, ct dont la révolution s’accomplit
dans I'unité de temps. D’apres la troisieme loi de Ke-
pler, le carré du temps de la révolution étant propor-
tionnel au cube du grand axe de DPorbite, on pourra
dire, en adoptant toujours le méme langage : une lon-
gueur est la puissance & d’un temps.

Adoptons enfin pour unité de longucur la longueur
d’onde lumineuse correspondant 4 une raie donnée du
spectre. La mesure d’une longueur deviendra un nombre
absolu dans lequel rien ne reste arbitraire, 'unité de
longucur étant indépendante de 'unité de temps comme
de toute autre. Ou pourra dire alors : une longueur est
un nombre abstrait; et, comme un angle, rapport de
deux longueurs, est aussi mesuré par un nombre ab-
strait, on pourra dire, en adoptant toujours le méme
langage : une longuewr est un angle. Une ligne de
3,14159 ... longueurs d’ondc serait mesurée par = ct
¢gale 4 deux angles droits.

Si T'on se demandait, entre ces assertions contradic-
toires, quelle est la véritable : une longueur est-elle un
temps ou le carré d’un temps ? est-il vrai qu’elle soit un
angle ? une scule réponse serait a faire : une longueur
n'est rien de tout cela, et personne ne peut 'ignorer.
Quand on dit, par exemple : une longueur est un temps,
cela signifie simplement qu'on a défini les unités de
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telle sorte qu'une longueur et un temps, ayant méme
expression numérique, conserveront des mesures égales
pour tous les changements d’unité compatibles avec la
convention. Lorsqu’une longueur est assimilée a un
angle, il faut entendre que, I'unité étant définie d’une
maniére absolue, toute longueur est mesurée par un
nombre abstrait que les conventions faites ne permet-
tent pas de changer. Ce nombre est la mesure d’un
certain angle qu'on acquiert le droit d’assimiler a la
longueur; ils peuvent donc se remplacer dans les for-
mules, on s’est enlevé le droit de troubler leur égalité
numérique.

Si, pour des raisons qu’il n’est pas nécessaire de
chercher, usant du droit donné par le principe qui do-
mine toute la théorie : les unités sont arbitraires, on
convient de faire varier I'unité de longueur en raison
inverse de 'unité de temps, on pourra dire : dans le
systéme d’unités défini par la convention adoptée, une
longueur est Uinverse d’un temps.

Lorsque, aprés avoir adopté des conventions relatives
aux unités mécaniques ou électriques, nous rencontre-
rouns des conséquences analogues a celles qui viennent
d’étre indiquées ct de forme non moins singuliére, il
n’y faudra pas attacher plus d’importance et se garder
surtout de transformer en une vérité ou de chercher a
comprendre une proposition (ui, séparée de la con-
vention arbitraire qui I’a fait naitre, cesse d’avoir un
sens.

2. Les géométres rattachent a 'unité de longueur
I'unité de surface et 'unité de volume. L’unité de sur-
face est le carré de I'unité de longueur et 1'unité de
volume en est le cube. Une telle dépendance n’est nul-
lement nécessaire. Un volume n’est pas la puissance
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troisi¢cme d’une longucur. Rien n’empéche d’évaluer les
longueurs en métres et les surfaces en arpents. Les for-
mules de la Géométrie élémentaire, sans cesser d’éire
parfaites, subiraient un léger changement. La surface
du cercle de rayon R ne serait plus exprimée par =R*,
ni celle d’un triangle de base B ct de hauteur H par EZE
Il faudrait diviser ces expressions et celles de toutes les
surfaces par le nombre des métres carrés contenus dans
un arpent.

L’indépendance des unités présente un inconvénient
plus grave que celui de changer les formules auxquelles
ou est habitué. 1l faudrait renoncer a trouver, pour la
mesure de chaque surface ou de chaque volume, unc
formule indépendante du choix des unités laissées indé-
pendantes. Si S représente une surface, @ et b deux
lignes dont clle dépend, les nombres qui servent de me-
sures &« et a b étant donnés, celui qui mesure S reste
enticrement inconnuj il est impossible de 'exprimer
en fonction de @ et de . On pourra démontrer que S
est proportionnel au produit @b, qu'il est représenté
par unc cxpression de la forme Kab; mais le coeffi-
cient K dépendra du choix de 'unité de surface.

l.e choix de P'unité d’angle, arbitraire au méme titre
que les autres, est dirigé par le respect de la méme con-
dition.

Un secteur circulaire de rayon R, dont P’angle au
centre est o, a pour mesure, dans le systeme adopté,
R Cette formule suppose que I'angle pris pour unité
est celui sous lequel on voit du centre d'un cercle un arc
¢gal au rayon. Aucune formule ne pourrait étre propo-
sée si I'unité d’angle restait indéterminée, ou, pour
micux dire, la formule changerait avee le choix qui
n'est pas encore fait. Si 'on prend pour unité d’angle

.



((25)
Pangle droit, la surface du secteur dont I'angle cst o,
dans un cercle de rayon R, est

=R2w

4

Si ’angle pris pour unité est celui d’an degré, la sur-
face du secteur d’angle © a pour expression

=Rzw

360

>

I'unité de surface, bien entendu, étant le carré construit
sur P'unité de longucur. Sil'on use du droit de laisser
les unités arbitraires, il faudra se borner & dire : la sur-
face d’un secteur circulaire d’angle v, dans un cercle de
rayon R, a pour mesure

KR?w,

K étant un coeflicient numérique a déterminer quand
les unités seront choisies.

3. La Mécanique met en présence des longueurs, des
temps, des vitesses, des forces et des masses. Pour chacune
de ces grandeurs, I'unité est arbitraire. Aucune dépen-
dance n’est nécessaire. Comme en Géométrie, cepen-
dant, et pour la méme raison, il est permis et utile d’en
introduire une.

Si Pon veut, en écrivant les formules de la Dyna—
mique, ne rien supposer sur les unités, il faut pour cha-
cune d’elles, comme dans 'expression d’une surface ou
d’un volume, introduire un cocfficient numérique, a dé-
terminer ultérieurement, quand on aura choisi les uni-
és, ¢t a changer chaque fois qu’'on voudra faire un
choix nouveau.

Lorsqu’une force I¥ agit pendant un temps T sur unc
masse M partant du repos, 'espace L qu’elle lui fait
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parcourir est représenté par
(1) L= —.

Dans la démonstration de cette formule, une conven-
tion a été faite. Si, en cffet, I'unité de longueur restait
arbitraire lorsque les unités de temps, de force et de
masse ont été choisies, le premier membre de la for-
mule (1) pourrait recevoir telle valeur numérique que
Pon voudrait, lorsque le sccond serait déja compléte-
ment défini. Toute équation entre L, 17, M et T serait
impossible.

On a admis ¢n effet, dans la démonstration de la for-
mule (1), que Vunité de force, appliquée a unité de
masse pendant I'unité de temps, lui fait acquérir I'unité
de vitesse, c’est-a-dire la vitesse d’un point qui, dans
Vunité de temps, parcourt I'unité de longueur. Cette
condition laisse trois unités arbitraires : celles de lon-
gueur, de lemps et de masse, par exemplc, et permet,
quand elles sont choisies, d’en déduire les deux autres.

Si Pon multiplie chacune des unités par un facteur
numérique :

L’unité de longueur par o3
L’unité de temps par 33
L’unité de massc par y;
L’unité de force par o;
L’unité de vitesse par ¢,

les multiplicateurs devront satisfaire, c’est la traduction
facile des conventions, aux deux équations

o
EE ’

La prenaicre de ees dquations esl nécessaire et suffi-

1)

oz

i

Twl R
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, . N .
sante pour qu'une relation de la forme (1) puisse avoir
lieu, indépendamment du choix des trois unités non
définies. Le coeflicient numérique + pourrait seul étre
changé sans introduire de contradiction.

4. Les conventions adoptées rendent possible la mise
cn équation des problémes de Mécanique, sans qu’aucun
coeflicient doive varier avec le choix des unités. Est-ce a
dire que ces conventions soient nécessaires et que sans
elles Ia Science deviendrait impossible ? Il n’en est nul-
lement ainsi : la Méeanique pourrait s’enseigner trés
correctement sans aucune hypothése relative aux unités;
aucune dépendance n’existe entre elles. Si 'on refuse
d’en établir, il en résultera, comme pour la Géométrie
quand l'unité de surface reste indépendante de I'unité
de longueur, la nécessité d’introduire des facteurs nu-
wériques variables avec le choix des unités, et 'trés fa-
ciles & déterminer dans chaque cas. La formule (1), par
exemple, serait remplacée par

F
— —_— 2
L_KMT,

K éiant un coeflicient numérique. Si, par exemple,

I'unité de masse étant celle dont le poids est g, on

prend pour unité de longueur le kilométre, pour unité

de temps la minute et pour unité de force le kilogramme,
il faudrait remplacer la formule (1) par

FT?

4= 10800 — .~ *

800
3. La possibilité de mettre en équation tous les pro-
blémes de la Mécanique et, par conséquent, de les ré-
1 ) | q )

soudre en laissant Lrois unités arbitraires, sans qu’aucun
coeflicient variable avec le choix de ces unités s’intro-
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duise dans les formules, impose aux équations un carac-
tére nécessaire que I’on peut appeler I'homogénéité en
Mécanique. Supposons que la solution d’un probléme,
qu’il est inutile de définir, ait donné une relation entre
une force I, une longueur L, un temps T et une
masse M. Cette relation, étant mise sous la forme

(3) L=2(F, M, T),

devra rester Ja méme si les unités sont multipliées par
les facteurs a, B3, v, 3, liés par la premiére des rela-
tions (2); la fonction 9 sera telle, par conséquent, que

(4 aL=g (TR 4\, 8T).
P /

Cette équation, ayant lieu quels que soient o, 3, v,
détermine la forme de la fonction. Le premier membre
étant proportionnel A «, le second doit I’étre aussi, et,

comme o ne figure que dans :é—f;F, il faut que ¢ soit

proportionnel & IF; on aura done
(5) L= %Fq.(«{i\l,ﬁT).
i
Le premier membre de '(5) étant indépendant de
ct de B, le second doit I'¢tre aussi, et o, pour cela, doit

¢étre inversement proportionnel a yM et proportionnel
A £2T2; on doit donc avoir enfin

(6) . L=Kx T
K désignant une constante numeérique.
6. Le temps T de Dosciliation d’un pendule, pour

un angle donné d’écartement, dépend de la longucur L
du fil, de la masse M qui oscille et du poids de cette
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masse qui cst une foree I, L'équation qui lic ces gran-
deurs étant néeessairement de la forme (6), on aura, en

la résolvant par rapport a T et désignant par G un cocf-

I
ficient numérique égal a —=
] S \/K’

=) T:G\/L(%’)-

Sl 1’011 nomime & le OidS dC l'unité dc masse, on O')-
o] p ]
tient la formule connue

T=G\/£Aa
g

G étant un coefficient numérique déterminé pour chaque
valeur de I’angle d’écartement 8, c’est-a-dire une fonc-
tion inconnue de 6.

7. Le temps de loscillation d’une corde vibrante dé-
pend de sa longueur L, de sa masse M et du poids F qui
la tend. Si nous admettons ce théoréme comme une vé-
rité expérimentale, la formule, devant étre de la
forme (6), scra

ML

Si p désigne la densité et r le rayon de la section de
la corde, on a

M=m=r2Lp,

et la formule (8) devient

(9) T:G‘/EL,-\/%,

qui exprime la loi du temps de vibration d’une corde,
cn ne laissant a la théorie que le coeflicient numérique G
a déterminer.
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8. La vitesse de propagation du son dans un gaz dé-
pend de Vélasticité et de la densité du gaz. En admet-
tant qu’il en soit ainsi, les mémes principes peuvent dé-
terminer la forme de la relation.

Définissons la vitesse de propagation v par le temps T
nécessaire pour parcourir une distance L. L'élasticité E
de Tair peut étre définic par la pression F exercée par
le gaz sur la surface L?; on aura = EL2, et il est
permis de choisir cette surface ainsi que la distance a
parcourir, évidemment arbitraires toutes deux, de ma-
ni¢re a n'introduire qu'une seule longueur L. La den-
sité D est le rapport de la masse au volume. Soit M la
masse de volume L3, L désignant toujours la méme
longueur; on aura

M

D=3

La formule qui exprime la vitesse du son ayant licu
entre une longueur, une force et une masse, elle est né-
cessairement de la forme (6), ct I'on peut éerire

- ML
(1 =K
0) T

‘n remplacant la force IF par EL2, la masse M par
DL3, on aura

, ey DL
(rn) ‘ EL2 = K-
ou

T=0L \/;\——g .

Le temps T est donc proportionnel & la distance L;
le mouvement est nécessairement uniforme, et 'on a,
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en nommant ¢ la vitesse, égale a T

_JET
"=V oK’

K étant un coefficient numérique.
Il est évident que, si la vitesse dépend d’autres don-

=

nées, du rapport des deux caloriques spécifiques par
cxemple, la démonstration n’est plus valable.

9. Les formules de la Mécanique peuvent étre dé-
montrées et tous les problémes résolus en laissant trois
unités arbitraires. Le droit de les laisser arbitraires im-
plique celui d’établir entre elles telle relation qu’on
voudra choisir, et 'on peut profiter de cette liberté
pour simplitier certaines formules sans perdre I'avan-
tage d’employer les équations ordinaires de la Science.

On démontre, en étudiant la théorie des mouvements
planétaires, qu'un point matériel parcourant, dans un
temps T, la circonférence d’une ellipse dont le grand
axe est 2a, si la force qui le sollicite est dirigée vers le
foyer, cette force, rapportée a I'unité de masse, a pour

. . . 1L
expression, a la distance r du foyer, -L2 »ct l'on a
”

La loi de la gravitation universelle est déduite dec ees
théorémes. En désignant par F I'attraction mutuelle de
deux masses m et m’ concentrées en deux points dont
la distance est r, cette loi est exprimée par I’équation

mm'

F:f 2 k4

S est un coefficient numérique qui dépend du choix des
unités.
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La présence d'un tel coefticient dans une formule gé-
nérale ne doit pas plus surprendre que celle de la gra-
vité g dans l'expression de la durée de I'oscillation du
pendule; g, de méme que f, dépend du choix des unités
ct s'introduit dans les formules parce qu’elles sont re-
latives a un systéme particulier dont les ¢léments n’ont
rien d’arbitraire. '

Pour faire disparaitre ce coefficient f, il suffit de
choisir les unités de maniére a le réduire a I'unité. Cela
peut se faire d’une infinité de maniéres. On prendra
pour unité de masse celle qui, agissant sur une masse
égale a la sienne, a une distance égale a 'unité, exerce
une attraction égale a I'unité de force. Cette condition,
arbitrairement imposée, réduit a deux le nombre des
unités qui restent arbitraires; mais on fait usage, en
Pacceplant, d’un droit qui n’est pas contestable.

La formule

mm'

2

(l'),) F =

¢étant imposée, il ne reste que deux unités arbitraires.
Il faut supposer entre les coefficients a, 2, v, 8, défi-
nis au n° 3, la relation nouvelle

(\3) 6:»';.

Sans cette convention, en effet, les deux membres de
(12) scraient multipliés par des facteurs différents et
cesseraient d’étre égaux si 'on changeait les unités
adoptées.

L’équation (13) équivaut, en vertu dela relation (12)
qui subsiste, &
(i) ’ I

' r
s
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L’attraction du Soleil sur 'unité de masse d’une pla-

néte étant représentée par rﬁ, y on a

Il résulte d’ailleurs de la convention adoptée que y.
doit représenter la masse du Soleil. Le rapport ‘%, rap-

port d’'une masse 4 un volume, représente donc une
densité, et par conséquent, dans le systéme d’unités
adoptées, la densité d'un corps est I'inverse du carré
d’un temps. Un angle étant un nombre abstrait, on
peut dire qu’une densité estle carré d’une vitesse angu-
laire.

Cherchons dans ces hypothéses la densité du Soleil.

Le demi-grand axe de lorbite terrestre est égal a
222 fois le rayon R du Soleil. Si donc on nomme D la
densité cherchée, on aura

R 4w2ad _37c<a>3
énns T?%—Jv T2 AR

En remplacant % par 222, le temps T de la révolu-

tion, évalué en secondes, surpasse 31000000, et la den-
sité D du Soleil, en prenant la seconde pour unité de

temps, est inféricure 4 I:)7 .

10. Lorsque, comme on a éi1é conduit a le faire en
Géométrie et en Mécanique et comme nous le ferons
dans la théorie de I’Electricité, on établit une dépen-
dance entre les unités, il importe d’'indiquer par une
notation convenue comment varient les unités dérivées
quand on change les unités fondamentales.

Ann. de Matheémat., 3° série, t. IX. (Janvier 18go0.) 3
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Si, par exemple, on prend pour unité de surface le
carré de l'unité de longueur, la premiere de ces unités
variant proportionnellement au carré de la seconde, on
écrira, pour exprimer cette dépendance,

[S]=[L2]

On écrira, de méme, en désignant les volumes par la

lettre V, (V] (15]:

ces notations n’oul pas, je crois, besoin d'explications.
En nommant ¢ les vitesses, on écrirait, en adoptant
les inémes conventions,

‘n désignaut les forces par la lettre F, les masses
par M, les longueurs par L et les temps par T, on écri-
rait, pour représenter la relation (2) entre les unités
adoptées pour ces diverses grandeurs,

(15) 7 =[]

Il ne s’agit pas, on le comprend, d'une égalité numé-
rique entre les deux membres de 'équation dans les-
quels ne figure aucune grandeur déterminée, mais dc
P’indication des variations simultanées que subiront les
unités désignées par les lettres initiales des grandeurs

correspondantes.

11. La counvention faite (8) s’exprimera, d’apres la
notation (ue nous venons d'indiquer, par

-
(16) . ;\l]:lT__,].
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I’unité de longueur et I'unité de temps restent arbi-
traires; I'unité de masse sera déterminée quand on les
aura choisies, et I'équation (15) donnera, les deux hy-
pothéses étant associées,

an) F=[4)

Une force, dans ce systéme, est la quatri¢éme puis-
sance d’une vitesse; si une force et la quatriéme puis-
sance d'une vitesse ont la méme mesure numérique,
I'égalité subsistera, quelque choix d’unités que I'on
fasse, pourvu que les conditions, arbitrairement pres-
crites, il ne faut jamais 'oublier, soient respectées.

AUTRE SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL EN 1889 (');

Par M. PAPELIER.

Je prends deux axes rectangulaires passant -par le
point O, dont I'un Oux est paralléle a I'axe de la para-
bole P. L’équation tangentielle da cercle est

R2(u?+ ¢2) —w?=o0.

(*) Voir 3¢ série, t. VIII, p. 288, 298, 33.1 Nous rappelons briéve-
ment ’énoncé :

On donne une parabole P et un cercle dont on désigne le centre
par O; soit C l'une quelconque des coniques inscrites dans le qua-
drilatére formé par les tangentes communes au cercle et & la para-
bole. On demande : 1° I’enveloppe des polaires A du point O par
rapport aux coniques C; 2° I’enveloppe des tangentes § aux coni-
ques C telles que la normale au point de contact passe par O;
3° Penveloppe des axes des coniques C; 4° les lieux des projections
de O sur les polaires A, les tangentes 8§ et les axes de C.
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Quant a celle de la parabole P, nous observerons
que I'équation tangentielle

au?~+ 2buy + cv?+2 duw + 280w + fw?=o0

représente une parabole dans le cas ou f= o les para-
metres directeurs de 'axe sont d et e; comme l'axe est
paralléle 2 Ox, e est nul et I'équation de la parabole
P s’écrit

au?+ 2buy + cv? + 2 duw = o.

L’équation générale des coniques C sera alors
S(wow) = A[R2(u2+ 02) — 2] +au? -+ 2buv +cv?+ 2 duw = o.

1° Soient u, v, w les coordonnées de la polaire A
du point O, par rapport a I'une des coniques C. L’é-
quation du pole est

Ufi+Vfi+Wfh=o,
et, pour que ce pole soit I'origine, il faut que Pou ait

1fi=2R2u~+ au+ bo + dw = o,

1fo=2AR20 +bu +co =o.

L’élimination de ) donne, pour I’équation tangenticlle
de I'enveloppe des droites A,

(1) F(ufe—vfe) =but+(c —a)uv — bo?— dow = o.

On voit immédiatement que cette enveloppe est une
parabole : nous I'étudierons tout a I’heure.

2° Soient u, v, w les coordonnées d’une tangente T.
On aura

(2) . Sf(u, v, w)=o.
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Le point de contact a pour équation
Uf, +Vfo+Wfy=o.

La droite qui le joint 4 I'origine a pour coefficient an-
r’
gulaire —;‘i, pour qu’elle soit perpendiculaire a T, il faut

u

que
3) £
Ju

Eliminant X entre (2) et (3), nous aurons 'enveloppe
des droites T. Cette élimination est toute faite, puisque
I'équation (3) ne renferme pas A. L'équation (3) est
donc Péquation de 'enveloppe des droites T. Or cette

4
u

équation est la méme que I'équation (1). Il en résulte

que les droites A et T ont pour enveloppe la méme pa-
rabole (1).

Nous n’avons pas utilisé la condition (1), qui expri-
mait que la droite T était tangente a la conique C. Il
résulte de 1a que Péquation (1) est 'équation de I'enve-
loppe des droites A qui sont perpendiculaires a la droite
joignant le point O a leur pole.

3° Les axes des coniques C sont perpendiculaires
aux droites joignant le point O 4 leurs poles; elles
Jouissent donc des propriétés des droites A et, par suite,
sont tangentes a la parabole (1).

En conséquence, les trois séries de droites considérées
ont la méme enveloppe : c’est la parabole

b(u— ¢2)+ (¢ — a)uv — dow = o,

qui a son axe paralléle a Oy. Les tangentes issues du
point O a cette parabole satisfont a

b(uz—v.z)—l—(c—-a)uv:o;

elles sont rectangulaires. Donc le point O appartient a
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la directrice; par suite, la directrice de cette parabole est
la droite Ox. Enfin on vérifiera sans peine que le foyer
de cette parabole se trouve sur la droite qui joint le
point O au foyer F de la parabole P a une distance du
point F égale 4 OF. 11 suffit d’observer que les coor-
données du foyer de la parabole

au?—+ 2buy -+ cv?+ 2 duw + bevw = o
sont déterminées par

er +dy —b=o,

2dr —2ey —a+c=o,

et de vérifier que les coordonnées du foyer de la para-
bole (1) sont les doubles de celles du foyer de P. La

parabole (1) est donc bien déterminée géométriquement.

Remarque. — 11 est aisé d’obtenir géométriquement
les résultats qui précédent.

Observons d’'abord qu’étant donnés un point O et
une conique C, I'enveloppe des droites A perpendicu-
laires aux droites qui joignent le point O 4 leur pole est
une parabole. Soit H le pole de A.

Le pole K de OH se trouve sur A et aussi sur la
polaire A du point O, en sorte qu'on peut encore dé-
finir la droite A comme menée par un point dela droite A
perpendiculairement a sa polaire. Nous voyons aussi que
la droite A est tangente a enveloppe cherchée, il suffit
de prendre sur A le pole de la droite passant par O et
perpendiculaire 2 A. En conséquence, par un point
quelconque I de A passent deux tangentes a I'enveloppe,
la droite A d’une part et la perpendiculaire abaissée du
point I sur sa polaire d’autre part; I'enveloppe est donc
une conique. Cette conique est une parabole; car, sile
point I s’éloigne indéfiniment sur A, la perpendiculaire
menée de ce point sur sa polaire est rejetée a I'infini.
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Cette parabole est tangente aux deux axes de la conique
C, ils correspondent aux points de A situés sur ces axes.
Nous appellerons Q cette parabole.

Il nous faut établir que cette parabole est invariable
de forme et de position, si la conique C se déplace en
demeurant tangente a4 quatre droites tangentes a un
cercle de centre O, c’est-a-dire équidistantes du point O.
1l est, en effet, inutile d’introduire la parabole P, puis-
qu’il existe une parabole et une seule tangente a quatre
droites.

On reconnait sans peine que les tangentes issues du
point O ala parabole Q sont les bissectrices des tan-
gentes issues de O a la conique C; le point O est donc
sur la directrice, le point w, centre de la conique C,
également; donc, la directrice est la droite Qw. Or,
quand la conique C reste tangente a ces droites, son
centre décrit une droite qui passe par le point O. La
droite Ow est donc la méme pour toutes les coniques C.

Les tangentes issues du point O a toutes les coniques
C forment deux faisceaux en involution ; elles divisent
harmoniquement les rayons doubles; or, parmi ces
couples de tangentes se trouvent les droites isotropes
tangentes issues du point O au cercle. Les rayons
doubles sont alors rectangulaires et, par suite, bissec-
trices de tous les couples de tangentes. Par suite, les
tangentes issues du point O a la parabole Q restent les
mémes quand la conique G varie.

Enfin, cherchons a déterminer la tangente au sommet
de la parabole Q : il faut mener unc tangente paralléle
a Ow. Par le point D, je méne OL perpendiculaire a
Ow, et du pole N de OL, jyabaisse NR perpendiculaire
sur OL; NR est la tangente au sommet. Quand la co-
nique C varie, le péle N de la droite fixe OL décrit une
droite qui est perpendiculaire a OL, puisqu’elle passe par
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le pole de OL relativement au cercle de centre O. Cette
droite est la droite NR. Cette droite est donc la méme
pour toutes les coniques C.

En conséquence, quand la conique C varie, la direc-:
trice, la tangente au sommet, les deux tangentes issues
du point O restent les mémes dans la parabole Q. Cette
parabole reste donc toujours la méme.

Elle est indépendante du rayon du cercle. Considé-
rons la parabole P qui est tangente aux quatre droites,
et étudions la parabole Q considérée comme enveloppe
des droites A dans la parabole P. La directrice de Q
sera la droite Ox paralléle a I’axe de P; sa tangente au
sommet sera l’axe de P. Soit F le foyer de P. La bis-
sectrice de I'angle FOux est aussi bissectrice des tan-
gentes menées de O a P; cette bissectrice qui coupe I’axe
de P en U est donc tangente 4 Q; par suite, le foyer '
de Q se trouvera a I'intersection de OF et de la per-

.

pendiculaire UF’ 4 OU. On voit sans peine que
FF'= FU = OF,

¢t nous retombons sur les résultats trouvés analytique-
ment.

4° Tout revient a trouver la podaire du point O par
rapport a la parabole Q. Comme le point O est sur la
directrice, cette podaire est une strophoide dont I'équa-
tion s’obtient en remplacant dans I'équation tangentielle
de Q, u, v, s respectivement par x, y, —(x2 —y?);
on a .

b(x2—y?)+ (c —a)xy + dy(x22+y?) = o.
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REMARQUES GEOMETRIQUES SUR LA MEME QUESTION (*);

Par M. G. LEINEKUGEL.

Il était évident a priori que la parabole (H) était in-
dépendante du rayon du cercle (O). Cette parabole (H)
admet, en effet, comme directrice le diamétre de (P)
ui passe en Oj; elle est de plus tangente a la polaire A
de O par rapport a (P), ainsi qu’aux bissectrices des
deux tangentes menées de O a (P). Cette derniére pro-
priété de (H) résulte de ce que les polaires A de O dé-
terminent sur ces deux droites deux divisions homo-
graphiques en involution, et d’aprés une propriété
connue :

La droite qui joint les points homologues de deux
divisions homographiques enveloppe une conique tan-
gente aux deux droites sur lesquelles sont tracées les
deux divisions (CuasLes, Traité des sections coniques).

De méme I’hyperbole équilatére (%) des neuf points
d’un quadrilatére inscrit a la fois dans un cercle (O) et
dans une conique (p) fixe ne change pas quand, le centre
du cercle restant fixe, son rayon varie. En effet, elle
admet comme tangente au centre du cercle la perpen-
diculaire au diamétre de (p) qui passe en ce point; elle
passe par le centre de (p) et admet comme directions
asymptotiques des paralléles aux axes de (p).

(') Voir 3¢ série, Tome VIII, p. 298.
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De la il résulte immédiatement les propriéiés sui-
vantes :

Tueorime VII. — L’enveloppe des polaires d’un
point O par rapport aux coniques inscrites dans les
quadrilatéres circonscrits & une conique (P) et aux
cercles (O) de centre fixe et de rayons variables est
une parabole (H).

Tutonime IX. — Les quadrilatéres circonscrits & la
conique (P) et aux cercles (O) déterminent par leurs
points de contact avec ces cercles des quadrilatéres
dont les centres de gravité se déplacent sur la perpen—
diculaire menée de O au diamétre de (P) qui passe en
ce point.

Tuatorime X. — Les quadrilatéres inscrits dans une
conique fixe et dans une série de cercles concentrigues
onl méme centre de gravite.

Tratorime XI. — Les sommets des quadrilatéres
circonscrits a une conique (P) et a des cercles (O) con-
_centriques décrivent une strophoide oblique ('T).

Trutorime XII. — Les foyers de toutes les coniques
inscrites dans les quadrilatéres circonscrits a (P) et
aux cercles (O) sont situés sur cette strophoide (T).

Ces deux derniers théorémes sc déduisent de ce que
la strophoide oblique trouvée dans la derniére partie
de la question du concours passe par les six sommets du
quadrilatére circonscrit a (O) et a (P) et qu’elle est la
podaire de O par rapport 4 la conique (P), qui reste fixe
quand le rayon de (O) varie.

Tutoreme XIII. — Les cotes des triangles autopo-
lairgs communs ¢ une conique (P et ¢ des cercles (O)
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concentrigues enveloppent une conigue (H), et leurs
sommets décrivent également une conique (h).

Comme une série de cercles concentriques et de rayons
variables sont des coniques bitangentes a l'infini aux
deux ombilics du plan, une transformation par projec-
tion conique des théorémes précédents conduit aux sui-
vants qui sont plus généraux :

Tutorime XIV. — L’enveloppe des polaires d’un
point quelconque v par rapport aux coniques inscrites
dans les quadrilatéres circonscrits a une conique fixe
(P) et aux conigues (Q) bitangentes a une conique
() aux points de contact des tangentes menées de w
a la conique (Q,), est une conique ().

TutoriME corntrarir. — Les pdles d’une droite
quelconque par rapport aux coniques circonscrites aux
quadrilatéres inscrits dans une conigue fixe (P) et
dans des coniques (Q) bitangentes & une conique (Q,)
Sixe aux points ot la droite la rencontre, est une co-
nique (o).

En particulier, les cotés des triangles autopolaires
communs a la conique (P) et aux coniques (Q) envelop-
pent la conique (Z), et leurs sommets décrivent la co-
nique ().

Tatorime XV. — Les sommets des quadrilatéres
circonscrits a une conigue (P) et aux conigques (Q) bi-
tangentes a une conique (Q,) en deux points fixes dé-
crivent une cubique.

Trtorime XVI. — FEtant donnés un quadrilatére
circonscrit & une conique (Q), on joint les points conju-
gués harmoniques des points de rencontre a, 3, y de
la polaire L d’un point v du plan a avec les diago-
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nales, par rapport aux segments déterminés par celte
conique sur les diagonales de ce quadrilatére au
point w; et par les conjugués harmoniques des mémes
points par rapport aux diagonales on méne des droites
rencontrant la droite L aux points ol les trois droites
issues de w la rencontrent.

Par les sommets du triangle ainsi obtenu, on méne
des droites rencontrant L aux points o les droites qui
joignent le point w arbitrairement choisi aux points
conjugués harmoniques des points d’intersection de L
avec les cotés du nouveau triangle rencontrent Ly on
obtient ainsi trois droiles concourantes sur la droite
conjuguée de la polaire du point w par rapport & la
conique (Q).

Ce théoréme résulte du théoréme II, en remarquant
que, par suite de la transformation par projection co-
nique, le centre du cercle se projette en un point quel-
conque o du plan. Les perpendiculaires aux milieux
des diagonales donnent dans la projection des droites
menées par les points o, By v (conjuguées harmoni-
ques des points 2, B, v de rencontre de la polaire L
de @ avece les diagonales, par rapport & ces diagonales)
ct rencontrant la droite L aux points ou les droites qui
juignent le point o aux poiuts o, 37, v [conjugués
harmoniques des points a, 3, v par rapport aux seg-
ments déterminés par (Q) sur les diagonales ] la rencon-
trent.

Quant ala droite de Newton qui, dans le théoréme II,
est par rapport au cercle la droite conjuguée de la droite
de linfini, il lui correspondra la droite conjuguée de
la polaire L de w par rapport a (Q).

Tutorkme XVII. — Le diamétre conjugué de la
droite de Newton d’un quadrilatére circonscrit a une
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conique passe par le centre de gravité du quadrilatére
qui a pour sommets les points de contact du premier.

Tatorime XVIII. — Les quadrilatéres inscrits dans
une conique (P) et dans des coniques bitangentes a
une conique fixe aux points o une droite A la ren-
contre ont tous méme centre de gl'avite’ Ga harmoni-
quement associé & la droite A.

Voici comment nous définissons le centre de gra-
vité Ga harmoniquement associé 4 une droite A dans
un quadrilatéere ABCD quelconque.

Soient
a, a'; b, b et ¢, ¢

les couples de points ou A rencontre les cotés opposés
ct les diagonales intéricures.

Silon prend par rapport a ces mémes cotés et ces
diagonales les conjugués harmoniques de ces points, on
obtient les trois couples suivants

r. ’ ro.
ay, ay; by by et ¢, c);

les droites a,, a, b,, b, ¢;, c, sont concourantes en un
point G, intimement lié a la droite A. Il devient le
centre de gravité du quadrilatére quand la droite A
passe a 'infini, de sorte que nous en déduisons :

Les quadrilatéres inscrits dans une conique P et
dans des coniques homothétiques et concentriques ont
tous méme centre de gravité.

Tutorive XIX. — Ztant donnés un quadrilatére
circonscrit & une conique (Z) et une droite A, il existe
une conigue (Z,) passant par les quatre sommets du
quadrilatére formé en joignant les sommets dupremier
aux points ot leurs polaires respectives rencontrent A
et par les points de rencontrede A et de (2).
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Si lon consideére cette conique (T,) et les deux co-
niques (2,), (Z3) qui passent par ces deux mémes points
et qui sont ['une circonscrite au triangle formé par les
trois diagonales, I’ autre au triangle formé en joignant
les points conjugués harmoniques, par rapport aux
diagonales, des points de rencontre (a, 3, v) de A
avec ces droites aux points d’intersection des droites
qui joignent le pile de A, par rapport & (X), aux con-
jugués harmoniques des points a, 3, v, par rapport aux
segments déterminés par (T) sur ces diagonales, avec
la droite A, on obtient trois coniques (%), (22), (Z;)
se coupant en un méme point.

NOTE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE;

Par M. H.-P. pv MOTEL,
Ancien éléve de UEcole Polytechnique.

Nous nous proposons de résoudre, a 'aide de la
régle et du compas, la question suivante :

Mener un plan tangent a Uhyperboloide réglé par
une droite donnée (ou construire une droite s’appuyant
sur quatre autres).

Nous savons qu’il suffit de déterminer les points de
rencontre de la droite avec I’hyperboloide.

Noussupposons I'hyperboloide défini par trois généra-
trices de méme systéme.

Commencons par rendre une de ces génératrices ver-
ticale par des changements de plan. Puis, dans ce sys-
teme, déterminons les génératrices qui ont leur projec-
tion horizontale paralléle a celle de la droite donnée.

Pour plus de netteté dans I’épure et dans le langage,
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nous tracons en traits pleins les génératrices d’un sys-
téme, en traits mixtes celles de Pautre. Nous désignons
deux génératrices paralléles par la méme lettre, sans
indice pour la génératrice trait plein, avec I'indice 1
pour la génératrice trait mixte.
Soient alors :

DD’ la droite donnée ;

AA’ et A, A les génératrices verticales de I'’hyperbo-
loide; BB’ et B, B, les génératrices dont la projection
horizontale est paralléle a D ;

CC’ une autre génératrice.

Par la droite DD' menons une quadrique, dont la dé-
finition sera complétée par les génératrices AA’ et BB'.
Les trois génératrices choisies étant paralléles a un
meéme plan, cette surface auxiliaire sera un paraboloide.
1l a en commun avec I’hyperboloide deux genératrices
de méme systéme AA’ et BB'; il le coupe donc en outre
suivant deux génératrices de I'autre systéme, dont les
points de rencontre avec DD sont les points cherchés.
Pour trouver ces deux génératrices, nous chercherons
leur point de rencontre avec une autre génératrice trait
plein EE' du paraboloide, convenablement choisie : ce
qui revient a remplacer DD’ par EE' dans le probléme.

Nous choisirons EE de la maniére suivante :

Soit un cylindre vertical ayant pour base dans le plan
horizontal un cercle quelconque w passant par A et A,.
II coupe 'hyperboloide suivant ses deux génératrices
verticales et une seconde courbe plane X projetée hori-
zontalement suivant le cercle considéré, et dont le plan
afyo By est facile a déterminer. Or ce plan coupe l¢
plan vertical B, suivant une droite aB«'[ et il existe

sur notre paraboloide auxiliaire une génératrice trait
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plein paralléle & cette droite. C’est cette génératrice,
facile a construire, que nous prenons pour EE/.
Alors, pour trouver les rencontres de EE/ avec I'hy-
perboloide, nous menons par cette droite un plan auxi-
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liaire paralléle au plan af8yo/@'y". Il coupe la surface
suivant une conique homothétique de E, et dont, par
suite, la projection horizontale est aussi un cercle. Du
reste, ce cercle passe par le point A et A,. Il suffit donc
d’en déterminer un troisiéme point, et pour cela de
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prendre 'intersection du plan auxiliaire avec une géné-
ratrice quelconque de I’hyperboloide, B, B} par exemple.
Ce cercle coupe E en deux points, p et v. Il suffit de
joindre Ap et Av qui coupent D aux projections hori-
zontales, m et n, des points cherchés.

(Pour ne pas embrouiller 'épure, nous n’avons pas
reproduit les constructions qui servent a trouver la
droite EF/, une fois sa direction connue.)

QUESTION PROPOSEE.

1593. Si V'on appelle O et R le centre et le rayon du cercle
circonscrit a un triangle ABC, I et r le centre et le rayon du
cercle inscrit, H Porthocentre, a, b, ¢ les cotés, 2p le péri-
métre et S la surface du triangle OIH :

1° On a (aveca > b >c¢)

S = 2R2sin A—GC sin A—C sinA_B.
2 2 2
_(b—=c)(a—c)(a—b)
=4 8]‘ b
1652=— p*+2(2R2+10Rr — r)p2— r(4 R + r)3;

S

2° SiI'et o' sont le centre et le rayon du cercle ex-inscrit
dans l'angle intérieur A et S’ la surface du triangle OI'H, on a
aussi

S'= 2 R2sin

B—-C A—C A—B
S ¢os cos ’

2 2

_(b—c)(a+c)(a+b)
- 37
S+ 8’= R2sin(B — C);

SI

’
3° La condition

pr—2(R24+-10Rr — r2)p2+ r(4R+r)zo

exprime que le triangle ABC est possible avec ses éléments p,
R, r. (R. Sonpar.)
Ann. de Mathémat.. 3° série, t. IX. (Janvier 18go.) 4
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SUR QUELQUES PERFECTIONNEMENTS DONT SERAIT SUSCEP-
TIBLE L'EXPOSITION DE LA THEORIE DES QUANTITES
NEGATIVES.

Extrait de Lecons nouvelles sur l’analyse infinitésimale
et ses applications geometrigues (en préparation);

Par M. Cn. MERAY,

Professeur a la Faculte des Sciences de Dijon,

Avec LA corLaBoraTION DE M. CH. RIQUIER,

Professeur a la Faculté des Sciences de Caen.

Une confusion trop prématurée et trop absolue faite entre
les signes opératoires de I'addition et de la soustraction et les
signes constitutionnels des quantités positives et négatives,
faite encore entre les quantités positives et leurs valeurs numé-
riques, rend les principes de cette théorie a peu prés inintelli-
gibles pour les commencants. Ses applications ala spécification
mathématique des grandeurs convenables dans deux sens con-
traires, et la pratique du calcul algébrique, finissent sans
doute par leur apprendre le maniement de ces quantités; mais
ils parviennent bien rarement a se rendre un compte parfaite-
ment raisonné de ce qu’ils font ainsi.

En procédant comme ci-aprés, il semble qu'on réussirait a
éviter toute obscurité et qu’on gagnerait par surcroit I'avan-
tage de ne pas s’écarter du domaine de ’Algébre pure.

15. De méme que la substitution des nombres frac-
tionnaires aux nombres entiers rend toutes les divisions
possibles et permet méme de changer une multiplication
en une division ou inversement, celle des nouvelles
quantités fictives dont nous allons parler aux nombres
fractionnaires absolus ajoute a ce double avantage celui
de supprimer les soustractions impossibles et de per-
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mettre aussi de remplacer 4" volonté une soustraction
par une addition ou bien une addition par une soustrac-
tion.

Nous appellerons provisoirement gualifiées des quan-
tités absolues (14) conventionnellement pourvues de
certaines qualités factices les rendant aptes a subir les
opérations également factices qui vont étre successive-
ment définies.

A chaque quantiié absolue @ non = o correspondront
deux quantités qualifiées dites 'une positive, 'autre
négative dont nous appellerons ce nombre a la valeur

absolue (quelquefois numérigue) et que provisoirement

—> <= .
nous noterons par a, a respectivement.

Ala quantité absolue o correspondra une seule quan-

tité qualifiée dite neutre et de valeur absolue nulle, que

. <~
nous représenterons par o.

Deux quantités qualifiées dont les valeurs absolues
sont égales entre elles, mais non a o, serontdites égales
si leurs noms sont identiques, opposées s’ils sont diflé-
rents.

Deux quantités neutres seront dites indéfiniment
c'gales ou opposées.

16. L'addition de plusieurs quantités qualifiées don-
nées consiste a faire la somme des valeurs absolues, de
celles qui sont positives, celle des valeurs absolues des
négatives, et i qualifier du nom de la plus grande de ces
deux sommes son excés sur la plus petite (on néglige
naturellement les quantités neutres). Quand cet excés

est nul, par exemple quand il s’agit d’additionner deux

<~
quantités qualifiées opposées, on prend o pour ré-

sultat.
Par excmple, en conservant pour toutes nos opérations
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factices les signes opératoires employés dans le calcul
des quantités absolues, on aura

e e R T T

34+7+2+ 0 4+ 10+ o0 =4,
<~ < - <
o +5 + a2 =3

e <=
\ 4 4 '
Une somme de plusieurs quantités qualifiées reste la
méme st l'on modifie arbitrairement l’ordre de suc-

cession de sestermes, si 'on y introduit ou qu’on en éte
un nombre quelconque de parties neutres.

17. Deux quantités qualifiées quelconques étant
données, on peul toujours en trouyver une troisiéme et
une seule dont l'addition & la seconde reproduise la
premiére. Pour exécuter cette soustraction, il suffit
d’ajouter & la premiére quantité I'opposée de la seconde
(15). Le résultat est la différence de ces quantités
considérées dans 'ordre indiqué.

Exemples :
e e
5 —6 =5+ 6 =11,
<~ < < > <«
7—3=7+3=4,

(-3 (3)-

18. Deux quantités qualifiées, quandellessont égales
entre elles, ont "leur différence neutre et reciproque-
ment.

Quand elles sont inégales, elles ont une différence
positive ou négative. On dit, selon 'un ou I’autre de ces
deux cas, que la premiére est supérieure ou inférieure a
la seconde.



ou bien encore
—
<~ < <> 1 —
i< o <<-2>< 7.
S ., <> . s
En particulier, la quantité neutre o est supérieure a
toute quantité négative, inférieure au contraire a
toute quantité positive.

19. Des quantités qualifiées données étant combi-
nées dans un certain ordre par voie d’additions et
soustractions consécutives, le méme résultat final est
encore obtenu si, a [’addition ou a la soustraction
d’une quelcongue de ces quantités, on substitue respec-
tivement la soustraction ou U'addition de la quantité
opposce.

Par exemple,

P e S e e e
5 —114+ 6 —3 =5 4+114 6 — 3
=5 —11— 6 +3 = ...
<— —> —> —> —_
=5 411+ 6 + 3 =15,

En particulier, cette observation permet de rem-
placer toutes les soustractions par I’addition des quan-
Lités opposées a celles qu’il faut soustraire, c’est-a-dire de
transformer toujours en une somme ’expression consi-
dérée.

Si donc, on compose plusieurs notations simples en
unissant indissolublement diverses quantites qualifices
@ des signes opératoires + ou — placés devant elles; si



(54)

Uon écrit ces notations les unes a la suite des autres en

—>
convenant de l'emplacerla })I'G"liél'e par a quand Bll@

- < < — <=
est + a ou — «a, par a 1/uand ell(f est — a on + a,

on obtient une notation composee représentant la méme
quantité qualifiée, quel que soit Dordre de succession
adopté pour les notations simples.

Une pareille notation composée se nomme un poly-
ndéme dont les divers termes sont les notations simples
formées ainsi par des associations artificielles de signes
opératoires +, — avee des quantités qualifiées. ‘

La valeur d’un polynéme ne change pas non plus,
st dans quelques termes on change simultanément le
signe opératoire et le nom de la quantité qualifice qu’il
precede.

En écrivant ses termes‘par groupes quelcongues,
on obtient des polynomes partiels représentant des
quantités dont la somme reproduit toujours la valeur
du proposé.

20. Le produit de plusieurs quantités qualifiecs est
celui qui a pour valeur absolue le produit des valeurs
absolues des facteuwrs, et qui est positive quand le nombre
des facteurs négatifs est nul ou pair, négative quand ce
nombre est impair, neutre quand quelqu’un des facteurs
Pest lui-méme,

Excmples :

— > < < (—Z)
a
> > <« <——y
ctx[;:axbz(ab),
— < ¢
ax o=a X 0= o0

Pour gi’un pareil produit soit neutre, il faut donc
et il suffit que U'un au moins de ses facteurs le soit lui-
meme.
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21. Le produit de deux polynémes peut s’obtenir
en en formant un autre qui a pour termes les divers
produits des quantités qualifices Jigurant dans le pre-
mier par celles qui figurent dans le second, chacun de
ces produits partiels étant précédé du signe opératoire
~+ ou — selon que, dans les polynémes proposés, ses
Sfacteurs sont précédés de signes identiques ou diffé-
rents.

Exemple :

(+a=a) (=7 -d) == (Ge) —(aa) + (ve) + ().

22. Le quotient de la division d'une premiére quan-
tité qualitiée par une seconde sera (en cas qu'elle existe)
la quantité dont le produit par celle-ci régénére la pre-
miére. Sa recherche conduit aux résultats suivants :

1° Quand le diviseur n’est pas ncutre, le quotient
existe et il est unique : 1° neutre si le dividende I'est;
II* non neutre, si le dividende ne Pest pas, et alors posi-
tif ou négatif selon que les noms du dividende et du di-
viseur sont identiques ou diflérents; de plus, sa valeur
absolue est toujours égale au quotient de cclle du divi-
deude divisée par celle du diviscur;

2° Quand le diviseur est neutre : I° la division est
impossible si le dividende ne T'est pas en méme temps;
II° la-division redevient possible, mais le quotient est
absolument et entiérement indéterminé si le dividende
est neutre aussi.

Exemples (b non = o) :

< <>

0 0 <>
—_ == = 0,
I pa
b 0
— -
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— <~ <\
a__ a _~<a
<~ = “\% /)0
b b

~—>

° 11 ité lifié ’
—— = telle quantit¢ qualifiée qu’on voudra.
0

.
Comme on a

—
— <= « <
u><r::_—_=a,
1
<
< < « —>
a X 1 =-—=a
<~ ’
1

le changement d’une quantité qualifiée en son op-

posée équivaut a sa multiplication ou & sa division

<~
par 1.

23. Dans un mondme, expression composée ne
comportant que des multiplications et des divisions, la
substitution, & un facteur ou diviseur, de la quantite
qualifice qui lui est opposée change seulement le nom
du résultat, sans changer sa valeur absolue.

En combinant cette remarque avec celle du n° 19,
on apercoit que dans toute expression impliquant seule-
ment 'exécution d’additions, soustractions, multipli-
cations et divisions de quantités qualifices, on peut ol
Uon wvoudra remplacer l'un par lautre les signes
opératoires +, —, a condition de changer en méme
temps d’une maniére convenable les noms de quelques-
unes de ces quantites.

En particulier, on peut ainsin’y laisser subsister que
des sigiles +; cela méme se fait de plusicurs manieres.



<~ - <~ <«
3—4_ 7 — 1
-> > > > < <
1 — 8 5.4 —10.10
< < - <
_3—4—/;_‘_ 7+ 1
T <~ o > <
1+ 8 5.4 —10.10
- — <~ —
_3+/.+ 7+ 1 _
T~ — <~ > > >
1+ 8 5.4 +10.10

24. 8i R est le résultat d’opérations, additions et
multiplications, soustractions et divisions(ces deux der-
niéres sortes d opérations étant naturellement supposées
possibles) exécutées sur les quantités absolues

a, b, ¢, ..., o,
— <>
la quantité positive R <ou neutre o siR= > esl aussi
le résultat des opérations homonymes dans la théorie
des quantités qualifiées qu'on exéculerait paralléle-
ment sur les quantités positives ou neutres

- = > <~
a, b, ¢, ..., o.

Cette proposition évidente autorise la substitution
systématique, aux nombres absolus définis dans le para-
graphe précédent, des quantités positives dont ils sont
les valeurs numériques. Et sa combinaison avec la possi-
bilité constante de toutes les soustractions qualifiées,
d’une part (17), avec les observations des n° 19 et 23,
d’autre part, assure a la substitution dont il s’agit les
deux avantages annoncés au n° 15.

Moyennant la substitution ultérieure de quelques
quantités négatives a des quantités positives, on reste
notamment maitre de ne laisser subsister dans une
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expression donnée que ceux des signes opcratoires -+
ou— qui facilitent le mieux la conception, la gené-
ralisation et [’énonciation des résultats obtenus dans
la question ot elle se présente. Cest en procédant ainsi
qu'on est arrivé, par exemple, & cet énoncé simple et lu-
mineux de la régle de multiplication de deux polynomes
quelconques :

Le produit est la somme des produits partiels des
termes du multiplicande et du multiplicateur trans-
formés de maniére a ne plus contenir l'un et I’autre
que des signes opératoires +.

25. Le plus souvent (mais pas toujours) on a intérét
a ne laisser partout que le signe opératoire —+ ; le mé-
canisme habituel de cette transformation d’un polynéme
a termes absolus en une somme de quantités qualiliées
consiste donc a substituer une quantité positive a chaque
nombre absolu qui est précédé du signe + et une quan-
tité négative, précédée du méme signe —+, a chaque nota-
tion complexe constituée par un nombre absolu précédé
du signe — et par le signe — lui-méme.

Mais s’il demeure bien sous-entendu que le polynome
qualifié ne contiendra jamais que des signes -+, on peut
se contenter de retenir que des nombres absolus «a, b, ...

—
doivent étre remplacés par les quantités positives a, b, ...
ct des notations telles que — @, — &, ... par les quan-

<< .
tités négatives a5 b, . . .. Cette maniére de voirles choses
conduit a juger équivalentes les notations

- — <~ <

a, b, ..., a, b, .

’
d’une part,

4 a, b, .... —a. —0b.
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d’autre part, et, d'autre part encore, par extension,

+~a, +b, ..., —a, —b, ....

L’usage courant est conforme a ce dernier point de
vue : on trouve commode de confondre les quantités
positives avec leurs valeurs absolues, sauf i écrire devant
les notations de celles-ci, quand on tient a mieux aflirmer
qu’on les a transformées par la pensée en des quantités
positives, le signe opératoire + changé tacitement en
signe qualificatif, et areprésenter une quantité négative
par la notation de sa valeur absolue précédée du signe
opératoire — pris de méme dans un sens nouveau qui
est purement qualificatif. C'est ainsi qu’on est ramené
a dire que les quantités positives ont le signe + et les
quantités négatives le signe —, bien qu'il ne s’agisse
pas nécessairement d’additions ou de sousiractions a
exécuter.

Enfinle théoréme du n® 24 conduit encore a identificr
L <~ .
la quantité neutre o avee le zéro naturel.

DI R fee e D feeee e

Mais, en réalité, un nombre n’est pas une quantité posi-
tive; et, pour la notation habituelle des quantités néga-
tives, le signe — n’est détourné de son sens opératoire que
par une convention tacite. On ne verra plus les quantités
négatives a travers un nuage en ne l'oubliant pas, en se sou-
venant aussi qu'il y a, non une théorie des quantités néga-
tives, mais bien une théorie des quantités factices tant
positives que négatives.

Ce mode d’exposition peut, a ce qu’il semble, se passer d’il-
lustrations empruntées a la considération des grandeurs con-
crétes dirigées; c’est au début des diverses théories ou les
grandeurs sc rencontrent qu’il convient le mieux d’expliquer
l'application des quantités positives et négatives a leur repré-
sentation analytique.
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REALISATION ET USAGE DES FORMES IMAGINAIRES
EN GEOMETRIE.

CONFERENCES DONNEES PAR M. MaximiLien MARIE

au Collége Stanislas, a Sainte-Barbe, a I'cole Sainte-Geneviéve
et 3 ’Ecole Monge.

1. Est-il possible de faire réprésenter un point du
plan des azxes par une solution

x:oz—:—fﬂ/Z,
, . y=oa+fv—r,
d’une équation
Sflz,y)=o,

sous la condition que le point représentatif de cette
solution, dont les coordonnées x, et y, seraient des
Sonctions dea, B, o, §', conserve une positioninvariable
dans le plan, quelque transformation que l’on fasse
subir aux axes et, par suite, & la solution considérée?

Et d’abord, si x, doit étre fourni par la formule
Ty = ‘?(17 B, o', 3’)7
il faudra que y, le soit par
Y= ?(alr By B);
sans quoi I'échange des deux axes des x et des y ne lais-
serait pas le point (x, y,) 4 la méme place.
Supposons donc que les formules
z‘l='f'(aa pa 1’”3’) et ,Vl:?(“ry (3',1, !3)
remplissent la condition exigée.
Si V'op transporte lorigine sur I'axe des x i une dis-
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tance a de I'ancienne, les formules de transformation
seront
r=z—a
.}’I =Y

de sorte que la solution

r=a+8y=1, y=ao+py=1
deviendra
r=a—a+B8y=1, y=d+pvV=1;
le point (x',, 5, ) deviendrait donc

‘Z‘,l = ‘?(1 — a, ?’7 a, B,)e
Yi=o(d,fa—a,B);
pour qu’il ait conservé la méme situation, il faudra que
ses coordonnées x|, y, soientliées a x,, y, par les for-
mules de transformation, c’est-a-dire que ’on ait
‘?(“"—a, B’ a'7 B’)"_— ’?(% Bv a’, p,)— a
et

o(a' — @, a—a,B)=¢(«,f’ a2 B),

quels que soient «, f3, @/, B et a.

Ces conditions exigent évidemment, d’abord, que «
n’entre pas dans la fonction ¢ relative a y, ni, par
conséquent, o dans la fonction ¢ relative a x5 en se-
cond lieu, que la fonction ¢ relative a x, ne conlienne
a qu’au premier degré, sans coefficient, et de méme, que
la fonction ¢ relative 4 y, ne contienne o/ qu’au premier
degré, sans coeflicient.

Ainsi la transformation considérée conduit a conclure
que x, et y, doivent respectivement affecter les formes

zr=a + 4(B, §)
yi=o +¢(fB)

Considérons maintenant la transformation dans la-
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quelle Taxe des y auarait simplement tourné autour de
Porigine, de maniére a faire avec 'axe des x, resté fixe
5 P [} L}
’angle supplémentaire de celui qu’il faisait auparavant,
Les formules de transformation seront

y'=y et z'=x+2c0s0y;

la solution x = o+ B/ —1, y=10o 4+ B y—1 devien-
dra donc

Y=o+ [3'\/:;,

2=a+B ‘/-—_;—&— 2C059(a'+ g’ \/:_’>

Le point représentatif de la solution transformée se-
rait donc

ry=a -+ 22'cos0 + (B + 28 cos0, 3)
Yi=do 4§, B+ 2f cosh);

mais. pour que le point représenté soit resté le méme, il
faudra que ses coordonnées x', y', et x,, 5, soient lides
par les formules de transformation, ¢’est-a-dire que

'

Yi=n et T = x1+ 2y cosb
ou que

o+ (B B+ 2B cos0)=a"+ (B, B)

et
a—+ 24 cosO + (B + 28 cosh, §')
=a—+Y(B, ')+ 2cos0[a’+ (B, B)]-

La premiére condition montre que la fonction ¢ rela-
tive a v, ne doit pas contenir 3 et, par suite, que la
fonction ¢ relative a x, ne doit pas non plus contenir §'.

En conséquence, il fandra réduire x, ety, a

zy=a+y(B) ct yir=2a"+7(8).
Mais alors la condition

' xr'y = a4 9y cosh
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se réduit a
2+ 2a' cosh + (B + 28" cosB)

=a+ Y(B)+2cos0[x' + Y (8]

ou
Y(B+2B cosO)=¢(B)+ 2c0s0¢(B"),
ce qui exige que ¢ soit du premicr degré et sans con-
stante.
En résumé, on est amené a faire obligatoirement
zy=a+ kB, yi=da + kB

Il est, du reste, facile de vérifier que, dans ces condi-
tions, le point représentatif d’une solution

r=a+8y—1, y=do+8yV/=1
restera toujours le méme, quelque transformation des
coordonnées qui intervienne.
En effet, si les formules de transformation sont
Z'=a-+ mz—+ ny,
y=b+pxr +gqy,

la solution transformée de

r=a+f3 ‘/——-_1,
y= a4+ ?, ‘/:—l—
sera
¥ =a+ma+na+(mB+nf)y/—1,
Y =b+px+qa+(pd+qB)V—1;
les points représentatifs de ces deux solutions seront
donc
zy=a+ kB, yi=o4+kf
et
ri=a—+ma+na+k(mB+np)=a-+mz,+ ny,,
Yi=b+pa +qa+k(pB+qB)=0b+px, +qy,

les coordonnées anciennes et nouvelles de ces deux
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points seront donc liées entre elles par les formules de
transformation : les deux points coincideront donc.
Il n’y aurait aucun avantage a donner a & une valeur
diflérente de 13 nous ferons donc toujours

zy=a+ B, yi=o+ 8.

2. Les solutions imaginaires x:a+ﬁ\/:,
y=do+ f'y/—1 d'une équation a deux variables
f(x,y)=o0 présentent unc double indétermination,
c’est-a-dire que les quatre variables «, 3, o/, 8’ ne sont
liées entre elles que par deux conditions, celles dans
lesquelles se décompose

Fla+ 8V 7T, 2+ BT =0

Il en résulte que les points (xy, y,) représentatifs de
toutes les solutions imaginaires d’une équation f(x,y)=o0
formeront plaque sur le Tableau.

Sur la surface recouverte par ces points (xy,y,), on
pourra tracer une infinité de courbes : I'une d’elles sera
définie par une équation complémentaire

?(d, ?’, 7'" ﬁ'): 0.

La théorie donnera les moyens de les étudier toutes;
mais la classe de celles dont les points correspondraient
a des solutions qui pussent étre rendues réelles, en
méme temps, par rapport & 'une des variables, x par
cxemple, par une transformation convenable des coor-
données, préseéntera un intérét tout particulier, parce
que ces courbes auront des rapports beaucoup plus in-
times que toutes les autres avec la courbe réelle repré-
sentée par laméme équation f(x, y)= o;en effet, dans
un systéme convenable de coordonnées, les ordonnées
de I'une de ces courbes et de la courbe réclle seront
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respectivement représentées par deux fonctions con-
jointes de I'abscisse commune

y=o(ax)E=V(x)
et
¥y =o(x)Ey—L(x),

analogie algébrique d’ou résulteront une infinité d'ana-
logies géométriques, qui permettront d’instituer unc
Géométrie comparée.

Les lieux courbes contenus dansle lieu plan f(x,y)=
qui sont définis par la condition précédente sont dési-
gnés sous le nom de conjuguées du licu réel f(x,y)=o.

Cherchons la condition complémentaire qu’il faudra
joindre a I’équation f(x, y) = o pour définir une des
conjuguées de ce lieu, ¢’est-a-dire cherchons le caractére
commun de toules les solutions imaginaires de I’équa-
tion d’un lieu, qui pourraient devenir en méme temps
véelles par rapport a I’abscisse, 4 la suile d’'une trans-
formation convenable de coordonndées.

Soient

— 2 sin(0 — 2)+ " sin(0 — a)
sinf

et

Z'sina + y' sina’
y = —— -
’ sinf

les formules d’une transformation; on en tire

[# sina"— y sin(0 — 2")] sin0

=&'[sina’ sin(§ — a)—sinasin(b — «')].
Si donc on veut que les x’ soient réels, il faudra que x
ct y soient tels que

rsin2'— ysin(6 — o)
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. IX. (Février 18go.) b)
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soit réel, ¢’est-a-dire,si x=u+3 /—1 ety :7.’—{—(5’\/: ,
que
Bsind — f'sin(d —a')=0
ou que o
Sina
sin(h—a')’

g
i —_—
L=
rl
condition indépendante, comme on le voit, de P’équa-
tion du lieu considéré.

Ainsi, 'on pourra rendre en méme temps réelles, par
rapport 4 'abscisse nouvelle, les solutions de toutes les

1
équations a deux variables ou %— aurait une méme

valeur C.
La constante C = L qul définit une conjuguée d’un
q | te]
1 J

lieu f(x, y)= o0 est ce que nous nommerons la carac-
téristique de cette conjugudée.

On voit que cette caractéristique

sina’
sin(b —a')

C=

est le_coefficient angulaire de la direction qu’il faudrait
donner au nouvel axe des y pour rendre en méme temps
réelles les abscisses nouvelles de tous les points de la
conjuguée.

Ainsi I’équation de la conjuguée C d’un lieu

f(z,y)=0
résulterait de ’élimination de a, B, o et &' entre les
équations ,
fla+8y=1,«+8 V=1)=o,

ar

o)

g
et

ry=a+B, yy=o+8%

mais on ne se servira jamais de cette éq uation d'une con-
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juguée en coordonnées réelles. Cette équation serait de
degré m (m— 1) ou de degré m? suivant que I’équation
f(x, )=n0, de degré m, aurait tous ses cocflicients réels
ou en aurait d’imaginaires ; mais la conjuguée clle-méme
sera bien plus facile a étudier dans I'équation f(x, y) =o,
(qui la représente en coordonnées imaginaires, que dans
celle qui la représenterait en coordonnées réelles.

Les conjuguées d'un lien de degré m présentent, en
effet, comme on le verra, tant au point de vue algébrique
qu'au point de vue géométrique, tous les caractéres des
courbes de degré m.

Nous démontrerons d’ailleurs, ct c’est, en définitive, le
but que nous nous proposons, que toute question quel-
conque, résolue déja pour le lieuréel f(x, 3) = o, l'est
par cela méme, au moyen des mémes formules, pour
une quelconque de ses conjuguées, moyennant une in-
terprétation toujours trés simple.

Cordes réelles d’une conjuguée. — Une équation
v =Cux+d, dans laquelle d peut prendre toutes les
valeurs réelles, u’est capable que de solutions du sys-
ttme C; en cllet, si on y fait x =0+ BV—1 et
2=+ fy/—1, il vient

a=Cx+d et B'=0C3;

on voit donc qu’on pourrait directement construire la
conjuguée G d'un lieu f(x, »)= o, en recherchant
toutes les solutions communes al'équation f(x, y) =o
¢t a 'équation y = Cx + d, dans laquelle on ferait va-
rier d de — o0 a + ;3 au reste le point xy= o+ {3,
yi=1d+ @', qui représenterait une de ces solutions,
apparticndrait a la sécante considérée y = Cx + d, car
les deux équations précédentes donnent

o'+ 9= C(x—+B)+d.
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3. Conjuguées des coniques. — Soit C ( fig. 1) une
cllipse quelconque, cherchons la conjuguée de cette

Fig. 1.

cllipse dont les cordes réelles sont paralléles a la droite
NN’: pour ccla rapportons la courbe au diamétre paral-
lele & NIV, pris pour axe des y, et a son conjugué, pris
pour axe des x; I'équation de ellipse prendra la forme

x|y

.._I—+b’2—

P I=0

)

si 'on donne & x des valeurs non comprises entre — o'
et + a', 'ordonnée du lieu sera imaginaire et repré-
sentée par

b — —
)r:;/x’ﬁ—a'i/—l,

les coordonnéces réalisées du point correspondant seront

’

U =
r = et Y11= — VYxri—a?;

a

clles seront donc liées entre elles par la relation

2 2
’ bk I & SR,
al2 blz - k4
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la conjuguée licu de ces points sera donc 'hyperbole
SAS'TA’T ayant pour diamétre non transverse le dia-
métre de l'ellipse paralléle aux cordes réelles de cetie
méme conjuguée, et pour diameétre transverse le dia-
métre conjugué du premier.

Ainsi les conjuguées d’une ellipse sont toutes les hy-
perboles qui ont avece elle un systéme de diamétres con-
jugués commun; elles recouvrent tout le plan, sauf I'in-
térieur de Dellipse, et cette ellipse est 'enveloppe de ses
conjuguées. Nous savions déja qu’il en est de méme de
toutes les courbes : une courbe quelconque est I'enve-
loppe de ses conjuguées, ou d’une partie de ses conju-
guées.

Considérons maintenant une hyperbole ( fig. 2): les

paralléles & un rayon compris dans les angles des deux
asymplotes qui comprennent cux-mémes la courbe
réelle rencontreraient tous cette courbe en deux points
réels ; ainsi les cordes réelles des conjuguées d’'une hy-
perbole sont paralléles aux diamétres non transverses
de cette courbe; en d’autres termes, quels que soient les
axes auxquels une hyperbole soit rapportée, la caractéris-
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. . 5 0 . . . ,
llque C= ‘F d’une conjuguee ne peut varier qu entre

les valeurs cxtrémes des coefficients angulaires des dia-
métres non transverses de la courbe. C’est un fait gé-
néral en ce sens que, si une courbe de degré m est tou-
jours coupée en m points réels par toutes les droites
paralléles aux rayons d’un secteur, la courbe n’a pas de
coujuguée dont la caractéristique soit comprise entre les
coeflicients angulaires des rayons extrémes de ce secteur,
et ces rayons extrémes ont généralement des directions
asymptotiques, parce que, généralement, on peut mener
a la courbe plus de tangentes inclinées a une asymptote,
dans un sens, qu'on n’en peut mener qui soient inclinées
dans le sens contraire. Aureste, cela ne veut pas dire
qu’une courbe n’ait jamais de conjugudes dont les cordes
réelles aient des directions parallélement auxquelles on
ne pourrait pas lui mener de tangentes.

Supposons que nous voulions connaitre la conjuguée
de I'hyperbole SAS'TA'T', dont les cordes réelles se-
raient paralléles i une droite NN/ paralléle a un diamétre
BB’ non transverse de cette hyperbole ; prenons pour
axe des 3 ce diameétre BB’ et son conjugué AA’ pour axe
des x, Péquation de 'hyperbole prendra la forme

@x-
a”

%
vgﬁb‘)

; —1=0,

@
@
&

ct si Pon donne a x des valeurs comprises entre — ' ct
+ &, y scra imaginaire et représenté par

Y= b vu?—7 \/——1,

les coordounées réalisées du point (:orrcspondant seront

r

b /2 2
ry = el 1y = — Vat—uargg
N @

1
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elles scrout donc liées entre elles par la relation
xy ri

ar o ’

la conjuguée lieu de ces points scra donc Dellipse
BAB'A’, ayant pour diamétres les deux diamétres de hy-
perbole considérée, qui seraient paralléles, 'un aux
cordes réelles de la conjuguée, ct I'autre au diamétre
conjugué du premicr.

Ainsi, les conjuguées d’une hyperbole sont toutes les
ellipses qui ont avec clle un systéme de diamétres con-
jugués commun. Elles ont deux enveloppes, |'une
réelle, ¢’est 'hyperbole proposée, I'autre imaginaire, qui
est 'hyperbole de mémes axes, mais changés de réels en
imaginaires, et réciproquement. Cette seconde enveloppe
est ordinairement désignée sous le nom d'hyperbole
conjuguce de la premiére; mais nous I'appellerons
plutotsupplémentaire de la proposée, parce que, lorsque
les conjuguées d’une courbe ont deux enveloppes, I'en-
veloppe imaginaire présente toujours tous les caractéres
d’une véritable supplémentaire de la courbe clle-méme
ou de I'enveloppe réelle.

Les deux enveloppes ont ici les mémes asymptotes,
c’est un fait qui sera généralisé.

Les conjuguées d’une hyperbole recouvrent toute la
portion du plan comprisc entre cette hyperbole et sa
supplémentaire, et aucune ne peut pénétrer dans I'in-
térieur de la concavité de 'une ou de P'autre des deux
hyperboles.

Les points de I'enveloppe imaginaire, ou de I’hyper-
bole supplémentaire, seraient fournis par les solutions
imaginaires sans parties réelles de I’équation de I’hyper-
bole proposée, rapportée a deux de ses diamétres conju-
gués quelconques a et b,
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En effet, si dans 'équation

xr? y2
;’.; —_— '7)—2 — 1 =0
on fait
r=pBy—1 et y=8y—i,
il vient
2 ”
-

les coordonnées réalisées du point correspondant sont
z =5, =g,

et elles sont liées par 'équation

-1

)/
‘}——i--l=0,

[17

%] b

qui représente bien l’hyperbole supplémentaire.

2
Le coefficient angulane == du licu Z— — i% —1=o0,

cn un point de l’enve]oppe imaginaire, se réduit ici a

(IB'

a5 el est, par conséquent, réel. Nous verrons bientot

que c'est le caractére général de I'enveloppe imaginaire
des conjuguées d'un lieu quelconque.

Lorsque la caractéristique d’une conjuguée d’'une hy-
perbole tend vers le coefficient angulaire d’une des
asymptotes, la conjuguée correspondante s’aplatit indé-
finiment et, a la limite, se confond avec I'asymptote elle-
méme, qu’clle recouvre deux fois. Nous verrons plus
tard que le fait est général et méme que les conjuguées
d’une courbe de degré quelconque tendent, dans une
de leurs parties, a devenir des ellipses, lorsque leur
caractéristique tend vers le coeflicient angulaire d’une
asymptote réelle. ~

On verrait, comme précédemment, que les conjuguées
d'une parabole sont des paraboles égales a la proposée
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ct opposéces a clle par un diamétre commun ct une tan-
gcnte communc.
Les conjuguées d'une ellipse imaginaire

2 2
r Y

prinal TE

sout toutes les hyperboles qui ont avec Dellipse réelle

correspondante

x2 32
Pl Tl

un systéme de diamétres conjugués commun. Seulement,
c'est alors le diamétre transverse de la conjuguée qui
est paralléle a ses cordes réelles.

L’enveloppe imaginaire de ces conjuguées est Vel
lipse

%
i~

+

»N
™
“w

a

Elle est fournie par les solutions imaginaires, sans par-
ties réelles, de I'équation du lieu lui-méme,

y?
—I—'b—z =1,

<
N3

(2
¢'est-a-dire par les solutions de la forme
e=BvV=r, y=pvV—i,
réalisées par
=8, yi=4g.
En un quelconque des points de cette enveloppe imagi-

dy
du
Les conjuguées de Iellipse évanouissante

naire, le coeflicient angulaire == du licu est réel.

.
a?

=
o

=0

o
v

sont naturcllement réduites a leurs asymptotes, ¢’est-
a-dire sont des droites. ILes conjuguées dont les cordes
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réclles sont paralléles a une droite donnée sont les dia-
gonales du parallélogramme construit sur les deux dia-
meétres conjugués d’une ellipse homothétique a ellipse

évanouissante, dont l'un serait paralléle aux cordes
réelles de cette conjugude.

. Des éléments d’un liew en un de ses points et
de Uenveloppe imaginaire des conjuguées du lieu, —

Le coeflicient diflérentiel a]bf

- enun point z, y d’un lieu

f(X, Y)=o0
est

dy _ _ Jelry),
de = filz,y)

ce rapport w'a qu'une valeur, quel que soit dux, ¢’est-
a-dire que si 'on donne a a 'accroissement

de = da+d5y/=7,
Paceroissement correspondant de y,

dy = d2' +d3' -1,

scra toujours lié a l'accroissement de x par la méme
relation

dx 4 d3 Y =1 =— ;)_f;__;; (da—+d3 /=0),

quels que soient o et d2 'un par rapport a I'autre.
Soit m 4+ n \/— 1 la valeur du coeflicient différenticl

a) . .

- au pointx, y, les aceroissements correspondants de

W .

x et de y seront done liés I'un a Iautre par la relation

Yod = d3 Y = (m o= =) (dr - d3Y )



ui se décompose en deux

dx' =mdx—nd3,
et

df'=mdj3 + nda.

Soient, suivant notre notation habituelle, x, ety les
coordonnées du point représentatif de la solution, x, y,
Vi —+dx, ety,+ dy, celles d’'un point infiniment voi-
sin, de sorte que

dry = dx—+ dB ct dyy = da'+ dj’;
les deux équations précédentes donnent

dyy _ dd—d3 _ (m+n)da+ (m—n)d}

dey — da-=dp T dx+ dB
(5118
daB
m-—n m-—=n) —,-
dyy +( ) dx
dry d3
dx
dy . . «
Z{Tl pourra donc prendre habituellement une infinité de
A1
. 9. d 9.
valeurs, qui dépendront de ;1%; ¢’est-a-dire qu’autour

du point x4, yy, qui correspond a la solution x, y de
I'équation f(X, Y) = o, le licu en présentera générale-
ment une infinité d’autres, placées dans toutes les direc-
lions, ce qui est tout naturel, puisque ce licu constitue
une surface. Les lignes droites qui joindraient le point
[xy, »] aux points [xy=+ dx,, y + d),] constituent
les éléments du licu au point [y, 34 ]

Pour que tous ces éléments se confondissent géomé-
triquement, il faudrait que g”;: fur indépendant de f—gf,
ce qui exigerait que

nm —-n n— n

I I
ow que n = o.
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.. . y . . dy .

Ainsi, aux points d’un lieu ou 55 est réel, tous les
éléments de ce lieu se confondent, c’est-a-dire que toutes
les courbes, lieux de points [xy, 5, ], qui y passent, s’y
touchent.

C’est lala propriété caractéristique de la limite, réelle
ou imaginaire, de la portion du plan recouverte par tous
les points imaginaires réalisés d’un lieu quelconque; les
deux cnveloppes réelle et imaginaire des conjuguées
d’un lieu quelconque seront donc fournies simultané-
ment par la condition commune :

d ,
i est récl.
dr

Nous allons donner deux exemples d'une telle re-
cherche. Soit d’abord le lieu

yi—aty +a*r=o,
dy «?

de —

T

dy . , . .
pour que —= soit réel, il faut que y soit de la forme

dx ?
#'y/—1; alors x sera de la forme \/—1. D’ailleurs,
ces valeurs de x ety devant satisfaire a I'équation du
lieu, on aura

—f—af +af=o0:

I'équation de I'enveloppe imaginaire des conjuguées du
licu est donc
yi+aly —alxr =o.

La courbe réelle, ou 'enveloppe réclle des conjuguées
du lieu, est SAOA'S' (fig. 3), ct enveloppe imaginaire
est S, 0S). Ces deux enveloppes se touchent a origine,
qui est pour elles deux un point d’inflexion, et elles
sont réciproques.

Nous verrons plus tard qu'il en est toujours ainsi :
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les deux enveloppes sont toujours réciproques l'une de
I'autre, c’est-d-dire que chacune d’elles est 'enveloppe

s’

imaginaire des conjuguées de I'autre, et les deux courbes
ont les mémes points d’inflexion, ou d’ailleurs elles se
tournent leurs convexités.

Considérons, comme second exemple, le lieu repré-
senté par I'équation

(0 —a— by =1+ (3 — a'= By ) = (r /)

qui se présentera de lui-méme dans la théorie des cour-

i~

bures et auquel nous donnons le nom de cercle imag

naire.

Soient x =a+ By/—1 et y =o'+ B'\/—1 les coor-
données imaginaires d’un point du lieu, o, 8, o et B’
satisferont aux deux conditions
(1 (a—aP—B—0r+(d—a'pP—(f—=0y=ri—,n
et
(2) (r—a)(B—0b)+ (¢ —a')(B'—0)=rr;

. e . d
le coefficient différentiel Zé aura pour valeur en ce

point

dl.=... z—a—by—1 — a—a+ (B—b)y—1
dz y—a—by=1 a'-_a'—,t-(ﬁ'—b’)‘/:_l’
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ct, pour qu'il soit réel, il faudra que

. a—a _ B—0b
3 Wiyl Yy i

1’équation (3) donne

a—a

P—l’=m(§“5)i

¢n substituant dans les deux autres, il vient

| a—ap— E=28 -y

(1 bis) a')?
(o —d P— (=0 =r2— 2
ou
(2 —ay+ (2 —a')?
B B e
et

(2 bis) [(«3—(:—(—,—,)—2 +(1'—r(’)](ﬁ'-—b'):r1"

A —a

ou

) . Y rr'(a’—a')
(ater) b= (2 —a)y+(a'—a')”’

éliminant maintenant 3’ — 2/, il vient

' rya ,'2,"2 !9
(§) (a—ap+(d'—a')— = 72—

(2 —a)-+ (2 —a')?

c¢’est-a-dire

[(a —a)r+(a'—a')2]?
—(r—r?)[(a—a)2+(ad—a')|—rr't=o,

(4 bis) g

équation qui donne

{(a*—a)+ (a'—a')?
(iter) 3 22 (s
1

2

=rt ou —r2?
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mais (2 — a)*+ (o'— &/)* ne saurait étre négatif; par
conséquent, en définitive, la solution est

(i quater) (a—ay+(d'—a')=r2,

c’est-a-dire que a et o' sont les coordonnées d’un point
de la circonflérence

(%) (r—a)2+(y—a)=r.
[.’équation (1) donne, par suite,
(6) (B—bR—(3— )=

ct, par conséquent, 3 et 3’ sont les coordonnées d’un
point du cercle

(x—0)2+(y —0)2=17;
mais I'équation (3)

2—a 5 —0b

d—d T =0
montre (ue les rayons des deux circonférences (5) et
(6), qui contiendront respectivement les points (2, o)
et (8, B') seront paralléles.
1l en résulte que I'enveloppe imaginaire du lieu pro-
posé est la circonférence du cercle

(z—a—b2+(y—a —=0'Y2=(r+r)3

En cflet, soient, parrapport aux axes Ox et Oy (fig. 4),
C et €' les points dont les coordonnées sont a et a'
pour le premier, & et ' pour le second; CA et CB,
deux rayons paralleles des deux circonférences décrites
de C et de C' comme centres, avec 7 et ' pour rayons;
les projections de CA et de C'B sur O x seront respecti-

vement
a—a et §—0,



(8v)

cl leurs projections sur Oy seront
2—a et B'—0;

en conséquence, si on construit le point C,, dont les
coordonnées soient @ + b et @'+ b', et qu'autour du

rig. 4.

point C; on décrive une circonférence de rayon r - v,
cette circonférence sera le lieu cherché.

En ellet, les coordonnées d’un point M de cette cir-
conférence seront

r=a+b+a—a+f—b=a+§
ct
ri=a'+ b+ —a+p—b=a+f.

5. De la ligne droite. — Les conjuguées d’une ellipse
étant toutes les hyperboles qui ont avec elle un systéme
de diamétres conjugués commun, les conjuguées d’une
ellipse évanouissante, telle que le lieu représenté par
I'équation

(y —mzx—p)y+(rx+q)2=o,

seront des hyperboles réduites a leurs asymptotes; cha-
cung de ces conjuguées sera composée des diagonales
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de I'un des parallélogrammes construits sar deux dia-
meétres conjuguds d’une ellipse homothétique 4 la pro-
posée, par rapport a leur centre commun, telle que

(y —mzx—pl+(nx+q)t=k%.
Ainsi, les conjuguées du lieu
(y —mx —prR+(nr+q)l=o

constituent deux faisceaux de droites, émergeant 'un et
I’autre du point réel

It‘l‘—l—q:O, y—mr—p=20,

ou se réduit ellipse évanouissante.
L’un de ces faisceaux constitue le systéme des conju-
guées du lien

y=(m+ny=Da+p+qy=T,

et I'autre, le systéme des conjuguées du lieu

y=(m—ny=1)z-+p—gvV=i.

Considérons 'un de ces lieux en particulier.

On pourra toujours délerminer m—f—n\/——l el

p +qgy/—1, de facon que I'équation

y:()7z+rl\/—l)z+p+q\/:i

admette deux solutions imaginaires données (', y') et
(x", "); Véquation

wi

) V=2 '
Y=Y = .z"-——-w”(n_n)

répondrait, en eflet, a la question.
Si les deux points (', /), (27, y”) out été pris sur
une méme conjuguée C d’un licu f(x, y) = o, la droite
Ann. de Matheémat., 3¢ série, t. IX (Février 18qo). 6
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de caractéristique C du lien
L=, ,
y=y'= e =)
sera une sécante cifective, quoique représentée en coor-
données imaginaires, de la conjuguée C du lien

S(x, y)=o0.

Si les deux points (£, 3'), (2", 3") tendent a se con-
fondre sur la conjuguée C du lieu f(x,)) = o0, la méme
droite deviendra tangente a la méme conjuguée. Enfin,
si les deux points (&', y'), (", ") s’éloignent & I'infini
sur la méme conjuguée C du méme lieu f(x,y)=o0, la
méme droite deviendra asymptote a cette conjuguée.

On voit par la que la forme imaginaire sous laquelle
sont représentdes les droites d’un faisceau

y=(m+ny=z-=-p+qy/—1

ne s‘opposera aucuncment a la solution des questions
relatives aux tangentes ¢l aux asymptotes, aux courbes
représentées clles-mémes en coordonnées imaginaires.

Au contraire, il est clair qu’il fallait bien qu’une
droite fit imaginairement représentée pour pouvoir en-
trer analyliquement en concurrence avece une courbe,
représentée clle-méme imaginairement.

L’ important érait de constater que Péquation

y=(m+ny—1)e=p+qy—1

contient juste le nombre de constantes arbitraires suffi-
sant, sans superfétation, pour permettre d’établir tel
concours que 'on voudrait entre une droite du faisceau

Y= (m-:——n \/:——f)m+p+q\/—l

et une conjugude désignée d'un licu donné.
Y 5



(83)

Il en sera toujours de méme dans toutes les recher-

ches possibles. C’est ainsi, par exemple, que I'étude
préalable des conjuguées du lien

(z—a—by—=1)+(y—a—=b V=1l =(r+ry=i1)*

se trouvera tout naturellement désignée pour présider
aux recherches relatives aux courbures des conjuguées
d’un lieu quelconque.
L’équation en coordonnées réelles de la conjuguée C
du lieu .
y=(m+ny=)z+p+qgy/=1

résulterait de l'dlimination de «, 3, o' et B/ entre les

équations
(¢+8yV=)=(m+ny=D(a+=8y=D+paqgy=u,
g= G,
ri=a-+§ et =o'+ 8
k]
cest
-~ an? ‘r p g+ 2qn
Y1={(m-+n — s ) t —
S - m—n——-C) U R R o

mais on ne s’¢n sert jamais sous cette forme compli-
quée, par la raison que, dans les recherches théoriques
sur une conjuguée désignée d’un licu donné, on sup-
pose toujours qu’on ait d’abord rendu réelles les ab-
scisses des points de cette conjuguée, par un choix con-
venable d’axes, et que les droites imaginaires, utiles a
considérer, doivent alors, ndcessairement, avoir aussi
leurs abscisses réelles.

Or, si I'on suppose les 3 nuls, C = £ est alors infini
4 PP ’ 3

W[

ct I'équation précédente sc réduit a
m=(m+n)ri+p-+gq.

Lorsque le coefticient angulaire m~+ ny/—1 d’un
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faisceau de droites imaginaires devient réel, ¢’est-a-dire
lorsque I'éguation du faisceau se réduit a

y=mxr-+p-+qgy—1i,

toutes les conjuguées du faisceau se replient sur la
méme droite
yi=max,+~p+q;

on le vérifie aisément.

6. Des tangentes aux courbes imaginaires. — Si
deux équations

S(X,Y)=0 et SiX,Y)y=o0

ont une solution commune (x, 5), et que, d’ailleurs,
, . . dy .
ces deux équations fournissent pour ——>» en ce point, la

meme valeur m +ny/—1, les deux lieux admettront

les mémes éléments autour du point (x4, y4), qui re-
présenterait la solution commune; ils auront autour de
ce point un disque élémentaire commun dont le con-
tour sera défini par les équations

Ay =da'+d3'y—1=(m=+ny=1)(dx+dg y=1)

ou

dy=mdx—nd
¢t .

d¥ = nda+mdf;
d’ont

do'+ d3 = (m + n)dx+ (m — n) d,

¢est-a-dire

m—+ n-(m-—n) 8
dn_ ) da

(lJ'l - 175

Si Pon considére. en particulicr, les deux courbes
} b
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délinies séparément par les deux équations proposées
flx, )= o, fi(x,y)=o et par une relation complé-
mentaire commune, d’ailleurs arbitraire,

?(1: ?‘v 1'7 ;3/) =0,

g—@ aura la méme valeur de part et d’autre, et les deux
o4

courbes seront tangentes.
Les deux équations
f(IX, Y)y=0
el
dy
Y—y= m‘(\—.r\

remplissent les deux conditions imposées, quelle que
soit la solution (x,y) de f(X,Y)=o, et si, au lien
d’une condition quelconque z(=, 3, 2/, §') = o, on in-

troduit la condition

~
= (I,

-0 %0

C désignant la caractéristique du point (x, 3), d’'une
part, la courbe tracée sur le lieu f{X, Y)=o0 sera la
conjuguée C de ce lieu; d’autre part, la courbe tracée

sur le lien

Y—y= %(X—x‘)::(m—kn‘/;_l)(X——.r)

scra la droite de caractéristique C du faisceau correspon-
dant, et la droite scra tangente 4 la courbe.

Donc la tangente a la conjuguée d’un lieu f( X, Y) =o,
au point (xy, ) de cette conjuguée qui correspond a la
solution (&, 3), est la conjuguée C du faisceaun

_ _fl.(r.,a'\(‘

Y—y= : X —a)
7 Sy(x, )" ’

Des tangentes menées par un point extéricur reel
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& un lieu représenté par une équation algébrique, et
application aux courbes du second degré. — Soient
Sf(X,Y)=o0 I'équation du lieu proposé, et x,, yo les
coordonnées du point donné, les coordonnées x et y du
point de contact inconnu seront fournies par les deux
équations’

flz,y)=o0
et
2o foo + Yo /Y + 50 fo =0,

3, représentant 1.

Les solutions de ces deux équations scront en nombre
m(m—1), si m est le degré de f(x,y). Aux solutions
réelles correspondront des tangentes réelles menées du
point (o, 7o) au lieu réel.

Si les deux équations admettent les solutions imagi-
naires conjuguées

r=a=8y/=1,

y=dad= ﬁ'\/__l,
le faisceau de droites que représenterait I’équation
Nfet+ Y[ fi=o

contiendra les deux points (., 1) et (@4, ), parce que
les deux égalités

Tfe+yfy+Si=0
et
o fro =+ Yoy +f.=o0

seront  satisfaites, comme étant les deux équations

A \ , . ’ "
mémes du prohléme. D'un autre c6té, le point réel
(X0 y0) sera le centre du faisceau

Nfe+Yfy+ fi=o0;

par conséquent, toutes les droites du faisceau y passe-

ront. La droite du faisceau qui aurait pour caractéris-
»
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ﬁ!

tique celle & de la solution obtenue joindra donc effec-

tivement le point (ag, ) au point (x,y); mais les
deux licux

S(X,Y)=0 et Xfi+Yfr+fi=o

contiendront les mémes éléments autour du point re-
présentatif de la solution (X=ux,Y =)). Donc, en-

. . , e e 3 .
fin, la droite de caractéristique C:IE du faisceau

X fo=4 Y [+ f.=o0 sera bien I'une des tangentes me-
nées du point (o, 3y) a la conjuguée C du lieu
J(X,Y)=0. Comme on aura oblenu deux solutions
conjuguées, on connaitra deux langentes menées du
méme point (xg, ) & la méme conjuguée du licu pro-
posé. La caractéristique C de cette conjuguée dépendra
de la situation du point (x4, ¥o)-
Si les deux équations

Mz, y)y=0 et xmfp+iyofy+Sfi=0

avaient d’autres solutions imaginaires, il y correspon-
drait généralement des tangentes 4 d’autres conjuguées.

Si, en particulier, — —;-:C était réel en I'un des points
imaginaires de contact (,l,f en son conjugué, ces deux
points appartiendraient & I'enveloppe imaginaire des
conjugudes du licu f(X, Y)=o, et Pon se¢ trouverait
avoir mené du point (x,, ) deux tangentes a cette
enveloppe.

Supposons qu'il s’agisse d’ane ellipse réclle ABA'B
(fig.3), et soit M le point donné (xg,)7), on sait que la
polaire de ce point est paralléle au diamétre conjugué de
OM et qu'elle est réelle; elle ne peut donc couper le
licu qu’en deux points de la conjuguée dont les cordes
réelles lui sont paralléles, c’est-a-dire de la conjuguée

’
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qui touche lellipse aux extrémités A et A’ du dia-
métre OM. Soit NN’ cette polaire; les points de contact

cherchés seront N ct N', et les tangentes cherchées se-
ront MN et MN'.

Fig. 5. .

Supposons en particulier que le point donné soit
I'un des foyers réels de D'ellipse et que cette courbe
soitrapportée ases axes : la polaire du point y = o0, x=c¢

a? - x? 2
sera @ = —, elle coupera lellipse — + YT — 1 aux
c a? b2

points

a? [ azb? b2 —
P o= — =4 - — =t — \/—1;
z ¢’ J —a\/ c? c‘/ b

les tangentes menées au lieu en ces deux points sont les
conjuguées a abscisses réelles des deux faisceaux

X Y —
e
— == — ] —1=0
c C‘/
ou

Y=5y—1XEcy—1.

Ces tangentes ont donc pour équations en coordonndes
réelles
Y=x5X=g¢,

elles sont rectangulaires entre elles et elles passent géo-
métriquement par les fovers imaginaires de Iellipse

r=o0 et y==c;
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d’ailleurs leurs équations en coordonnées imaginaires
sont satisfaites par x =0 avec y =zc—i. Clest
pour cela que le calcul donne les deux foyers imagi-
naires.

Les quatre tangentes menées a I'ellipse des deux
foyers réels F ct I/ forment un carré dont les autres
sommets sont les foyers imaginaires 9 et ¢'. Les tan-
genles menées des points ¢ et (19' considérés comme ima-
ginaires coincideraient avec les tangentes menées des
points I et I réels.

Le carré 1"oF o' est géométriquement ct analytique-
ment inscrit a la conique.

Si Ton rapportait Pellipse a deux de ses diametres
conjugués a’ et b’ et que, en supposant @’ > &', on prit
sur le diamétre a' le point situé i une distance du centre
égale a ¢'=\/a'?— 4’2, on arriverait a des conclusions
analogues; seculement, an lieu d’un carré inscrit dans la
conique, on trouverait un parallélogramme ayant ses dia-
gonales égales; les quatre sommets seraient des simili-
foyers.

Lorsqu’on ferait varier le systéme des diamétres con-
jugués, les quatre simili-foyers décriraient un lieu sur
lequel ils se¢ réuniraient a lorvigine lorsque les diamétres
conjugués viendraient se confondre avec ceux qui sont
égaux; a ce moment, les quatre tangentes deviendraient
géométriquement indéterminées; elles seraient bien
représentées, par rapport aux axes, par exemple, par
I'équation complétement déterminée

_L_b T
}’:;Z\/'—l\z‘,

mais toutes les conjuguées de ce lieu répondraient a la
question, parce qu’elles contiendraicnt toutes le point
donné (xry, y,), transporté a lorigine. L’ensemble de
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ces conjuguées scrait constitué par I'ensemble des asym-
ptotes de toutes les hyperboles conjuguées de Iellipse.
Nous verrons bientot qu’il en est de méme pour lous
les lieux algébriques : si, en cherchant les asymptotes
d’une courbe f(ux,y)=o0, on en a trouvé une imagi-
naire

y=(m+zy=Noe+p+qgy/y—1, |

en réalité, on a trouvé un faisceau d’asymptotes a toutes
les conjugudées du licu proposé.

Si le point (xy, y7), par lequel on voulait mener des
tangentes 4 un licu f(x, ))= o, était imaginaire, les
m(m —1) langentes trouvées appartiendraient a des
conjugudes non désignées d’avance et d’ailleurs ne pas-
seraient généralement plus par le point (@, 57) réalisé.
Ce cas ne présente aucun intérét pratique.

7. Quelques propriétés de Ienveloppe imaginaire.
— 8i T'on propose de mener a un licu de degré m,
S(xy))=o0, des tangentes paralléles a une direction
réelle donnée, y = kx, les points de contact appartien-
dront soit a la courbe réelle, soit a 'enveloppe imagi-
naire des conjuguées. Le nombre total de ces tangentes
sera m(m—1), puisque les équations du probleme se-
ront

frpy=o e —dr_n
Sy

Il en résulte que, si Vunce des enveloppes n’a que p tan-
gentes paralléles & une direction donnée, 'autre en a
m(m—1)— p. A ce poiut de vue, les deux enveloppes
sont supplémentaires.

Siy = mX + o (m) est I'équation générale des tan-
gentes a la courbe réclle représentée par une équation,

X, Y)=0, Y=(m+ny—1)X+ ?(m +ny—1)
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sera évidemment 'équation générale des tangentes a
toutes les conjuguées. La solution double commune aux
deux équalions

f(X,Y)=o0 et Y:(rn+n‘/:—x)X+'§>(m+n\/—x)
représentera le point de contact et si, dans cette solu-

B

Y=(m+ny=1)X+ ;(m—l— ny—i)

’
tion double, on a B —Cla conjuguée C du faiscean

scra langente au point en question a la conjuguée C du
lieu f(x, y) =o.

Aux valeurs réelles de m, pour lesquelles ©(im) serait
imaginaire, correspondront des tangentes a I'enveloppe
imaginaire des conjuguées du licu f(X, Y)=o.

Si ¢ (m) peut devenir imaginaive, deux de ses valeurs
deviendront momentanément égales et le point de con-
tact des deux tangentes confondues sera alors un point
d’inflexion du lieu réel.

Ces deux valeurs de ©(m) pourront, avant d’étre de-
venues égales, étre représentées par

Y(z) =y (m),

7 (m) étant alors positif; aussitot apreés, elles devien-
.
dront

Y(m)= Y=y (m) V=T,

— 7 (m) érant alors positif.
Les deux tangentes au lieu réel scront représentées
par

Y =mX 4 U(m)=y/y(m);

quant aux dcux tangentes a l'enveloppe lmaginaire,
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elles le seront par

Y=mX+4d(m)x= ;/-—-"/‘(m)‘/:-l.

Mais cette derniére opération ne représente que la seule
droite
Y=mX +o(m)= V= yim).

Il vésulte de 1a que les deux enveloppes d’'un méme
licu sont respectivement les enveloppes de droites repré-
sentées, pour 'une, par une équation telle que

Y=mX+¢(m)x \/x(m)
ct, pour 'autre, par I’équation correspondante
Y =mX +d(m)x= /= x(m).

I en vésulte que les deux enveloppes d’un méme
liew sont towjours réciproques une de Uautre, lors-
qu’elles coexistent.

Au moment ou s (m) s’annule, le point de contact
appartient a la fois aux deux enveloppes et est point
d’inflexion pour 'une et pour 'autre, puisque les deux
langentes, a ce moment confondues, a4 I'une ou a 'autre
deviennent instantanément imaginaires pour I'une ou
P'autre suivant qu’on fait varier m dans un sens ou dans
P'autre, & partir de sa valeur singuliére. 1l en résulte
que les deux enveloppes ont toujours les mémes points
d’inflexion, qu'elles se touchent en ces points et qu’elles
s’y tournent leurs convexites.

Une asymptote réelle

Yy =mxr-+s(m)

d’un lieu réel est Ltoujours la réunion de deux tangentes a
deux branches distinctes du lieu. Lorsquecette asymptote
ne coupe le lieu qu’en deux points situés a linfini, sa
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direction est généralement une direction limite pour
les tangentes au lieu. Si 'on essayait de faire varier
dans un sens convenable la direction de la l1angente, a
partir de celle de Pasymptote, les deux tangentes, un
instant confondues, deviendraient imaginaires et, leur
coefficient angulaire étant resté réel, les points de con-
tact appartiendraient a Venveloppe imaginaire.

Il en résulte que les deux enveloppes ont générale-
ment les mémes asymptotes. (A suivre.)

SUR LES SERIES RECURRENTES:

Pir M. Mauvrice D’OCAGNE.

1. Jai démontré dans ma Zhéorie élémentaire des
séries récurrentes (Nouvelles Annales, 1884, p. 65)
que le terme général U, d’une série récurrente, définie
par les valeurs des p premiers termes Uy, Uy, ..., U,
et par I'échelle de récurrence

Uy=a Upy+aUps+.. .+ a/lUll—pv

pouvait s’exprimer en fonction linéaire de p termes
consécutifs de la série fondamentale correspondante, dé-
finie par la méme échelle de récurrence
Un= @ Up—1~+ @y lpg—...+ Qply_p,
avec les valeurs initiales
uy= o0, uy = o,

cey Up_y =0, Up—y=1 (1)

En raison de 'importance de cc résultat, que jai eu

(*) Loc. cit., p. Ro.
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occasion d’appliquer assez souventdepuis sa publication,
je crois devoir y revenir ici a la fois pour I'établir d’une
maniére plus simple et le compléter, car moun premier
Mémoire ne contenait pas la forme des coeflicients de
Pexpression obtenue (*).
Ecrivons done les n— p -+ 1 égalilés consécutives

Up ::alU,,_1+-agU,,_2—i—...+a,,Uo,
Up_H: (llUp —F‘GQUP_;-P...—'.'-' “/)Uh
U/l—j: (l]l:n_g—-l— (LgUn_3+.. .—i—a,,U,l_,,..l,

U, =a, U+ ayUye—+...-apl,_.

Multiplions la premicre par u, 4, la deuxiéme par
Uy_ay + - ., Vavant-derniére par up, la derniére pavup,_,,
ct faisons la somme en tenant compte des égalités qui
définissent la série (). 1 vient alors

U,= Up—l Up ~+ U/»-'?.( Upri— QU )+ ..

+ Uy (tpapo— @Qruysps—...— &pylly)

i Uo(ll/:+/)~l — Uy po— U Upip3—...— dp_1Up)
ou

‘ U,= Uolln_;_p_j—l—(U] — Uo)ulH-p—?"'T"' ..
(1 -".~(l]p__;l——(llUp_3—...‘—(lp——2U0)ull+l

( ——;-—(U,,__.l—— a,Up_g-——...—-ap—j Uo)ull'

Telle est la formule que nous avions en vue.

Pour en faire saisir toute I'importance, nous allons
Pappliquer a un exemple qui se trouve dans notre pre-
mier Mémoire (n° 12), mais sans que lc caleul soit
achevé, et 'on va voir que la forme du résultat est inté-
ressante.

(') A la vérité, il était facile d’achever le calcul que j'indiquais
alors. Le résultat que je donne ici était donc implicitement contenu
dans le Mémoire en question. Je n’en crois pas moins devoir le
donner gxplicitement, surtout a cause de I'application qui suit.
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2. Le probléme dont il s’agit est le suivant :
Trouver (lorsqu’elle existe) la somme S de la série
U+ U+ Uy—...+U,+...+ad inf,,

en fonction de Uy, Uy, ..., Up_y, a4, asy ..., ap qui
sont les données de la question.

Voyons d’abord comment la formule de Lagrange
s appliquerait a ce problémc. Lagrange a démontré que

(2) Up=a1pf + a2pf 4o 2po},

Giy P2y +++y 0p Glant les racines supposées inégales de
I'équation (dite génératrice)
£

e(r)=aP—a 7P~ —ayxP=r—.. . —a,=o0

CLoy, gy o v .y %p des coefficients qui se déterminent en
faisant successivement dans (2) =10, 1,2, ..., p—1,
ce qui donne les p équations linéaires

(3) U,-:oz,p",+129’l_,+...+a,,pj, (i=o0,1,...,p—1).

La formule (2) donne

v=n
gn+|__l n+l O'H-I_'
E U=a 2 4a p?’——%—...—i—a,,‘u”___ .
fr—1 fe—1 pp—1
v=0
Si donc, toutes les racines py, s, ..., ppont un mo-

dule inférieur a l'unité, on a, a la limite, lorsque n
croit indéfiniment,

. a

S e

Qo ap
= -+ et )
T—pf1 T—p I—="pp

%y, %oy ..., &p ayant les valeurs qui résultent du systéme
d’équations (3). On tombe ainsi sur une fonction symé-
trique des racines de V'équation génératrice d’une forme
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tellement compliquée qu’il est a4 peu prés inutile de
chercher a en calculer la valeur au moyen des coeffi-
cients de cette équation.

3. Nous allons faire voir maintenant comnient notre
formule (1) donne directement cette expression.

Rappelons d’abord le résultat suivant démontré dans
notre Mémoire de 1884 (n° 10).

En veprésentant par (p,2:...2,)" ce que devient le
développenwnt de (p1+ pa—t.- - 0p)t lorsqu’on 'y
remplace tous les cocfficients par I’unité, nous avons fait
volr (lu(f

Uy =(p102...pp)n—r+l,

Partaut de 1a et nous appuyant sur les formules (3)
¢t (4) de notre Mémoire, qui donnent

(prpe- v pp) W+ (pioae . gp) Ve (prpa. .. pp) P+t

=(Pl P2.+Pp l)(n—p+l)’
el, en posant Y (x)=(x —1) o(x),

(Prpa-.. ppn)i=pty

p{ll‘}-l {)l+l pZ‘Fl 1
= R e+ - —
Vo) V(p2) Fiep) YO
nous avons obtenu la formule
i=n h=p
S Sy
Y () ¢ (pn)’
i=p—1 h=1

.

d'ou, a la limite, en supposant les modules de g,
P2y -+, 0 inférieurs a 1,

1
I—(aj+ @ ~+...+ap)

s= 1
’ T
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Ceci rappelé, remarquons que la formule (3) donne

i=n i=n+p—1 =n+p-2
DUs=Us ¥ w+(Ui—aly) > ow
=0 i=p—1 i=p—1
i=n
+(Upoy— @y Up g —...— ap_ Up) 2 u
i=p—1

et, par suite, a lalimite,

) '——-S[Uo(l -— at—az—...—a,,-,')
(5) z +Ui0—aj—ay—...—ap_y)—+...

- Up._z(l—-aj)—*!- UP—1]~

Il suffit alors de porter dans (5) la valeur (4) de s
pour avoir le résultat cherché. Pour I’écrire plus sim-
plement, nous poserons

bp =1—(ay+ay+...+a, ),

bp_,zl——(a,-—!— Qg —+—...+ ap_|),

by, =1—(a;+ a,),

b1 =1—a;.

Nous aurons alors la remarquable formule

(6) 5= et U°+1’P—2Ut+l; 61 Upat Upoy
»
ou, en posant encore by =1,
i=p—1
S = 7;; 2 by_iUs

i=0

Ann, de Mathemat., 3 série, L. INX. (Février 18g90.) 7
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LE THEOREME DE DUPUIS ET LA CYCLIDE DE DUPIN;
Par M. E. MARCHAND.

1. Enoncé du probléme. — Tous les géométres con-
naissent la belle propriété découverte par Dupuis, ancien
éleve de 'Ecole Polytechnique, mort au commencement
de ce siécle :

« Quand une sphére variable w touche constamment
de la méme maniére trois sphéres fixes A, B, C, chacun
des trois points de contact décrit un petit cercle de la
sphere fixe correspondante. » (Zraité de Geometrie,
par E. Rouché et Ch. de Comberousse, 5° édition,
p- 267.)

Ce théoréme, indépendamment de sa valeur propre,
se recommande a I’attention comme ayant conduit a la
solution d’une question non moins difficile qu’impor-
tante du VII® Livre de Géométrie. « Les auteurs qui
se sont occupés de la construction d’une sphére tan-
gente a quatre sphéres données (Gaultier de Tours, ...;
Heegmann, ...; J.-A. Serret, ... ; etc.) ont fondé leur
démonstration sur le théoréme de Dupuis. Au lieu de
suivre cette marche, qui rompt I'analogie avec la solu-
tion du probléme correspondant de Géométrie plane,
nous avons tenu a conserver C()m[)]étemcnt celte ana-
logie et a traiter directement la question sans le secours
du théoréme de Dupuis, qui n’est plus alors qu’un co-
rollaire immédiat de la solution trouvée. » (Géométrie,
par E. Rouché et Ch. de Comberousse, p. 267.)

Toute la difficulté consiste donc a établir la célébre con-
structign donnée par Gergonne pour le probléme d’Apol-
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lonius; cercle tangent a trois cercles donnés. Les solu-
tions ainsi obtenues sont irréprochables au double point
de vue de la rigueur et de la simplicité; mais il ne me
semble pas sans intérét de chercher a les compléter; car
« en général, comme le remarque Chasles, il ne suffit
pas qu'une proposition soit vraie pour qu’on puisse en
faire un usage utile en Mathématiques, il faut encore
connaitre toutes ses dépendances avec les diverses pro-
positions qui se rattachent au méme sujet ». (Géome-
trie, par Rouché et de Comberousse, p. 233.)

Or, pour peu que I'on ait étudié les propriétés les plus
simples de la cyclide de Charles Dupin [ Etude analy-
tique sur la cyclide, par H. Lemonnier ( Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 1870)], on reconnait que les
sphéres tangentes a trois sphéres fixes forment préci-
sément I'un des modes de génération de cette surface.
La cyclide particuliére dont il est question ici, c'est-
a-dire la surface du quatriéme ordre qu’on obtiendrait
en transformant le tore par rayons vecteurs réciproques,
a été trouvée par Dupin comme solution d’un probléme
de Calcul intégral : « Déterminer toutes les surfaces dont
leslignes de courbure des deux systémes sont des cercles. »
(Durin, Applications de Géométrie et de Méchanique,
p. 200 et suiv., 1822.) Ayant I'intention de ne m’ap-
puyer que sur la Géométrie élémentaire, je laisserai de
cOLé cette définition; mais, afin de montrer dés a présent
Pintérét que peuvent présenter ces recherches, je ré-
sume rapidement les propriéiés évidentes qui résulteront
de la considération de la cyclide.

Le lieu du centre d’'une sphére variable w, touchant
constamment de la méme maniére trois sphéres fixes de
centres A, B, C, est une conique (E) dont le plan est
perpendiculaire au plan ABC. La conique (G), focale
de (E), passe par les trois points A, B, C; on connait ses
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tangentesen A, B, C, et 'on saitde plus qu’elle est bitan-
gente au cercle qui coupe orthogonalement les trois
sphéres A, B, C.

La cyclide de Dupin étant aussi I’enveloppe d’une
seconde famille de sphéres A, B, C, . .., dontles centres
décrivent la conique (G), le théoréme de Dupuis revient
a dire que chaque sphére enveloppée telle que A est
tangente a sa surface enveloppe en tous les points d'un
cercle. Or ce résultat peut se voir géométriquement par
la méthode indiquée en Géométrie descriptive, lorsqu'’il
s'agit de démontrer que le contour apparent d’un tore
est une courbe paralléle a Iellipse.

Le probléme de Géométrie plane consistant a déter-
miner deux cercles w, w' tangents aux trois cercles A,
B, C est identique a ce probléme de Géométrie a trois
dimensions : « Déterminer la section de la cyclide par
un plan passant par les centres de trois sphéres A, B, C
appartenant 2 un méme mode de génération. »

Les propriétés de la cyclide indiquent immédiatement
qu’on peut remplacer les trois cercles A, B, C par trois
autres cercles quelconques ayant leurs centres sur une
conique déterminée (G) et coupant orthogonalement un
cercle fixe, le cercle orthogonal des trois cercles A, B, C.
Inversement, la figure plane relative au probleme d’Apol-
lonius permettra de se rendre compte avec précision
de la génération de la cyclide de Dupin, ainsi que de sa
forme extérieure; la surface se présentera comme
presque aussi simple que le tore et aussi facilement
accessible aux procédés de la Géométrie descriptive.
On obtiendra ainsi un exemple de surface enveloppe
se traitant complétement et simplement sans autre con-
sidération infinitésimale que celle du plan tangent & la
sphére. ,

Il me, reste maintenant a justifier toutes ces asser-
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tions. La méthode analytique pourrait conduire au but
de la maniére la plus satisfaisante, et, 4 ce propos, j¢
dois avouer que l'idée premiére et la substance de ce
travail m’ont été fournies par la théorie des coniques
focales et de la cyclide de Dupin, telle que nous I'a
présentée M. Darboux dans son Cours de I'Ecole Nor-
male, en 1875. L.e mode de démonstration employé ne
laisserait subsister aucun doute sur la possibilité d’ar-
river aux mémes conséquences par la Géométrie pure de
Poncelet et de Chasles; mais, pour éviter toute ambi-
guité, je m’eflorcerai de ne faire usage que des théo-
rémes contenus dans tous les Traités classiques de Géo-
métrie élémentaire.

2. Propriétés focales. — Sil'on se reporte a la solu-
tion du probléme : « Placer une ellipse, une hyperbole
ou une parabole sur un céone de révolution » (Géomeé-
trie, par E. Rouché et de Comberousse, n® 1082), on
constate aussitot que l'on a : soit

. SA'—SA =92c  (fig. 562);
soil

SA'+ SA =2c (fig. 563).

Le lieu des sommets des cones de révolution passant
par une ellipse donnée (E) est donc une hyperbole (H)
dont le plan perpendiculaire a celui de I'ellipse passe
par le grand axe de Uellipse; I’hyperbole admet comme
foyers les sommets de ellipse et comme sommets les
foyers de Vellipse. On voit sur la figure (fig. 562) que
V'axe du cone de révolution en chaque point S est préci-
sémeuot la tangente a 'hyperbole (H) en ce point. Inver-
sement, on trouverait comme lieu des sommets des cones
de révolution passant par 'hyperbole (H) Vellipse (E),
et 'axe du cone est en chaque point la tangente 4 el-
lipse. '
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Je désigne par A la droite d’intersection du plan Q de
'ellipse (E) avec le plan P normal a ’hyperbole au point
S, et je veux démontrer que le rapport des distances de
tout point M de I’ellipse au point fixe S et a la droite

. . C
fixe A est constant et égal & —.

En effet, le plan P normal en S a T'hyperbole est per-
pendiculaire 4 'axe du céne de révolution qui a pour
sommet S et 'ellipse (E) pour directrice. Or, le rapport
des distances de tout point de la surface d'un cone de
révolution S au sommet S et 4 un plan P perpendicu-
laire 4 I'axe et mené par le sommet est constant et

s ] .
égal a o 2 B étant’angle au sommet du cone. D’autre

part, les distances d'un point quelconque du plan Q
de Pellipse (E) au plan P et a I'intersection A des deux
plans P et Q sout aussi dans un rapport coustant.

Le rapport des distances d’un point de Pellipse a Set
4 A est donc constant, et ’'on aura sa valeur en le déter-
minant pour un point particulier, par exemple pour le
sommet A (fig. 562).

Réciproquement, tout point Sde I'espace, jouissant de
la propriété que le rapport des distances d’un point quel-
conque M d'une ellipse (E) a ce point et a une droite
fixe A du plan de l'ellipse soit constant, est le sommet
d’un cone de révolution passant par (E). En eflet, si
I’on méne le plan P passant par A et S, le rapport des dis-
tances de tout point M de I'ellipse 4 P et a S sera con-
stant, ce qui signifie que la droite SM fait un angle
constant avec le plan P.

Il est dés lors tout naturel d’appeler les points tels
que S des foyers de I'ellipse. Le lieu des foyers d’une
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