NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

ETIENNE POMEY

Longueur des axes d’une section plane d’une
quadrique, en coordonnées obliques

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 8

(1889), p. 88-98
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1889_3 8 88 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1889, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1889_3_8__88_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

LONGUEUR DES AXES D'UNE SECTION PLANE D’UNE QUADRIQUE,
EN COORDONNEES OBLIQUES:
Par M. Etienne POMEY.

1. — Notations.

Nous désignerons par %, i, v les angles des axes OX,
0Y, OZ; nous représentervons le plan par 1’équation

(IX+-mY+nlZ+p=o,
et la quadrique (a centre unique) par
SX,Y,2)=09(X,Y,2) +2CX +2CY+2CZ+ D =o,
c¢n posant
o(X,Y,Z) = AX2+ A'Y2 + A"Z2 4+~ 2 BYZ + B'ZX + 2 B"XY.

Enfin, nous poserons, pour abréger,
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II. — 7héorémes préliminaires.

Tutorime 1. — Les équations de la conique, par
rapport & des axes ox, oy, 0z, paralléles ¢ 0X, 0Y, OZ,

et ,}(lSSClll[ })lll' son centre o, sont

(1) lx +~my+nz=o,
(2) o(z,y,5)+K=o.

En effet, en désignant par a, b, ¢ les coordonnées du
centre o, les équations de la conique dans le nouveau
systéme sont évidemment

le +my +nz=o,
flxe+a,y+b,5+4+c¢c)
=o(x,y,3)+xfo+yfo+3fe+f(a,b,c)=o,

ct I'on a, pour calculer a, b, c, les équations

L f £,
A

la +~ mb + nc+p =o,
m n

(ui expriment que le centre o est I'intersection du plan
donné et du diamétre de la quadrique qui est conjugué
de ce plan. Les deux derniéres équations montrent que,
lx + my + nz étant nul pour tout point ., y, z de la
conique, il en est de méme de x f, + y.f; + zf.. l reste
donc simplement 4 caleuler f(a, b, ¢). A cet cffet, dési-
gnons par — 2f la valeur commune des trois rapports
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précédents; il en résulie les équations
Aa+B'b+Bec+C +1Ut =o,
B'a+~A'b+Be +C +mt=o,
Ba+Bb +~A"c—+ C'+nt =o,
qui, multipliées respectivement parv @, b, c et ajoutées
enscmble, donnent
Ca+Cb—+—Cc+D—f(a, b, c)+pt=o.
n joignant a ces quatre équations la suivante
En joignant a ces quatre équations | t
la 4+~ mb + nc+p =o,
on a un systéme linéaire et non homogéne en a, b, ¢, 7,
f(a, b, c), qui donne f(a, b, c) par les formules de
ramer; ou, plus simplement encore, on élimine a, b, ¢
C ) s | ’ )
(en tant qu’ils figurent explicitement) et #, ce qui donne

) C l
| A ‘ (04 m
‘ ....... cr n|=o,
|G d G D—f(a,bye) p
| I m n P [

ou cnfin
Hy—f(a, b, c)r;=o0.

En conséquence, la conique est bien représentée,
dans le systeme oxyz, par les équations (1) et (2).

Tutorkme 1. — E'tant donnée la forme quadratique
a trois variables O (x, 3, z), pour que le discriminant
de la forme quadratique & deux variables

’

e(,,y,_ M)

n

soie nul, il faut et il suffit que celui de la forme qua-
dratiqgue §(x, y, z)+ 21(lx +my + nz) dépendant
des quatre variables x, ), =, t soit nul lui-méme.
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En effet, lorsque le premicr discriminant est nul, ou
le + my

pour réduire la forme 9(1‘, ), —
he n

) a un seul

’ ) ) . ’ .
carré, qu’on peut d’ailleurs écrire

2
a(az‘—i—b_}’—cl—‘rlf——i’)l},) .

Par suite, 0(x, y, z) peut étre mise sous la forme
s(aw—i—i)y—i— cz)?,

et, comme 2l(lx + my -+ nz)est une somme a]gébriquc
de deux carrés, la forme

b(z, y, 3) +2t(lz+ my + nz)

est réductible a trois carrés; or elle dépend de quatre
variabless son discriminant est alors nul.

Réciproquement, si son discriminant est nul, cette
derniére forme est réductible & moins de quatre carrés ;
deux sont fournis par la décomposition de

2t(lx +~my +ns):

donc §(x, y, z), qui est indépendante de ¢, doit sc ré-
duire a un seul carré

clar +by +cz)%.

Il en résulte que la forme a deux variables

lz —m
0(.2',_;/,— —Ti/)

se réduit 4 un seul carré

lor — mz/>2

n

s<a.7‘+by——c

et, par conséquent, que son discriminant est nul.
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HI. — Recherches des longueurs des axes.

Cela posé, voici le théoréme qui fait I'objet de cette
Note :

L’équation aux carrés des longueurs des demi-axes
de la conique f(X,Y, L) =0,IX +mY +nZ+p=o

est [s]=o. .

DémonsTrATION. — Dans toutes les méthodes de dé-
monstration quisuivent, nous supposons, pour simplifier,
la conique préalablement rapportée au systéeme oxyz,
ce qui naturellement ne change pas la grandeur de ses
axes, ni par suite 'équation demandée. Nous raisonnons
donc dans le systeme oxy'z, et nous représentons la co-
nique, en vertu du Théoréme I, par les équations (1)
et (2).

Premicre méthode. — Pour qu’un point s(z, 3, v)
soit sommet de la conique, il faut et il suffit qu’on puissc
mencer par la tangente en s un plan perpendiculaire au
diamétre os.

La tangente en s a pour équations

(3) lx+my +nzs=o, wt.o’a—i—‘)'tpl};—t—sgsa,—t—zl\':o.
L’équation générale des plans passant par cette droite
est
x9y+y93+ 29y +2K+2t(lz+my+nz)=o,

t désignant un parametre arbitraire.
Pour que ce plan soit perpendiculaire a la droite os,
dont les équations sont
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il faut et il suflit qu'on ait

oy +2lt  og--amt ¢y +ant

(3)

14 [y t g
2 %« 278 7%y

Or, en multipliant haut et bas ces rapports respecti-
vement par a, 3, v, et les ajoutant terme 4 lerme, on
obtient le rapport
al, + Bog + yey — a2t (la+m8 + nv)

2 (20q =~ Bog —— Y0y)

b

ou, d’apres le théoréme des fonctions homogénes,

2¢(2, B, Y)+2t(la+mB+ny)
s(a B, 7)

Enfin, en observant que «, 3, v satisfont aux équations
(1) et (2), et en désignant par p la longueur du demi-

PPN 2K \
axe os, ce rapport se réduit a — o Et comme, d’aprés
son mode de formation, ce rapport est égal a chacun des
rapports (5), on a

Vo + —ay +20lt =o,
\ o
/

K
(6) 93+ —P—qu—f—szzo.

’ KL
Y+;0'Y+2]l = 0.

En joignant & ces trois équations la suivante
la+mB+ny=o,

et éliminant &, B3, v, ¢, on obtient immédiatement I'équa-
tion

[p]=0.

Deuxieme méthode. — Pour qu’un point s(2, 3, v)
soit un sommet de la conique, il faut et il suflit que la
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tangente a la conique en s soit perpendiculaire a os,
c'est-a-dire que les droites (3) et (4) soient rectangu-
laires. Les coefficients directeurs de la premiére sont

mel, — not ne, —1o,, log — mo,
Ty 78 72 Pyr 9B T

La condition de rectangularité est done, d’aprés une

formule connue,

(7) (moy— ngg)oy+(n9y—19))sg+(lgg— myy)ey =o.
L’équation cherchée est le résultat de I'élimination

de a, 3, y entre Péquation (7) ct les trois suivautes, ou

o désigue P'inconnue os,

(8) la+mB+ny=o,
(9) 9(2. 8, v)— K=o,
(10) a(2 3y v) =7

L’équation (7) peut s’écrire

(1)

j l(‘.’;fic:( '_‘-"YUB) -+ m(‘f‘y":z_‘f‘l;fy)
-+ n (95,08 — 9pTy) = 0.

Les équations (8) et (11), homogénes en £, m, u,
donnent

’

B(9ho3 — 989%) — Y (9y0u — 950y)

/

(12) D 1(98% — 9y9B) — (9% — 98 %)
m

_ #(9y%% — 93%y) — B(9By — $yop)
n

Or le numérateur du premier rapport peut s’écrire
successivement

(Bog + o)) o5 — o (Bes + 19Y),
(a0, = By + 3y ) 0y — 3y (0w + Bog + Yoy)

ou, ’apres e théoréme des fonctions homogénes,

pa(z, 8 7)ok — 2% (2 B 1)%
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et enfin, d’aprés (9) et (10),

200, +2Ka),.

Les numérateurs des deux autres rapports sont, de

méme,
2098 + 2Kay, 200} +2Kal.

Les équations (12) deviennent done

A , , K,
(?ot—%—_P'cu BT =% ‘?y“‘gcy
13 = = .
(13) [ m n
En désignant par — 2¢ la valeur commune de ces

rapports, on en conclut les équations (6) et, par suite
encore, [o]=o.
¥

Troisieme méthode. — Pour qu'un point s(a, 3, v)
soit sommet de la conique, il faut et il suffit que les tan-
gentes en s a la conique et au cercle concentrique qui
passe par ce point soient paralléles.

La tangente i la conique en s est représentée par les
équations (3).

Le cercle considéré étant représenté par les équations

(14) lz +~my +nz=o, o(z, ¥, 3)=p,
les ¢quations de la tangente en s a ce cercle sont
(15) lez+my—+ns=o, T3, +yag+ 59, — 20 = 0.

Pour que les droites (3) et (14) soient paralléles, il
faut et il suffit qu’on ait

' ’ ’ ’ !
mey —nog  noy—lsy log — may

W '_r‘ - T 7 — 7
mohy —nog  ngy— Uy log—moy

La sommne des numérateurs, respectivement multipliés
par o4, 53, 5y, est identiquement nulle. On a donc aussi,
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a I'dgard des dénominateurs,
. . . - g - iy
aa(mch, — ?3) +o'ﬁ(n9a—— l<ﬁ,) -+ c,{(lc‘aﬁ — mg?z) =o.

C’est la relation (7). Comme on a, d’ailleurs, les re-
lations (8), (9), (10), on voit qu'on retrouve, pour dé-
terminer o, 3, ¥, p, e¢xactement les mémes équations
que dans la deuxiéme méthode.

Quatriéme méthode. — Pour que le point s(, ByY)
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que le
plan de la conique soit tangent au coéne qui a pour som-
met le centre o de la conique et pour directrice I'intersec-
tion de U'cllipsoide avec la sphére de centre o qui passe
par le point s.

Soit o(x, ¥, z) = p lasphere considérée. Le cone con-
sidéré a pour équation

e (2, 95 3)+ %G(ﬂ”y ¥ &)=o,

ct Pill' Sllit,(: son p‘(lll langcut cn s est I‘CPl’éS(’]l[é par
.'L‘(o' + Ks’ > +y< 8+ Kc' ) +z( v+ Kc')
: - - - =o.
a™ 5 % BB fr %y

Pour que ce plan se confonde avec celui de la conique,
il faut ct il suftit que I'on ait

'+Eo" '—+—Eo" <s'+K
P P“:?ﬁ PB:tY P

! m n

Ce sont les équations (13 ), d’oul'on conclut les équa-
tions (6), et par suite [p] =o.

Cinguieme méthode. — Les valeurs cherchées de P
sont les carrés des ravons des deux cercles concentriques
et bitangents a la conique.
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L’un quelconque de ces cercles est représenté par les
équations (14).
Pour que la conique et le cercle considéré soient bi-
tangents, il faut et il suffit qu'il en soiL de méme de
leurs projections sur le plan xoy, savoir

(P<‘T!J/7_' @)"’K:O,
lor +
(e )

La condition nécessaire et suffisante de bitangence de
ces deux coniques est que leurs cordes communes passant
par le point o, savoir

[r_;m'y>—;——lso'(x,y,— l.z+my> —o,

(16) c_’a(z, ¥, — sl "
soient confondues. Or, pour cela, il faut et il suffit que
le premier membre de (16), qui est une forme quadra-
tique a deux variables, se réduise 4 un seul carré et,
par conséquent, que son discriminant soit nul, condition
qui, en vertu du théoréme II, revient a égaler a zéro
le discriminant de la forme suivante a quatre variables

Xy )53y 1,

o(z, ¥y, 2)+ —Iga(z,y, z)+2t(lx +my + nz).
°

On obtient ainsi 'égquation
q

[p]=o.

Cette méthode est remarquable, en ce qu’elle n’exige
q ? q feladb}
comme on voit, presque aucun calcul.

Sixiéme méthode. — Les valeurs cherchées de p sont
le maximum et le minimum de la fonction o(x, y, z),
ou x, y, z sont assujettis aux relations

lx+my—+nz=o, o(z, ¥, 3)+K=o.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Février 1889.) 7
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On peut évidemment encore dire que ce sont le maxi-
mum et le minimum de

—-—Ko‘(:p, 7, l.’z:—i—my)
n
(e +m
‘P<$v}’,— _n__}’>

Les deux termes de cette fraction sont des fonctions
homogeénes du second degré en x et y, el, par conséquent,
d’apreés la théorie élémentaire des maximum et minimum
de la fraction générale du second degré, les valeurs de o
sont les racines du discriminant de la forme

lr +m K lr+m
‘?(x»}’v— ——’—“Z> = ;CT(ZW}’,""—,Z—Z)

n

ou, ce qui revient au méme, d’apreés le théoréme II, de
la suivante
K
0o+ —o+2t(lx+ my + nz),

ce qui donne
{pl=o.



