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NOUVEAU THÉORÈME SUR LES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES;

PAR M. JOSEPH JOFFROY,

Professeur au lycée de Nantes.

Un de mes élèves, Gaston Brunet (classe de 4e année
d'Enseignement spécial) a le mérite d'avoir remarqué
par des essais la propriété numérique suivante :

Soit les progressions

T i . 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 - 1 3 . . .

7 1 . 5 . 9 . 1 3 . . .

Le premier terme de la dernière est le cube du pre-
mier terme de la première; la somme des trois ternies
suivants (5, 9, i3) est Je cube du terme 3, la somme des
cinq termes suivants est le cube du terme 5, etc.

Il a été conduit à cette relation par la même relation
connue sur les progressions

1, 2 , 3 , 4, 5 , 6 , 7 , 8, . . .

r, 3 , 5 , 7,

Cette propriété et celle que Brunet a trouvée sont des cas
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particuliers du théorème suivant auquel elles m'ont con-
duit :

Soient
a.b.c.d.e.f.../c.l(l-h R). . .

une progression arithmétique à termes entiers et
soient

a. c. e. g... À' ( l -+- R ) . . .

la progression formée par les termes de rang impair de
lautre ; je décompose la seconde en groupes de a, b, c,
d, . . . / , ( / -f- R) termes : la somme des termes du pre-
mier groupe vaut le cube de a, la somme des termes
du second groupe vaut le cube de b, . . . , la somme
des termes du (n -\- i) groupe vaut le cube de l -{- R,
à la seule condition que le terme a soit Vunité ou à la
seule condition que R = a.

Démonstration. — Le premier terme du groupe qui
contient / + R termes de la seconde progression est pré-
cédé par

fl + i + c + . . . + / ou (a H- /) — termes.

Je remplace n par sa valeur tirée de la formule connue

et je trouve que le nombre des termes qui précèdent ce
terme est

(a -f- / ) ( / — a -f- R)

Ce terme vaut donc

flf + (fl + / ) ( / — a -h R) .

Le dernier terme du groupe considéré vaut



et la somme des termes de ce groupe

expression qui peut s'écrire
[(/-+-R)*-H (i — a)(a — R ) J ( / H - R )

et qui peut se réduire à (/-f-ïl)3, soit lorsque « = i,
soit lorsque R = a. c. Q. F. D.

Application ƒ. — La somme des cubes des n premiers
nombres impairs

1 . 3 . 5 . ..(in — i)

est égale à la somme des

i-h3-1-5-}-...-4-(2rc — T) OU n1

premiers termes de la progression
i , 5 , 9 , i 3 , . . . , / ,

ou à

q u i s ' éc r i t , e n r e m p l a ç a n t / p a r i -f- (n2 — i j4?

(m- — i)/ i2 .

Application II.— La somme des cubes des n premiers
nombres pairs

i, 4' 6, 8. io, i?., . . . , m

égale la somme des

i -t- 4 -t- G -r- . . -1- i n ou n ( n -J- i )

premiers termes de la progression

2 . 6 . i o . i 4 . • • /

Elle vaut donc
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Substituant à / son expression

2 H- [n(n -}- i) — i] j .

l'obtiens, pour expression de la somme cherchée,

'À/I-( n H- i ) 2 .


