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SUR LE NOMBRE DES RACINES
COMMUNES A PLUSIEURS EQUATIONS SIMULTANEES;

Par M. EmiLe PICARD.

La recherche du nombre des racines communes a
plusicurs équations simultanées a fait autrefois 'objet
des travaux de Cauchy, et de Liouville et Sturm. Plus
ré¢cemment M. Kronecker a rencontré aussi cette ques-
tion dans ses profondes recherches sur les caractéristi-
ques des systemes de fonctions de plusieurs variables
(Monatsberichte, 1869). Je vicns de traiter ce probléme
dans mon Cours a la Faculté des Sciences; un résumé
de la Lecon que j’ai faite a ce sujet pourra peut-&tre in-
téresser les lecteurs de ce Recueil. Nous allons nous
borner aux cas de deux et de trois équations simulta-
nées; Uextension de la méthode 2 un nombre quelconque
d’équations ne présenterait aucune difficulté.

1. Soient d’abord les deux équations

Fi(z,y)=o0,

F2('2'7y)7 0,
14y et I, étant des fonctions continues de & ¢t y ainsi
que leurs dérivées partielles du premier ordre dans unc
certaine région du plan. Soit dans celte région une
courbe fermée G je suppose qu'il n’y ait pas sur cette
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courbe de point correspondant a une solution commune
aux deux équations précédenws.
Je considére Pintégrale curviligne
Lo
= L / Pdr—Qdy.

)1—':/(;

prise le long du contour C et dans le sens direct, ¢’est-

a-dire en avant a sa gauche Iaire vnvcloppéc. On a pos¢
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Un calcul immédiat montre que on a
o 0Q
’)‘}' ')'l .

On cn conclut de suite, d’aprés un théoréme bien
comnu, que intégralesera nulle si P et Q sont continues
a 'intérieur de G, c’est-a-dire s’il n’y a pas de racine
commune aux deux équations al'intéricur de ce contour.

Supposons maintenant qu’il y ait a I'intérieur de C
1n point A corrvespondant i une racine commune aux
deux équations. Au licu de caleuler I en intégrant le
long de €, nous pouvons intégrer le long d’une courbe
queleonque entourant le point A. Or prenons ce point
pour origine, et développons IYy et I¥y, d’aprés la formule
de Tavlor

Fiiro=aje+biy—+....

Fy(eyr=ayr + byy +. . .2

je dis que Pintégrale ne changera pas de valeur, si nous
réduisons I’y et 19, 4 ses termes du premier degré. En
ellet, concevons qu'on intégre le long d’un cercle de

rayon s ayant A pour centre; nous aurons dans U'inté-
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grale I un terme indépendant de p, et une partie deve-
nant infiniment petitc avec p. Le terme indépendant
de p n’est autre que 'intégrale I ou F, et F, sont rem-
placées par

az+ by et ayx+byy;

la seconde partie doit disparaitre, puisque I'intégrale ne
dépend pas de p.

Nous avons done

I— D zdr —ydr )
Toan Jo (e + by (ayx + byy)2)’
ou
D= a b
a, b,

Nous devons par suite calculer la valeur de I'intégrale
précédente le long d’une courbe, d’ailleurs quelconque,
enveloppant une fois 'origine. Pour faire rapidement
le calcul, intégrons le long de l'ellipse
(E) (@12 + by y N+ (aex+ byy)2=1.

En désignant par « et 3 les angles faits par la nor-
male extérieure a la courbe avec les axes Ox et Oy,
nous avons d’ailleurs d’une maniére générale, en dési-
gnant par ds 'élément d’arc essentiellement positit,

dz = — ds cosB, dy = ds cosa;

I'intégrale devient donc

D
I = ;f(xco:a -+ cosf)ds,
ou, en appelant 7 le rayon vecteur allant du centre de

Pellipse a I’élément ds et ¢ 'angle aigu fait par ce rayon
vecteur avec la normale

I= —D— [r("oscd&
27, :
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Mais il cst manifeste que U'intégrale qui figure dans
le second membre représente le double de Vaire de Vel
lipse. Or on trouve de suite que Paire de Vellipse repré-
sentée par I’équation (E) est égale a

™
D7’
en désignant par |D| la valeur absoluc de D. On a done

-
~ D]

et, par suite, 1 === 1, suivant que D est positif ou né-
gatif.

Quant a D, ce n’est autre chose que la valeur du dé-
terminant fonctionnel

¥, oF,

Jr  dy
OF; oF, |
| or oy |

au point A. Dans le cas donc ou il y a 4 l'intéricur de C
unc scule racine, la valeur de U'intégrale 1 sera %=1,
suivant que le déterminaut fonctionnel de F, et I, au
point A est positif ou négatif.

Silyaal mtemcur de C un nombre quelconque de
racines, on conclut immédiatement de ce qui précéde le
théoréme suivant :

La valeur de 1 est ¢gale a la différence entre le
nombre des racines contenues dans C. pour lesquelles
le déterminant fonctionnel est positif, et celles pour
lesquelles le déterminant fonctionnel est négatif.

Il est claiv que nous avons exclu de notre analyse le
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cas ou pour une racine le déterminant fonctionnel scrait

nul, c’est-a-dire le cas des solutions multiples.
Remarquons encore que le théoréme précédent aurait

pu étre établi plus rapidement, puisque Uon peut écrire

1 F
1=— A d(arc Lang-F—2>,

2T 1

mais j'ai voulu suivre une marche entiérement ana-
logue a celle dont je vais faire usage pour le cas de trois
équations.

2. Soicnt maintenant les trois équations

F‘(.Z', 7‘5): o,
Fy(z,y,5)=0, .
Fs(x,y,3)=o0,

¢t S une surface fermée limitant un certain volume. Je
considére 'intdgrale suivante étenduc a la surface F

1:,Lﬂffr\dydz+lzdzdx+(:dxdy,
4 . :
on

| . oF JF,
Fo o o
F QEQ QF‘-’
* 9y 0
IF;  oF,
F, —°
’ 0 ¥4
A= ——‘y 9 37
(F2+F2+F2)2
iy, P OF,
Fs dy Jz
p o2 OF:
S ody 0z
. dF; oF;
, — 2
Jdy 0z
B 3
2

(F1-+F3+F})
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= — Y ..

3
(F3+ F3+ F2)

On vérifie facilement que, quelles que soient les trois
fonctions Iy, Iy et Iy, on a I'identité

0A 9B oC

—_— — =o.

or dy 9z

Par congéquent, d’aprés une proposition bien connue,
Pintégrale T ne change pas quand on déforme la sur-
face d’intégration S sans rencontrer de points ou A, B
et C cessent d’¢tre continus. 1l en résulte que l'inté-
grale I sera nalle, s'il n’y a pas de racines communes
aux trois équations a I'intérieur de S.

Supposons maintenant qu'il'y ait a Iintérieur de S
un point A correspondant & une racine commune aux
trois équations. Au licu de calculer I en intégrant le
long de S, nous pouvons intégrer le long d'une surface
quelconque entourant le point A. Or prenons ce point
pour origine, et développons Fy, Iy, Iy d’aprés la for-
mule de Taylor

Fir.y, s)=aijx+ by +cy3+....
Fo(r,y,3)=asx + by y + cos +....

F:X(Tv‘)’, 3)2(13‘1,‘—*—1)3&1/—;— C3 % +....

Nous montrerions ici, comme plus haut, que I'inté-
grale ne change pas de valeur, si nous réduisons Iy,
Fa et Iy & ses termes du premier degré. L'intégrale I
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devient alors

el

D o) > rdyds+vdsde + sdrdy
= //S[(a,1~+l;,y+cl-)2 )
e ? '

(x4 byy a3+ (azxr +by y+c; 5)%]
¢n posant
a; by ¢
l) = [22} l)-z Cy |
as by c;
qui est supposé essenticllement difiérent de zéro.

En désignant par 2, 3, v les cosinus des angles faits
parla normalc extérieure i la surface d'intégration avee
les axes de coordonnées et en appelant ds I’élément
essenticllement positif de la surface, nous devons poser

dy dz = cosa ds. dz dx = cosf ds, dzr dy = cosy ds.

Si donc nous intégrons le long de Vellipsoide E
(E) {(ayr b1y 41524 (ayx =4 byy + ¢35 )?

2 +(asxr 4+ by +c33)2=1,

Pintégrale deviendra

I= /B ff{xcosa “+ycosB + zcosy) ds,
47,

ou, cn appelant » le rayon vecteur allant du centre de
Pellipsoide a I’élément ds, et o I'angle aigu fait par le
rayon vecteur avec la normale,

l:%ff}'('os?dc.

Mais I'intégrale double, qui figurc dans le second
membre, est égale a trois fois la somme des pyramides
élémentaires de sommet A et de base ds, et par consé-
quent égale a trois fois le volume de l'ellipsoide E. Or
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on trouve sans peine que le volume de (E) est égal a
4

- T

‘ .
by’

par suite, on a cncore I'égalité

D

= ——
| D]

et nous arrivons {inalement au méme énoncé que pour
le cas de deux équations :

Lintégrale 1 est égale a la (l{]]b’l'elzce entre le
nombre des racines contenues dans S, pour lesquelles le
déterminant fonctionnel

OF, OF, oF, |
or v 03
17) APSNG] OS] O
l)\;; 0)'« —U_.::' !
12 QP7) O] O

or dy 03 )

est positif, et celles pour [esquelles ce déterminant est
négatif.

On voit le role important joué par le signe du déter-
minant fonctionnel ; ¢’est seulement quand ce détermi-
nant aura un signe invariable a Pintérieur de S que
les  considérations précédentes donneront le nombre
exact des racines. Ainsi, par exemple, pour le cas de
deux équations

Fi(x,5)=o.

Fo(x,y)= o,
si 'y 4+ 11, st une fonction analytique de x + iy, le
déterminant fonctionnel sera une somme de carrés; on
aura donc cxactement par Pintégrale I le nombre des
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racines situées dans un contour, et 1'on retombera ainsi
sur le théoréme de Cauchy.
Pareillement, étant données les deux équations

P(z,y)=o,
Q(-T,}’)‘—' 0,

ouP et Q désignent cette fois des fonctions analyliques,
uniformes ct continues des deux variables complexes x
et y (nous posons x =ux'+ix", y =3 +1iy"), ces
deux équations reviennent aux quatre équations réelles

Pn(x‘,;ﬂ”",}":}’"): 0,
Py, 2", .}’”}'”): )
Ql(‘z‘,’x”7.}/,?‘y”): o,
Qo (2, 2", ', y") = o,

¢t Pon pourra représenter par une intégrale définie le
nombre des racines communes a ces (uatre équations,
correspondant a des points situés a lintéricur d’une
surface S de Vespace a quatre dimensions (&', 27, ¥/, y");
le déterminant fonctionnel des quatre fonctions P et Q
a en effet un signe invariable.



