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ETUDE GEOMETRIQUE D I M FAMILLE DE CONIQUES;

P\H M. CiURiEi, FVBRY,

Viiritn hltve de l'hcolc Polytechnique

On sait que la perspective d'une eubique gauclie sur
un plan quelconque, en prenant pour point de vue un
point de la courbe, est une conique. Si l'on prend pour
point de vue successivement tous les points de la
courbe, le plan restant tixe, on aura une famille de co-



niques; c'est cette famille de coniques que je me propose
d'étudier.

I.
1. Soient

P le plan fixe ;
2, S' deux coniques quelconques données dans ce plan ;
A, B, C trois de leurs points d'intersection;
a le quatrième.

Menons par a une droite non située dans le plan P,
et prenons sur cette droite deux points S et S'. Les
cônes, ayant respectivement pour sommets S et S' et
pour directrices S et 2', ont une génératrice commune
SS'; la courbe commune à ces deux cônes se compose
donc de cette droite et d'une cubique gauche qui passe
par les points A, B, C, ainsi que par les points S et S'.
Les deux coniques S et S' sont donc deux perspectives
de cette cubique gauche. Nous allons chercher à définir

toutes les autres perspectives de la courbe. Cherchons
un autre point de la cubique. Pour cela, je coupe par
un plan passant par SS' (fig. 1). Ce plan coupe 2
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en p et S' en />'. Les droites /?S, / / S ' se coupent en un
point Sr/ qui est sur la cubique. La perspective de la cu-
bique par rapport à ce point est une conique 2/7 passant
par les cinq points A, B, C, p et / / .

Donc notre famille de coniques peut être définie de
la manière suivante :

On donne un triangle ABC (/îg. a) et deux coniques

S et 2' circonscrites à ce triangle. Ces deux coniques
se coupent en un quatrième point cf.. Par ce point on
mène une sécante xmriable pp' a, et l'on fait passer
par les cinq points A, B, C, p, p' une conique.

Deux coniques de la famille n'auront qu'un point
commun autre que A, B, C.

Les coniques S et S' sont deux coniques quelconques
de la famille. Donc :

THÉORÈME I. — Si Von prend trois quelconques des
coniques définies comme ci-dessus, les trois points d'in-
tersection (autres que A, B, C) de ces coniques, prises
deux à deux, sont en ligne droite.

2. La conique S' doit passer par le point où la tan-
gente à la cubique en S" rencontre le plan P, et ce point
est celui où la conique S" touche l'enveloppe de nos co-



niques. Or ce point est à l'intersection de la tangente
à S en p et de la tangente à S' en p', Donc :

THÉORÈME II. — Si M/f est l'intersection des tan-
gentes à S et 2' en p et p1', la conique passant par A, B,
C, /;, / / passe en AI", et ce dernier point est celui oh
cette conic/ue rencontre la conique infiniment voisine
de la famille.

La conique 2 passe au point où la tangente en S à la
cubicjue perce le plan. Or ce point est à l'intersection
de la conique 2 avec la tangente à S'au point a. On a
donc le théorème suivant :

THÉORÈME I1J. — 2 étant une des coniques de la fa-
mille, les tangentes aux autres coniques de la famille
au point oit elles rencontrent la conique 2 passent par
un même point AI, qui est le point ou la conique 2
touche l'enveloppe.

De ce théorème résulte que, par aucun point du plan

Fis- 3.

on ne peut faire passer plus de deux coniques de la fa -
mille.

3. Les théorèmes II et III sont des conséquences im-
médiates du théorème I.

Soient en ellet S, 2r, If' trois' coniques de la famille :
5' et 2" se coupent en a, I et S/; en a, S et 2' en a". On



sait que les points a, a'y a" sont en ligne droite. Soit S'J
la conique infiniment voisine de 2"; elle rencontre S
cm a\, S' en a, et S" en M/f. Les droites aa, et « ' ^ sont

les tangentes en a et «' aux coniques S' et S. Or les
points JU"«a, et les points AF^V/', sont en ligne droite,
ce qui démontre le théorème IL

Le théorème III n'est qu'une autre manière d'énoncer
le théorème IL

Ces deux théorèmes peuvent s'énoncer de la manière
suivante :

Si deux coniques de la famille S et S' se coupent
en a, la tangente à l'une d'elles en a passe par le
point oit l'autre touche l'enveloppe.

ï. Enveloppe de ces coniques. -— L'enveloppe de nos
coniques est le lieu des traces des tangentes à leur cu-
bique gauche sur le plan P, c'est-à-dire l'intersection
du plan P et de la surface développable qui a la cubique
gauche pour arête de rebroussement. L'enveloppe de nos
coniques est donc une courbe du quatrième degré qui a
trois points de rebroussement en À, B, C. Les tangentes



en ces points sont les traces sur le plan P des plans
osculateurs à la cubique en A, B, C. Or ces plans oscu-
lateurs se coupent en un point du plan P. Donc :

THÉORÈME IV. — L'enveloppe de nos coniques (pu lieu
des points tels que IVF) est une courbe du quatrième
degre', qui a pour points de reb rous sèment les points A,
B, C, et les tangentes en ces points sont concourantes.

II.

ÉTUDE DES CONIQUES, DROITES ET POINTS CORRESPONDANTS

P \ R RAPPORT A UN TRIANGLE.

5. Soient A, B, C un triangle, S une conique circon-

Fig. 5.

scrite. Nous allons définir cette conique d'une manière
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symétrique par rapport aux éléments du triangle, au
moyen d'une droite ou d'un point :

i° Soient A a, B[3, Cy les tangentes en A, B, C à la
conique S. Les points a, [3, y sont sur une droite D. A
chaque conique S correspond une droite telle que D, et
à chaque droite correspond une conique. La droite I)
peut donc servir à définir la conique.

2° Les tangentes A a, B [3, Cy forment un triangle
abc, et les droites Ar/, B/J>, Ce concourent en un point P.

Fi {T. b.

A chaque conique correspond un point P. Réciproque-
ment, si P est donné, on en déduira les points a', ^', y'.
Or les points a, [3, y sont les conjugués harmoniques
des premiers par rapport à BC, AC, AB, et les points a,

t3, y ainsi construits seront en ligne droite. On aura
alors les tangentes à la conique en A, B? C, et par suite
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la conique. Le point P peut donc aussi servir à définir
la conique.

De même, si T est une conique inscrite au triangle,
on pourra la définir par un point ou par une droite; la
Jîg. 6 fait suffisamment comprendre de quelle manière.

G. Prenons le triangle ABC pour triangle de réfé-
rence. On démontrera sans difficulté les résultats sui-
vants :

Si un point P a pour coordonnées x, j r , z, la droite
correspondante D aura pour équation

X
X

Y
l •

y
z1 = o,

la conique correspondante S

la conique inscrite correspondante T

Si l'on se donne une courbe que décrit le point P, il
est facile de trouver l'enveloppe de la droite et des deux
coniques correspondantes ou réciproquement.

Le Tableau suivant donne quelques-uns des résultats
que l'on obtient ainsi ;



Courbe
décrite par un point J

Droite A :

X

a

Conique circonscrite X :

a b c
1 \~ - = o.x y z

Conique inscrite

Enveloppe
de la droite correspondante P

Emeloppe
de la conique circonscrite S.

Conique inscrite corres- Point correspondant de A
pondante de A :

\ \ Z

Point correspondant de

X Y _ Z
a ~~ b c

Cubique, etc. :

Courbe du quatrième degré
ajant pour poinU de rc-
broussement les trois som-
met> du triangle, les tan-
gentes en ces points concou-
rant au point conjugué de S,
et pour tangente double la
droite conjuguée de il :

Droite correspondante de (-) :

\ Y Z
,- - -| — o.

a b c

Enveloppe
de la conique inscrite T.

Courbe du troisième degré
ayant pour point double le
point correspondant de A,
pour points d'inflexion les
points communs au côté du
triangle et à A, et pour tan-
gente d'inflexion les côté*
du triangle

\ a ' p V f "

Droile correspondante de S : oi

Z

*/Y 4/Z
T H- l / - = o.
b y c
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Toutes les réciproques de ces théorèmes sont vraies}

par exemple, si une conique circonscrite au triangle
ABC passe par un point fixe, le point correspondant de
cette conique décrit la droite correspondante du point
fixe.

7. Nous avons rencontré dans ce qui précède une
courbe du quatrième degré ajant trois rebroussements.
Il est facile de démontrer que cette courbe est la plus
générale de cette espèce, c'est-à-dire que toute courbe
du quatrième degré, qui a pour points de rebrousse-
ment les trois sommets du triangle de référence, est re-
présentée par utie équation de la forme

II suffit, pour le démontrer, de partir de l'équation
la plus générale des courbes du quatrième degré et d'ex-
primer qu'elle a les trois sommets du triangle pour
points de rebroussement. On en conclut ce théorème :

THÉORÈME Y. — Si une courbe du quatrième degré
a trois points de rebroussement A, B, C :

i° Les tangentes en ces points concourent en un
point P;

2° La courbe a une tangente double qui est la
droite correspondant au point P par rapport au
triangle ABC.

On verra de même que toute courbe du troisième
degré, qui a un point double (coordonnées a, b, c) et
trois points d'inllexion situés respectivement sur les
côtés du triangle, avec les côtés de ce triangle pour
tangentes d'inflexion, a pour équation

A s/x A S/Y A s/z
y a y b y c

Ann. de Mathémat., 3e série, t. VIII. (Février 1889.)
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On en conclut ce théorème :

THÉORÈME VI. — Si une courbe du troisième degré a

un point double et trois points dinflexion :

i° Les trois points d'inflexion sont en ligne droite ;

2° La droite qui joint ces points est la droite con-

juguée du point double par rapport au triangle formé

par les tangentes d'inflexion.

Les théorèmes V et VI se déduisent l'un de l'autre

par les polaires réciproques.

THÉORÈME VII. — Si deux coniques S et S' circon-

scrites au triangle ABC ont pour points correspon-

dants P et P', le point d'intersection de ces deux co-

niques est le point correspondant à la droite PP'.

Car toutes les coniques dont les points correspondants
sont sur PP' passent par un môme point, qui est le
point correspondant à PP'.

On démontrera de môme :

THÉORÈME VIII. — Si deux coniques T et T' inscrites

au triangle ABC ont pour droites correspondantes D

et D', la tangente commune à ces coniques est la droite

correspondant au point commun à D et D'.

Supposons qu'un point décrive une courbe P. La co-

nique circonscrite correspondant à ce point enveloppera

une courbe C. Le point où chacune de ces coniques ren-

contre la conique infiniment voisine est le point con-

jugué d'une tangente à la courbe P. De là ce théorème ;

THÉORÈME IX. — Supposons qu'an point décrive une



courbe P, la conique circonscrite correspondante de
ce point enveloppera une courbe C. Si une droite reste
tangente à la courbe P, son point conjugué décrira C.

On démontrera de même le théorème suivant :

THÉORÈME X. — Supposons qu'une droite reste tan-
gente à une courbe D. La conique inscrite correspon-
dante enveloppera une courbe T. Si un point décrit T,
sa droite correspondante décrira D.

Les réciproques sont aussi vraies.
Par exemple, si une conique inscrite reste tangente à

-, . . . a b c i •

Ja conique circonscrite ^ ~f~ v H" y = °» sa droite con-

juguée enveloppera la quar tique 1 / Y + [/ v ~^\/ Z ~ °'
Une conique circonscrite au triangle ABC et la co-

nique inscrite correspondante sont bi tangen tes, et la
corde des contacts est la droite correspondant à ces co-
niques. En effet, les équations des deux coniques sont :

1-Î-6ZX-
et

\2 Y2 Z* YZ ZX XY _
a2 6>2 c2 bc ac ab

et cette dernière équation peut s'écrire

i-
abc

ce qui démontre le théorème. Les points de contact des
deux coniques sont imaginaires. On démontre sans dif-
ficulté que, inversement, si deux coniques, Tune inscrite,
l'autre circonscrite au triangle ABC, sont bitangentes,
elles sont correspondantes et Ja corde des contacts est
la droite correspondante des deux coniques.
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III.

9. Revenons à la famille de coniques obtenue en
prenant les perspectives d'une même courbe gauche du
troisième degré par rapport aux différents points de la
courbe.

Toutes ces coniques sont, comme nous l'avons vu,
circonscrites à un même triangle ABC. Cherchons le
lieu du pôle de l'un des côtés du triangle par rapport à
ces coniques.

Soient A, B, C les trois points où la cubique ren-
contre le plan P; A a, B[3 les tangentes en A et B à la
cubique. Soit S un autre point de la cubique. La per-
spective de la courbe par rapport à ce point sera une
conique passant en A, B, C, et dont les tangentes en A

P

et B seront les perspectives des droites Aa, B(3. Le pôle
g de AB par rapport à cette conique sera donc la trace
sur le plan P de la droite passant par S et rencontrant
les deux droites Aa, B[3. Or, si une droite rencontre
une cubique gauche et deux de ses tangentes, elle en-
gendre un hyperboloïde; car, si l'on considère trois
droites Aa, B|3, Cy et que sur ces trois droites on con-
struise un hyperboloïde, il aura sept points communs
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avec la cubique et la contiendra tout entière; donc
toute droite rencontrant A a, B(3 et la cubique sera
située sur cet hyperboloïde, car elle aura trois points
communs avec lui. Donc :

THÉORÈME XI. — Le lieu des pôles de l'un des cotés
du triangle ABC par rapport aux coniques de la fa-
mille est une conique circonscrite à ce triangle.

Réciproquement, si l'on a une famille de coniques
circonscrites à un triangle ABC et telles que le lieu
des pôles du coté AB soit une conique S circonscrite

Fig. 8.

à ABC, on peut les considérer comme les perspectives
d'une même cubique gauche, que l'on obtiendra en
faisant passer un liyperboloïde par S et en traçant une
cubique placée sur cet liyperboloïde et tangente à deux
génératrices de même système en A et B.

Si g est le pôle de la droite AB par rapport à une de
nos coniques, la droite correspondant à cette conique
sera aj3. Si .r, j r , z sont les coordonnées du point g, la

X Y Z
droite a[3 aura pour équation -—| -̂  = o.
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Or le lieu du point g est une conique circonscrite au

triangle ABC. On a donc - -4- j -f- - = o. Donc :

TjiKoni:MK XIJ. — Les droites correspondant aux
coniques de notre famille passent par un point fixe»

Les points correspondants de ces mêmes coniques
décrivent une conique circonscrite au triangle ABC.

On en conclut que l'enveloppe est une courbe du
quatrième degré ayant quatre points de rebroussement.
On voit de plus que les tangentes de rebroussement de
l'enveloppe concourent en un point, qui est le point
autour duquel tournent les droites correspondantes des
coniques de la famille. Cette courbe du quatrième degré
peut aussi être engendrée par les points correspondants
des tangentes à une conique circonscrite au triangle
ABC.

Il résulte» aussi du théorème Hl\ que par tout point
du plan passent deux coniques de la famille, car l'en-
veloppe des droites correspondant aux coniques cir-
conscrites passant par un même point est une conique.

Les réciproques sont vraies, c'est-à-dire que si des
coniques circonscrites à un triangle ABC sont tangentes
à une courbe du quatrième degré ayant A, B, C pour
points de rebroussement, ou si leurs droites correspon-
dantes passent par un point fixe, ou si leurs points cor-
respondants décrivent une conique passant par A, B, C,
on peut considérer ces coniques comme les perspectives
d'une même cubique gauche. En se reportant au théo-
rème I, on aura le théorème suivant :

THÏ:OIU:AFK XIII. — Si les droites correspondantes de
trois coniques circonscrites à un triangle ABC sont
concourantes* le* trois points d'intersection (autres
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que A, B, C) de ces coniques prises deux à deux sont
en ligne droite, et réciproquement.

Si les points correspondants des trois coniques cir-
conscrites au triangle ABC sont sur une même conique
circonscrite à ce même triangle, les points d'intersec-
tion (autres que A, B, C) de ces coniques, prises deux
à deux, sont en ligne droite, et réciproquement,

10. Soient S une conique circonscrite au triangle ABC
et P, P', Vrf trois points de cette conique. Considérons
les trois coniques circonscrites S, S', Sf/ correspondant
aux points P, P', P / ; . Nous venons de voir que les

points d'intersection de ces coniques prises deux à deux
sont en ligne droite. Or ces points d'intersection sont
les points conjugués des droites PP' , P'P / ;, PP". Puis-
qu'ils sont en ligne droite, ces trois droites sont tan-
gentes à une même conique inscrite au triangle. De là ce
théorème :

THÉORÈME XIV. — Si deux triangles sont inscrits à
une conique, leurs six cotés sont tangents à une même
conique.

On démontrera d'une manière analogue :

THÉORÈME XV. — Si deux triangles sont circon-



scrits à une même conique, leurs six sommets sont sut-
une même conique.

10. De ces théorèmes on peut déduire le théorème
de Poncelet :

Etant données deux coniques S et T, s'il existe un
triangle ABC inscrit à S et circonscrit à T, il en existe
une infinité.

Prenons en eiFet un point [3 sur S, et de ce point me-
nons les tangentes [3a, [3y à T, et joignons ay. D'après
le théorème XIV, il existe une conique tangente aux six

Flff. Kl.

côtés des deux triangles ABC, a[3y; or cette conique se
confond avec T, car elles sont tangentes aux cinq
mêmes droites; donc, etc.

Inversement, du théorème de Poncelet on déduira
facilement tous les théorèmes que nous avons démon-
trés, sans avoir recours à la courbe gauche qui nous a
servi de base.

IV.

Nous allons examiner quelques cas particuliers des
théorèmes que nous avons démontrés.

H. Nous avons vu que l'on pouvait définir la famille



des coniques au moyen de deux coniques S et S' (n° 1 ).
Deux des points A, B, C pourraient être imaginaires
sans que les théorèmes que nous avons démontrés ces-
sent d'être vrais.

Supposons, en particulier, que ces deux coniques
soient des cercles, le théorème XI devient alors le sui-
vant :

Si trois cercles ont un point commun A et si les
trois autres points communs à ces cercles pris deux à
deux sont en ligne droite, leurs trois centres et le
point A sont sur un même cercle, et réciproquement.

Ce théorème est facile à démontrer par la Géométrie
élémentaire; c'est une conséquence immédiate du théo-
rème de Simpson.

On en conclura facilement les théorèmes suivants,
qui sont toujours des cas particuliers de théorèmes déjà
démontrés :

Soient C et C' deux cercles, A et OL leurs points d'in-
tersection. Par OL on mène une sécante variable

Fier. n .

et Von trace le cercle circonscrit au triangle Apç. On
a ainsi une famille de cercles :

i° Le lieu de leurs centres est un cercle passant
en A ;



2° Les points d'intersection {autres que A) de trois
quelconques de ces cercles pris deux à deux sont en
ligne droite ;

3° Le cercle passant par A, p, q passe en M, et le
point M est le point ou ce cercle touche Venveloppe
des cercles analogues ;

4° Cette enveloppe (ou lieu des points M) est un li-
maçon de Pascal qui a un point de rebrous sèment
en A.

12. Nous ne ferons que signaler le cas où le plan de
la figure serait tangent à la cubique gauche. On aurait
alors une familie de coniques passant par un point A et
tangentes à une droite D en un point donné B. L'en-
veloppe serait alors une courbe du troisième degré ayant
un point de rebroussement en A, un point d'inflexion
en B avec D pour tangente en ce point.

Comme cas particulier, B pourrait être à l'infini; les
coniques auraient alors une asymptote commune.

Enfin, si la droite D allait elle-même à l'infini, on
aurait une famille de paraboles ayant un point commun
A, et ayant même direction d'axe. Leur enveloppe se-
rait une cubique de la forme y2 = x3, ayant le point A
pour point de rebroussement. De là ce théorème :

On donne la courbe y-z=x*, et Von considère des
paraboles ayant leurs axes parallèles à Oy, passant à
Vorigine et tangentes à la courbe donnée. Si Von
prend trois quelconques de ces paraboles, les points
d'intersection des paraboles prises deux à deux sont
en ligne droite.

13. Le plan de la figure peut aussi être osculateur à
la cubique gauche. On a alors une famille de coniques
osculatriccs en un même point A. Les points d'inter-



( : • > )

section de trois quelconques de ces coniques prises
deux à deux sont encore en ligne droite. Dans ce cas,
l'enveloppe est une conique, tangente en A à toutes
les coniques de la famille.

V.

1 i. En transformant par polaires réciproques les pro-
priétés que nous avons démontrées jusqu'ici, nous al-
lons obtenir une nouvelle série de propriétés. Nous
ferons observer d'abord que, si une conique est circon-
scrite à un triangle ABC, sa conjuguée sera une conique
inscrite au triangle conjugué du premier, A'B'C', et que
la droite et le point correspondant à la première conique
par rapport au triangle ABC auront pour conjugués le
point et la droite correspondant à la deuxième conique
par rapport à A'B'C'.

Ceci posé, soient ABC un triangle, T et T7 deux co-
niques inscrites à ce triangle, A leur quatrième tangente

Fiff. 12.

commune. Prenons sur cette droite un point a, et me-
nons de a les tangentes a/;, cnq aux coniques T et T',
puis construisons la conique Tff inscrite au triangle ABC
et tangente aux droites a/?, a</. Lorsque le point a se



déplace sur A, nous aurons une famille de coniques
qui jouiront des propriétés suivantes :

i° Si l'on prend trois quelconques de ces coniques,
les tangentes communes de ces coniques prises deux à
deux sont concourantes.

2° La conique T/; tangente à AB, BC, AC, a/?, y.q est
tangente à pq, et pq est la tangente à l'enveloppe de
ces coniques au point où elle est touchée par T7/.

Ou, ce qui revient au même , si A est la tangente
commune à deux coniques T et T' de la famille, le
point de contact de A et de T est sur la tangente à T'
au point où elle touche l'enveloppe.

3° L'enveloppe de ces coniques (ou enveloppe des
droites pq) est une courbe du troisième degré, qui a
pour tangentes de rebroussement les trois côtés du
triangle ABC, et qui a un point double.

4° La polaire de l'un des sommets du triangle ABC
enveloppe une conique inscrite à ce triangle.

5° Les points correspondant à ces coniques par rap-
port au triangle ABC sont en ligne droite.

6° Si les points correspondants de trois coniques
inscrites à un triangle sont en ligne droite, les tan-
gentes communes à ces coniques prises deux à deux
sont en ligne droite, et réciproquement.

Citons comme cas particulier du quatrième théo-
rème :

Si trois paraboles ayant un foyer commun ont leurs
sommets en ligne droite, les tangentes communes à ces
paraboles prises deux à deux sont concourantes, et réci-
proquement.

La démonstration élémentaire de cette proposition
n'oiï're aucune difficulté.


