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SUR LES EQUATIONS AUXQUELLES CONDUIT LE PROBLEME
DE LA DIVISION DES ARCS EN TRIGONOMETRIE;

Par M. Cun. BIEHLER.

1. Nous nous proposons de démontrer, par voie pure-
ment analytique, la réalité de toutes les racines des
, . , a . a
quatre équations dont dépendent cos - el sin — quand

cosa ou sina sont donnés.

Nous ferons usage, pour cela, de la proposition sui-
vante :

I’équation de degré m

",ﬂ:(.l‘—{— ‘/;T‘_b;)m_,_(‘r___\/;t_ l)m: o

a toutes ses racines réelles et comprises entre — 1 et
-+ 1.

Cette propriété résulte immédiatement de la rela-
\ion

’ Vie—27rVN g+~ V=0,
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qui lie trois fonctions V; ellc montre que la suite V,,,
Viu_iy -o+y Vo constitue une suite de Sturm; pour
x =—1, cette suite ne présente que des variations, ct,
pour x = —+ 1, que des permanences.
Cela posé, étudions I'équation qui donne cos ]% » quand

on connait cosa.

I E 2 i
. — ILQUATION QUI DONNE COS ™ ETANT DONNE COSa.

2. Nous partirons, pour la former, de la relation

a . .oa\m a . .oa\™m
2€08a@ = { COS —~ — 7 SIn — —“+{cos— —zzsin— | -
m m m m

En posant

a
cosa = A, c0s — =&,
m

clle devient

oA =(r V= 1)"+ (e —y/z2 =)™
ou bien
Vyu—oA =o.
Soit ®(x) le premier membre de cette équation
d(z)=V,,—2\,
d’on, en prenant les dérivées des deux membres,
()= V),

Désignons par oy, a4, ..., %, les m racines réelles et
inégales de 'équation V,,= o et par 6,, 6y, ..., 6p_,
les m — 1 racines de I'équation dérivée V) =o; ces
racines sont aussi réelles et nous les supposerons rangées
dans l'ordre croissant de grandeur. Nous allons établir
que ces quantités, quisont aussi les racines de ¥'(@r)=o.
substituées dans ®(x), donnent des résultats alternati-
vement de signes contraires; d’aprés un théoréme, con-
séquence du théoréme de Rolle, on aura ainsi établi que
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toutes les racines de I'équation @ (x)= o sont réelles
et inégales.

De I'égalité
S e
on tire

V,/n = ﬁlzn:j [(.Z‘ -+ ‘/;17),” "'"(‘T *—\/‘ﬂj)m]‘

Sidonc 6 est I'une quelconque des racines de V), = o,

on aura

0 :(6 +‘/52—_—[—)""_(5 . ‘/673»__ I)m7

Viu(8)=(8+y8&2—1)" +(6 —y/62—1)"

ou bien, en ajoutant,
Voau(B)=2(8 +y82—1)™,
Or la premiére égalité donne aussi
(B+yBr— 1) — 1= o0,

a cause de la relation

par suite,
(6+yBr—)" =1

ct
V,,l(g)::‘? 2.

Or les quantités 'V, (6), Vi (62)s - oy Vi (6o ),
d’aprés le théoréme de Rolle, ne présentent ue des va-
riations; mais V,, == o aunc seule racine entre — 1 et 6, :
c’est la racine que nous avons désignée par «, ; par suite,

Vm(_[)- Vuz(gl)- vm(gz)v s V/)L(gm—l)‘ Vm("*‘l)

ont les signes de

s(____”m‘ (__|)m . ( -yym-2, (—ﬂ 4-1.



On a donc
Vin(—1) = 2(— 1),
Vi (81) =2(—1)m=1,
Vi (8y) = 2(—1)m-2,

par suite,
B(—1) =af(—m —Al
®(6)  =of—mi—Al
q’(gm—l):?-[(_“ —A],
P(+1) =2[=+1 —A]l

A ¢tant en valeur absolue plus petit que 1, les seconds
membres n’offrent que des variations; par suite, I’'équa-
tion ®(x)=o0 a toutes ses racines réelles; la premiére
et la derni¢re des égalités montrent de plus que toutes
ces racines sont Comprises entre —1 et —+1.

3. Cherchons maintenant a quelle condition doit sa-
tisfaire la quantité A pour que Véquation ®(x)=o
ait une racine double. Il faut pour cela que ®(x)=o
ct ®'(x)=o0 admettent une racine communc. Soit o

cette racine, on devra avoir
(1_*_‘/12“})’”4_(1 —Var )™ —a2A = o.
<a+ /—_1'-'—_1)’"——(\01 o ‘/1—2 - l)m =o0;
d’ou 'on tire
2(0&—%—\/1——1)"‘—— 2 = o.

(z+yaz=1)"— A=o.

Mais la seconde équation nous donne

(a +\/a“.i_' ‘I‘)?m: I,
d’ou
(a+yaZ—1)" =1,
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Il faut donc que A =z=t1 pour que I'équation
()= o ait une racine double.

Cette condition est aussi suffisante, car alors

b(z)=(r+Va?—1)"+ (2 —Vzi=1)" 5 2.

Si m est pair,

2

m

() = (& VT (o 7= |

Si A =1, la quantité entre parenthéses cst de la
forme
o(@)Var—1,
©(x) étant un polynoéme entier en x; par suite,
P(r)=(z2—1)o(z)?;
toutes les racines de ® (x) = o sont donc doubles, excepté

les racines — 1 et 1.
Si A = —1, la quantité entre parenthésecs est un po-
A . , m . .
lynéme entier de degré - 5 par suite, toutes les racines
sont doubles.

Si m est impair, nous voyons que les racines 6,
62y « .y bm_y de I'équation dérivée ®'(x)= o, prises
de deux en deux, annulent ® (), car nous avons trouvé
les formules générales

(=1 =af(—nm —A]l
P(6) ==\,

‘l'(gmq):z[(——x) — A},
P(+1) =2[(=1) — Al

Ces égalités nous montrent que, si A =1,

®(6)=o. D(63)= o. ®(8,,_5)= o0, ®(1)=o0:

n —1 . ’ . oy
les == - racines 6y, 64, oo oL By o de I’équation dérivée
1Y4
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satisfont donc a I'équation ®(x)=o; parsuite, ®(x)=o

nm —1
admet les

racines doubles 6,, 65, ..., 6,_. et la

racine 1 qui est simple.
Si
A=—1, d(—1)=o0,
q’(62)= o, @(64)=0, ‘P(G,,l_i): o,
les racines 6,, 6,, . .., 6,,_, sont donc racines doubles;
de plus, — 1 est racine simple de I’équation ®(x)=o.

- a .
lI. — EquaTion our ponnE cos ;) ETANT DONNE sina.

4. Cette équation se déduit immédiatement de la for-
mule

. a .. a\m a .. oa\m
2L8mMma = | COS— —+ 7 S1n — —{ COS — — 81N — .
m m m m
Elle devient, en posant sina =B,
a
COS — =,
m

2B =(z+yri—1)"—(z—y/z2—=1)"
ou

. m
20B = —— >

\’”uz \/‘T")_ 1
Viava:—1—a2miB = o.

Cette équation est irrationnelle; I'équation rendue

rationnelle est donc
Vi2(1 — %) — fm2B2= o.
Soit W(x) le premicr membre de cette équation,
¥ (z)=V2(1—a2)— jm?B2

Nous allons démontrer que W (x)= o a toutes scs ra-
cines réelles.
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Formons pour cela la dérivée W' ()

¥V (z)=2V,V,,(1—a?)—22V,;}
ou
‘!’PI(-T) =2V, [V, (1 —x?)— z'vlln]-
Or on sait que le polvnome V,, satisfait a I’équation
différenticlle

(r—x)V,, —aV,, +~m2V,,=o.
par conséquent,
\”;n (1—a?)— xvlm =—m?V,,

et, par suite,
U(z)=—>rm2V,, V,.
Les 2m — 1 racines de I’équation ¥’{x) = o, rangées
dans I'ordre croissant, sont donc

ay, 6y, az, 627 cees 6;11——1, LD

Or les guantités 6 substituées dans le premier membre
de I'équation W (.xr)=o donnent toutes — 4m? B2, par
conséquent un résultat négatif.

Pour établir que toutes les racines de ¥ ()= o sont
véelles, il suflit de démontrer que les quantités «, racines
de V,,= o, rendent ¥ (') positif.

Soit « I'une quelconque des racines o, 2,, ..., %y;

®(a)=Vii(a)(1—a?)- [m2RB2
Or

V,mga)l)‘l/a_)?::(1_‘/1;;_'),”—(“_ \/1-‘—‘1\”'7
0:(1 —l—‘/rl)m_‘“(d—\/;ﬁ)m;

d’ou

Von( 11”;412_ v o (1)
par suite,

* V2 (a) (a2 71):11)13(7—1—\/377)2’".
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Mais I'identité
(a+yV2=1)"+(a—y22—1)" =0
nous montre que
(2 +y22—1)* 1 =o0;
d’ou
Vi (2)(at—1)=—4fm?,

ou enfin
(1—a?)Vii(a)= 4m?2.

¥ (2) a donc pour valeur
V(ia)=4m2—4m2B2= {m2(y — B2):

U (a) est par suite positif.

Les racines de I'équation W’(x)= o sont donc toutes
réelles et donnent, quand on les substitue par ordre de
grandeur dans W(x), des résultats alternativement de
signes contraires; on en conclut que toutes les racines
de ¥ (ar) = o sont réelles ct inégales.

5. Cherchons la condition que doit remplir B pour
que I'équation W (z)== o ait une racine double.

Nous avons trouvé I'cxpression de ¥/ (x),

U(z)=—2m2V, V.

Si ¢’est une racine 6 de l’équation ¥ (x)= o qui ap-
partient a W (x)=o, on devra avoir B = o; par suite,
'(x) se réduit a

Vii(i—a?);
toutes les racines 6,, 62, ..., 6,_, sont doubles ct Ié-
quation admel deux autres racines qui sont + 1 ¢l — 1.

Si ¢’est, au contraire, une racine o de V,,= o qui sa-

tisfait & W(x)= o0, on aura

o :(1 +@—:>”L+<1_‘/;§t~]")lﬂ‘

2:B :(1+‘/12_])’"__(1 _‘/F:)m;
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d’ou
2iB =2 (a+yax—1)".

Mais on a aussi

(a+yar—1)*" +1=0;
par suite,
B2=1 ou B==1.

Supposons B2=1 et formons dans ce cas la fonction
W(x),

¥(xr)=Vi(it—ax2)— 4m?
ou

‘I'(:r):(v’,,,\/l —a? = 'un)(V’,,”/x Zxr4am);

on peut écrire cette égquation

L ()= (X"iﬁ‘:l — -“') <M"b + 2i>

m? \ m m

ct, si P'on remplace

ViVt —1

m

par sa valeur qui est

(0 +yTT= )" — o —Jzm=1)™,
il viendra .
L W(a)= [(_7-——‘—\/‘1-1__ l-)m__(‘z___‘/z'j:—i)m__ 2[]

<[(z+yrr=1)"—(z—y/zr=1)" +2i]

ou
-——]—‘1‘(1)2 [(‘T""\/f’-—l)zm-—2i_(x+ﬁ7:_1)"‘_1]
m? . (2‘ —1—‘/.2‘—2.—-_1)"‘

[((z +vzr= 1) 4 2i(a + 22 —1)" —1],

, (r—yai—1)"
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ce qui peut s’écrire encore

_ W(z)= [(«I‘—i—\/ﬁj.)m_ []2[(x+\/;;:>m+ i]g

m? (.z* ¢;f';)m2

ou

'y {(7+\/r2 °"‘+x]
(7‘+/ar—— )m

ou enfin

— —11”(x)_[(z-+—\/x-——l)"’ (e —yrr =)™ ]2,
¥(z)=—m2\2,.
On voit donc que, dans le cas ou B2==1, toutes les

racines de I'équation ¥ (x)= o sont doubles et égales
aux racines « de P'équation V,, = o.

-, . a :
11I. — EguaTion QUi nonNaE sin - ETANT DONNE cosa.

’ . . . a ,
6. L’équation qui donne sin - quand cosa est donné

se déduit de la formule
a a \" «a . .oa\m
2008a@ = (€08 — 4 Isin— ) —+(cos— — {sin— )
m m m m

Soit, comme précédemment,
.a
cosa = A, Gan — = .r:
m

I'équation précédente devient

2A = (Vi— 2+ i) +(V1—-at—ca)”

Soit .

Un=Wi1—=z+iz)"+ Yi—xrt—iz)™.
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VIII (Décembre 1889). 36
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Si m est pair,

Up=(— I)Z;—l[<z‘+‘/z_'£—_—‘l)m+<x_‘/z2_ l)m]
ou

Umn =(— l); Von.
L’équation
U,—2A =0

devient donc dans ce cas
m

(—1)2V,—2A =0
ou

Vi — 2(—-1)?A = o.

C’est I'équation ® (x)= o traitée tout d’abord.
Si m est impair,

Um= m [((I‘—%—\’.’I‘g— l)"'——(]‘—\/zﬂ—— l)m]’
ce qui donne pour ’équation cherchée

(x +y2 =) —(x —y/2r—=1)"—2Aim=0
ou
Vi, Vor—i—omAim = o,
o m—1
Vi1 —xrt—om(—1) 2 A =o,
qui fournit I’équation rationnelle de degré 2m

V2(1—a22)— 4m2A2= o,

qui a été étudiée en second lieu.

. . . a
IV. — ErANT DONNE sin @, TROUVER Sin—-
m

7. Silon pose

. . a
sina = B, sin — =z,
m
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Péquation dont dépend sin 2 est
m
2B =(/1— 22+ ir)" — (V1 — 2t — iz )™,

Si m esl pair, clle devient

m
2B =[(e +yrT = )" —(r —y/r? )" (= )7
ou

R . \/.’I‘"
21B=V,, L—
m m
ou ¢nfin

V2(1—x2)— 4m2B2=o.

équation qui a été étudide,
Si m est impair,

)lRw[(Tﬂ—‘/T-—])m (r—‘/rl '"]L'"
ou

m—1

a8 =[(r =TI (A=) =0 T

ou enfin
w1

Vo —2(— I)_“T B = o.

qui n’est autre que la premiére.

Les conditions dans lesquelles ces équations admet-
tent des racines multiples sont donc les mémes que celles
qui ont été trouvées dans les deux premiers cas.



