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NOTE SUR L’EQUATION D'EUCLER ET DE POISSON:
Par M. Luciex LEVY.

M. Darboux a démontré (Comptes rendus, 1. XCV,
p- 69) pour les équations de la forme

92z m(-—m)s
® oy T (e

et M. Appell a étendu ( Bulletin des Sciences mathé-
matiques, 2° série, t. VI, p. 314) aux équations

DED- g o3 B 0z

(2)

drdy w—yow a—yoy °
un théoréme dont voici ’énoncé :
St l'on a obtenu une solution quelconque
s(x, y)
de U'équation (2), on pourra en déduire la solution
plus générale
(az -+ b)B(ay +b)PFo <u C}/j—d\) = ¢z, ¥).

ax+06 ay—1b

/

a, b, c, d désignant des constantes quelconques.

Je dis que cette propriété est caractéristique des équa-
tions aux dérivées partielles du deuxiéme ordre qui peu-
vent se ramener & la forme (2). En d’autres termes, si
l’on a constaté qu'une équation aux dérivées par-
tielles du deuxiéme ordre admet en méme temps que
la solution ¢(x, y) la solution

’

(az +b)B(ay + b>—3'9(

\

cr+d cy—+d
ar+ b’ ay + b) 7
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ot a,b,c,d désignent des constantes quelconques,
cette équation a nécessairement la forme

(')95 BI 03 ﬁ 03

+ —_—

Jrdy  z—yor  r—ydy

Soit, en effet, I'équation

023 023
U : SV o S
Jdxr? B o.r dy 9
03 03
— +E-=-4+TFzs+G=o.
+D 97 + I 3y -+ -+ 0

(3)

° Je vais exprimer qu'elle admet, en méme temps
que la solution
s =09(z,¥)
toutes les solutions comprises dans la formule
sp=o(x. y'),
ou x'=x—h ct ) = — %, A étant une constante
quelconque. Remarquons pour cela que
0%+ 8 34 02+B 2y
drxdyd T or'*dy'

Je puis done, pour exprimer que z, est solution de
I'équation (3), me borner a remplacer dans cette équa-
tion & par hA—+a’; 3 par k4 ', ellacer les accents
donnés aux variables et I'indice de z,, et exprimer que
I’équation ainsi obtenue admet ]cs mémcs solutions que
Iéquation (3). Désignons par A’, B, C', ... ce que de-
viennent les coefficients A, B, L, ... quand on y rem-
place x par A + x ety parh + y. La nouvelle équation

sera
023z J23 023
! ot '
, ‘ A 011 dx dy + Jay?
(4) l s
( IOy Yz G =o.
or )y

Pour que cette équation ait fes mémes solations que



(547)
Péquation (3), il faut et il suflit que leurs coeflicients
soienl proportionnels; nous laissons de c6té le cas ou la
solution d’out I'on part serait fonction de x — y seule-
ment, ce qui peut arriver pour un groupe de solutions,
mais non pour toutes les solutions de I'équation (3). On
aura donc

B’ B c’ G Db
— =,

A N A

Je dis qu’il en résulte que tous les quotients B

sont des fonctions de & — 5. Posons en elfet

!\i z.f(.’l‘, Y )

on devra avoir
flr—hry+h)=/[(xr,y)

ou, en supposant que la fonction f(a, y) soit dévelop-
pable par la formule de Taylor,

2/of  of\@
C)f ( af i f>

S, ])—0—7( -+ + oy

or 0)/ =S ).

Cette égalité devant avoir licu quelle que soit la valeur
de X, il en résulte

o o
ar f)__)’ =
et, par suite,
)
af = af "_fd ’f(,{r_(l,)—-—ffl(r—ﬂ.

dr
ox ay &

f(x.y) est done bien une fonction dewr — y.

2° Nous pouvons donc supposer que les coeflicients
A, B,C, ... de I'équation (3) sont tous des fonctions
de x — y . Je vais exprimer que cette équation admet, en
meéme lemps que la solution

s =ruo(x.y).
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toutes les solutions contenues dans la formule

13}

1=¢9(az, ay),

ou a désigne une constante arbitraire. Nous poserons
encore

’

r’=awx,
,
.. y=ay-
Nous aurons ici
2+ = %+f
)%+B 3, wig 9 82z

()_—.L"l ()‘y;'j = L ()-.I"l ()]"-ﬁ .

On en conclut, parun raisonnement analogue au pré-

cédent, que les deux équations suivantes devront étre
vérifiées en méme temps

J23 B _r):: 025 J5

03
- G2 A DL EZ L Fs -
\(),Ll aroy U + 0.c+Ldy+F -—G=o,

)2 3 )23 ¢
TE aep +a2C —
Jr? drdy ay?

2~
o]

a2\’

03 e 03 ~ "
+al) — + 'S +Fs4+G =0
Jr ay

El

en désignant par A/, B, €7, ... les valeurs prises par

les foncetions A. B, C, ... quand on y remplace x ¢t y

x )
par - et =—-
a «a

On déduit de 1a

\ B«
TR W
\ D _E

a\v  DTET
\ F_G

Posons

el par suite.

N y(T=x\_ B
ke « )_ A/
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Nous devons avoir, quelle que soit la valeur donnée

¢(""~V)='v<x~y).

a a,

a

Il faut donc que @(m_ y) soit indépendante de a,

¢’est-a-dire constante.
Soit de méme
D
Vlr — )= —
"Y1 (‘L N4 ) A ’
on devra avoir
=1 L=r.
We—p=tu (27
Faisons
a=xr—0Y,
il vient

k
\ — .
z—v vl(l)—-l.—‘}’

Yi(x —y)=

De méme,
E K

AT iy

. F G
Un raisonnement analogue montre que T Ct g sont
£

A
des fonctions de la forme (T:ci],—y : Péquation proposec
devient donc
023 )2z J23 D 03
A-—+B+——+C-—— + ———
(5) Jx? or dy dy? r—y oxr
E o0z F G

z—y oy (a—yp Ty "
les lettres A, B, C, ... désignent maintenant des quan-
tités constantes. :
3¢ Je vais enlin exprimer que I'équation ci-dessus
admet, avec la solulion
s=u9(r.y),

Il
= — ke
S =2 A’ _ =]
1 J 7‘(.1‘ 7,)

la solution



Posons encore

[ B
. , 7 =y,
nous aurons
034 Jo
I J b=k () — ph—2 ok T30
or —Re el ) — ety R
054 e , ., 09y
T =R ) — ki 5
2z 2
] RSN 92es
2 02
(. ,/{ -3kt ‘)’f’l k(k ) fe—2 s A o U
+(2—2k)xrt-3y 0w’ T (k—=nzh2yt o (2" y'),
023, J2o,
T = k24— T
oz dy s oz’ oy’
iy 9% 97 ; '
— K k-2 y k= L faktyk—e S R ph =1yt
or r).}/ v ¢
ed h yhi—t ek
ay? . )2

e
(2 — o kY rh k=3 ,),',: S KK — )k yh =2y (2, 3.

Portons ces valeurs dans P’équation proposée, éerivons
I I . N , .
w Cloiau licu de.r et de y, elfacons les accents ct écri-

vons z au licu de 2,1 nous obtenons la nouvelle équa-

tion
J2s g2z
\rr A A T S VL BV ARYS. Y A
Y o J Dz dy
2 29,2
e Caphyien B T
: dy? (r —y )2

Cette équation doit admettre les mémes solutions que
la proposée : il faut donc que

A ik gkt Br2-hy2=4" Ca—kyi—h Ga2y?

A - B - G T G

Ces quatre rapports ne peuvent ¢tre éganx sans que
trdis des quatre coefficients soient nuls @ d’ou deux
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hypothéses possibles, puisqu’on ne peut évidemment
annuler en méme temps A, Bet C.
1°B=C=G=o0,A=1.
L’équation transformée ne peut dans ce cas étre iden-
tifiée avec 1’équation proposée.
2° A=C=G=o0, B=1.

L’équation transformée devient

9z D z—A+3y—k'+1 9z
2—k 42— Y LU T T Wt
Ty dzdy+< r—y Naty )dr
E 1=+ y3-# 03
ST L A— ) E Ve B A
( r—y 4 > oy
Faoyr  Dkar-hyt=#
(x—y)? r—y
E k' w14 y2=h

ol —h 1= —
pp + kK zt-h y = 0.

En I'identifiant avee ’équation (5), nous obtenons
les trois identités suivantes :

D Dr

= — et
c—y ylz—y) 7
E__ _Ev
r—y x(r—y)
¥ F ok yh’ iD INE

- [ F AP S U VS
(e—y)P (r—3)» ylr—y) xlr—y) vt

On déduit de la

‘D: /\’,
! E=— 14
le—,
ou
A=D=o.

— A :li:o,

F indéterminé,



d’ou les deux équations

s Lk 0z k 5
r)z‘()yﬁ—x—_yaf—;'—v——y(};:
ou
diis F _
szay  (@—yp ST

La derniére équation se déduit de la précédente si I'on
y suppose k = k' (voir Darsoux, Lecons sur la théorie

des surfaces, t. II, p. 56). On trouve donc dans tous
les cas une équation d’Euler et de Poisson. c¢. . r.p.



