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NOTE SUR L'ÉQUATION DELIER ET DE POISSON;

PAR M. LUCIEN LÉVY.

M. Darboux a démontré (Comptes rendus, t. XCV,
p. 69) pour les équations de la forme

K ' dxôy ( x — y )2

et M. Appell a étendu ( Bulletin des Sciences mathé-
matiques, 2e série, t. VI, p. 3i4) aux équations

<T-z P' dz p dz _

Ox dy x — y dx x — y ày

un théorème dont voici l'énoncé :

Si Von a obtenu une solution quelconque

*(x,y)
de l'équation (2), on pourra en déduire la solution
plus générale

, y ),
«JK ~ b )

«, 6, c, /̂ désignant des constantes quelconques.

Je dis que cette propriété est caractéristique des équa-
tions aux dérivées partielles du deuxième ordre qui peu-
vent se ramener à la forme (2). En d'autres termes, si
Von a constaté qu une équation aux dérivées par-
tielles du deuxième ordre admet en même temps que
la solution o(x,y) la solution

/x «/ 7 x «, (cx-\-d cy -h d\
(ax 4- b)-p(ay -h b)~? o ( , — 1 ),v > K J J ' \ax -h b a y -+• b /
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où fl, i , c, d désignent des constantes quelconques,

cette équation a nécessairement la forme

à* s 8' dz 3 dz
ôx dy x — y àx x — y à y

Soit, en elli't, l 'équation

(3 ;

Ox2 dx ôy dy2

dz dz l
dr J dy

i° Je vais exprimer qu'elle admet, en même temps
que la solution

toutes les solutions eomprises dans la formule

Zi = o(x'. y'),

où .r ' '= x—A et j ' ! = y — À, A étant une constante
quelconque. Remarquons pour cela que

Je puis donc, pour exprimer que zs est solution de

l'équation (3 ), me borner à remplacer dans cette équa-

tion x par A- i - j ' , y par \-\-y\ eiïacer les accents
donnés aux \ariables et l'indice de zK, et exprimer que
l'équation ainsi obtenue admet les mômes solutions que
l'équation (3). Désignons par A', IV, C', . . . ce que de-
viennent les coefficients A, B, C, . . . quand on y rem-
place x par A -4- x et y par \ -f- y. La nouvelle équation
sera

Pour que cette équation ait les mêmes solutions que
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l'équation (3), il faut et il suffit que leurs coefficients
soienl proportionnels} nous laissons de côté le cas où la
solution d'où Ton part serait fonction de x — y seule-
ment, ce qui peut arriver pour un groupe de solutions,
mais non pour toutes les solutions de l'équation (3). On
aura donc

IT _ B G' _ C D' _ D
X' ~ Â ' X ~ V' X' ~~ A '

Je dis qu'il en résulte que tous les quotients -r > -̂ > •••

*ont des fonctions de x—y. Posons en elïet

on devra avoir
/(a-— X. y-+-!) = f (x, y)

ou, en supposant que la fonction f(x, y) soit dévelop-
pable par la formule de Taylor,

-> f df àf\ X2 / à f df\»

Cette égalité devant avoir lieu quelle que soit la valeur
de X, il en résulte

àf àf
z=r ()

et, par suite,

f(x.y) est donc bien une fonction de j " — y .
2° Nous pouvons donc supposer que les coefficients

A, B, C, . . . de l'équation (3) sont tous des fonctions
de x — j . Je vais exprimer que cette équation admet, en
même1 temps que la solution
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toutes les solutions contenues dans la formule

zt=o(ax, ay),

où a désigne une constante arbitraire. Nous poserons
encore

x''= ax,

aurons ici

On en conclut, par un raisonnement analogue au pré-
cédent, que les deux équations suivantes devront être
vérifiées en même temps

Ox2 Or Oy Oy2 Ox Oy '

0 r1 Ox Oy Oy2

-t- a\)' — -+- a'E' —̂  + F ' ; + G' = o,0 r Oy

en désignant par A', B', C', . . . les valeurs prises par
les fonctions A, B, C, . . . quand on y remplace x ci y

par - et — •1 a a
On déduit de là

_V _ h _ C
T' ~ B ' ~~ 7? '
\ __ D _ K

^T7 17' " vy "
v _ F_ _ G

^T ' " Y' ~ 71'
Posons

' ; " A

et, par suite.



Nous devons avoir, quelle que soit la valeur donnée
à a,

II faut donc que ty (- ) soit indépendante de a,

c'est-à-dire constante.
Soit de même

on devra avoir

Faisons
a—x —y,

il vient

Ï3e même,
E _ k'
A '̂ — j '

Un raisonnement analogue montre que — et — sont

des fonctions de la forme : l'équation proposée
devient donc

(5)
ôx2 ôjr ôy <)y'1 x—y dx

E dz " v" " G
x — y dy (x—y y1 (x — y)1

les lettres A, B, C, . . . désignent maintenant des quan-
tités ronstantes.

3° Je vais enfin exprimer que l'équation ci-dessus
admet, avec la solution

la solution
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Posons encore

X

nous aurons

<)y " ' ( / ;

-7«/i—V f A'= Xk~*V

(-2 — '2k)xk-*yk' -^~ -+• k(k — i)xk-*yk'Oi(x'. y'),

^=Ttr*Jïïl_
ôx ùy dx' ày'

k ' ^ V î pi kk'f^yU-i o,,

I = = 7 /̂i T/'1-

^ <y
-r- ('2 — '>L'}xL K7|'~3 ' / ! -H k'(k' — \)xkyL'--oi(x', y').

i)y " •

Portons ces valeurs dans l'équation proposée, écrivons

-, et -, au lieu de .r et de 7', eiï'acons les accents et écri-

vons z au lieu de cp, ; nous obtenons la nouvelle équa-

tion
y, ky Ay, ky + B x y

ox'1 * 'Ar ^(K
^2 -3 , x'1 y -

— Cx~/l y'*—A' . . . - — G : = Ü.
>l )'1

Cette équation doit admettre les mêmes solutions que
la proposée : il faut donc que

Ces quatre rapports ne peuvent être égaux sans que
Irrîis des (juatre coefficients soient nuls : d'où deux
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hypothèses possibles, puisqu'on ne peut évidemment
annuler en même temps À, R et C.

L'équation transformée ne peut dans ce cas être iden-
tifiée avec l'équation proposée.

2° A = C = G = o , B = i .
L'équation transformée devient

. ,. . ,, d*z /Dar-*+3y-A'+i , , . , . ,.\ àz

dxdy \ x —y J J dx

x — y

_ ^'-^ ^ r h M xi-h yi-k' = o .

En l'identifiant avec l'équation (5), nous obtenons
les trois identités suivantes :

D Dr ,, ,
- - r j(^— y)

E Er
T—y x(x—y)

F _ YjçLyV_

On déduit de \h

— kx-K

i\ F = o,

ou

A'= D = o,

— / = E = o,

F indéterminé.
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d'où les deux équations

ù*z k' dz k dz
r)x dy~r~x —y âx x —y ôy ~~

OU
d*js F

- j— .— Z = O .
àx dy (x—y)'2

La dernière équation se déduit de la précédente si Ton
y suppose k = k' [voir DARBOUX, Leçons sur la théorie
des surfaces, t. II, p. 56). On trouve donc dans tous
les cas une équation d'Euler et de Poisson, c. Q. F. D.


