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SIR LE PLAN ASYMPTOTE ET LES CYLINDRES ASYMPTOTES
DUNE SURFACE;

PAR M. GH. BIEHLER.

1. Soil

o(.r, y, z) + ty(x, y, s ) -+-x(r , y, z)-h Ç(a?, y, 5 ) -4 - . . .= o

l'équation d'une surface algébrique d'ordre m, ordonnée
par groupes homogènes de degrés m, m — 1, m — 2,

Coupons cette surface par la droite

x = a?0 H- ap,

l'équation qui donne les valeurs de p correspondant aux
points d'interseelion de la droite et de la surface est

p"*<p(a, ê, Y)-
pfll-2

I £ F/ ~

1.2 ^

?m-

Nous écrirons cette équation sous la forme suivante



en posant, pour abréger,

Si la direction a, ë, y est choisie de telle sorte que

o (a, 6, y) = o,

et si les coordonnées xo,j"o? ô satisfont à la relation

la droite rencontrera la surface en deux points à Tin-
fini.

Le plan I l (x ,y , z) = o est parallèle à la sécante, et
comme, dans l'hypothèse de II(x0, y0, zo)= o,\e point
xo,yo, z0 de cette sécante se trouve dans le plan, elle y
est contenue tout entière.

Le plan ïï(x, y, z) = o est donc le lieu des droites
parallèles àladirection a, ë,y qui rencontrent la surface
en deux points au moins à l'infini} ce plan est dit un
plaJi asymptote de la surface.

Ce plan coupe la surface suivant une courbe d'ordre m,
qui a un point double à l'infini dans la direction a, ê, y,
et les tangentes en ce point double sont les droites d'inter-
section du plan Il(x, y, z) = o et de la surface du second
ordre <$(#,ƒ, z) = o.

En eiïet, considérons un point xQ^yo^ z0 commun à la
surface $>(Xjy, z) = o et au plan II(.r,y, z) = o. Me-
nons par ce point une droite parallèle à la direction a,
6, y 5 nous allons démontrer que cette droite est tout en-
tière sur la surface ^>(x,j^, z) = o.

Nous allons faire voir pour cela que l'équation du
second degré qui donne les valeurs de p correspondant
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aux points d'intersections de la droite en question et de
la surface <ï> est une identité.

Posons, pour abréger,

<*>(*•,y,*)=f(x, y> ~) -+• g(x, y, z) -f- A,

f(x,jri z) étant l'ensemble homogène des termes du
second degré, g{x,y> z) les termes du premier degré,
et h le terme indépendant des variables de la fonc-
tion <ï>.

L'équation en p sera

y *, ê> Y)] -;" *(^o»^o, -o) = o.

Or on a

/(a, 6, Y) = O,

Sa = 2 ( a?a* + 6?aS "^ Y?'ay ) = •>- (

^(a, g, Y) = a(m —i)4»(a, 6, y);
par suite,

Le coefficient de p et le terme indépendant dans l'équa-
tion du second degré sont aussi nuls : elle se réduit donc
à une identité; la droite fait dès lors partie de la surface.
Le plan asymptote coupe donc la quadrique

suivant une seconde droite, et si l'on mène par un point
de cette seconde droite une sécante parallèle à la direc-
tion a, ?, y, le calcul précédent nous montre que cette



sécante est tout entière sur la surface. Le plan asymptote
coupe donc la surface <ï>(,r, y, z)=zo suivant un système
de deux droites parallèles, et chacune de ces droites ne
rencontre plus la surface d'ordre m qu'en m — 3 points
à distance finie} ces deux droites sont deux asymptotes
de la courbe d'intersection du plan asymptote et de la
surface d'ordre m.

2. Ceci a lieu tant que les quantités <pa, <p[g, <pY ne sont
pas toutes nulles. Supposons que ces quantités soient
nulles à la fois et que '}(a, 6, y) soit aussi nul 5 l'é-
quation en p s'abaisse au degré m — 2 et devient

Nous allons démontrer que, dans cette hypothèse, la
quadrique <ï>(.r, y, z) = o devient un cylindre dont les
génératrices sont parallèles à la direction a, 6, Y»

En effet,

*(*?» y,z) =/(&> y,z) •+• &(&> y->z) + h-

On en tire

par suite,

D'après les hypothèses faites, le second membre est nul,
quelles que soient les valeurs de x,y, z\ par suite,

quels que soient a:, y^ z\ la surface est donc un cylindre
dont les génératrices sont parallèles à la direction a, 6, y.
Nous dirons que c'est un cvlindre asymptote. Cette dé-
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nomination est justifiée par la propriété suivante de ce
cylindre, c'est le lieu des droites parallèles à la direc-
tion a, 6, y qui rencontrent la surface en trois points à
V infini.

Tout plan parallèle aux génératrices de ce cylindre
coupe la surface suivant une courbe d'ordre m, et les
génératrices d'intersection du cylindre et du plan sont
deux asymptotes parallèles de cette courbe.

On peut montrer, de plus, que les deux surfaces

se coupent suivant six droites qui rencontrent la surface
en quatre points à l'infini.

Il suffit, pour le faire voir, de considérer un point
commun aux deux surfaces <ï> et ^F, et de mener par ce
point une parallèle à la direction a, ë, y; cette parallèle
est tout entière sur chacune des deux surfaces. Si l'on
forme, en effet, l'équation en p correspondant aux inter-
sections de la droite et de la surface W(x,y, z) = o,
cette équation est une identité, en vertu des propriétés
des fonctions homogènes *, l'intersection des deux sur-
faces $ et W ne peut donc être qu'un système de droites
parallèles à la direction a, ê, y. Comme <ï> est du deu-
xième degré et W du troisième degré, cette intersection
est un système de six droites.

Si l'on coupe la surface d'ordre m par un plan passant
par Tune de ces six droites, la section sera une courbe
d'ordre ni qui admet cette droite comme asymptote d'in-
flexion, et la seconde droite d'intersection du cylindre <ï>
avec le plan sécant, comme asymptote ordinaire $ deux
des asymptotes parallèles de la section obtenue en cou-
pant la surface d'ordre m par un plan passant par deux
des six droites sont d'inflexion.
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3. Si la fonction <ï>(.r, y, z) est identiquement mille

pour toute valeur des variables x, y, z^ on montrerait
de même que la surface W^x^y, z) = o est un cylindre
du troisième ordre, dont les génératrices sont parallèles
à la direction a, 6, y; ce cylindre est alors le lieu des
droites parallèles à la direction a, 6,y qui rencontrent la
surface d'ordre m en quatre points à l'infini : c'est le
cylindre asymptote du troisième ordre, ainsi de suite.
On établirait pour cela la relation identique

comme nous avons établi la précédente, et cette relation
exprime que la surface W(x,y9 z) = o est un cylindre
dont les génératrices sont parallèles à la direction a, ë, y.
Ces calculs n'offrent aucune difficulté.


