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SUR UN PASSAGE DE LA THÉORIE ANALYTIQUE 

DE LA CHALEUR; 

PAR M. T.-J. S T I E L T J E S . 

L a méthode suiv ie par F o u r i e r pour o b t e n i r le déve-

l o p p e m e n t 

( A ) i rs a c.<m.r -+- b eus 3.r -4- c cos 5.r -h d cos yx 

est très b e l l e , mais e l le m a n q u e a b s o l u m e n t (le r i g u e u r 

et l 'on p e u t m ê m e s ' é t o n n e r , au p r e m i e r a b o r d , cju i ' n 

tel procédé puisse c o n d u i r e à un résul tat e x a c t . 

F o u r i e r pose x = o dans l ' é q u a t i o n ( A ) et dans celles 

q u ' o n en d é d u i t par des d i l l c r e n l i a t i o n s successives. ^ 

o b t i e n t ainsi les re la t ions 

I r.= Il -H h -t- c -H </-•»-..., 

o = ii -+- ;j» h •+•  r,i c + 

» = a i l h -t- 5»1: -t- 7 W/ - i - . . . , 

o - « + 3 H + jo r -+- 7» f/ H- . . . , 

u de ces é q u a t i o n s lui f o u r n i s s e n t les n p r e m i e r s coeff i" 

c ients e u a n n u l a n t tous c e u x qui s u i v e n t , e t , en prena®' 

ensui te n = cc, on constate q u e les va leurs o b t e n u e s p O f r 

c , r/, . . . t e n d e n t vers des l imites d é t e r m i n é e s . 

C ' e s t ainsi qu ' i l o b t i e n t le résul tat c h e r c h é 

— i= e n s r — - cos3x •+• •? cos- jx c o s - ( - . . . • 
4 3 •> 7 

JNOUS nous proposons d ' é t u d i e r de plus près cet te n ^ ' 

thode . 

J 



( 4 7 3 ) 

1. Ii est c lair q u e la d é t e r m i n a t i o n des iz, c , d , . . . 

d 'après F o u r i c r r e v i e n t à ceci : 

D é t e r m i n e r les coef f ic ients a 2 , de m a n i è r e 
( jue le d é v e l o p p e m e n t de 

<p„(.r) — cos.r -(- ».j <:«s3.r - f - , . . -+- a„ cou(2 n — i)x 

soit de cette f o r m e 

>> „ ( X ) = \ - \ - k n X*-" -+- /,„ + , .r"'+> 4 - . . . . 

P o u r o b t e n i r o „ (.1:) et eu m ê m e temps u n e e x p r e s s i o n 

s imple de 1 — o„(x), n o u s r e m a r q u o n s q u e l ' i d e n t i t é 

( i i s i n r ) « ' ' - ' = ( e t x — 

d o n n e f a c i l e m e n t , en d é v e l o p p a n t le second m e m b r e , 

| (sin •r)"»-' = A» s i n r — — - sin3:r 
\ L » -+- > 

(w — l ) ( « — a ) . f 
< -t-} H , s m 5 x 

I( n -t- 1 ) ( n h- •>. ) 

(n i ) ( " -1- •>•){" -+-3) S ' " 7 : r " J 1 

A " " 4.6.H. . . ( • ! « ) 

O n en c o n c l u t 

r 

( s i n r ) ' " - 1 dx 

( a ) \ = It„ — A,, cosa :— cos3a; 
J | 3 n 1 
( 1 (n — i)(n — 9.) . 1 , v cosSa?-

a.4 . 6 ' . . . (">.» — a) 
•i n — 1 ) 

> 5 ( n -+- 1 ) ( n-f- >• ) 
r. 

r * «. 6 . . . (1 
n „ = / <sin*)*«-«rfr = ^ 

J0 S. J . / . . . ( ' 

O r il est c la i r q u e le d é v e l o p p e m e n t de 

Ç (sin.r )'""•' <lr 



( \'A ) 

c o m m e n c e par un terme eu , r a " : d o n c 011 a nécessairc-

IllCIlt 

! , > 
1 II - - I -

(•<>•!./'- - COSS./' 
:( n ••-1 

I f // • • I ) ( // •>. ) -;- «'«'s > .') ( // •: • i ) ( it -;••.' ) 

( i ) i — <?«(•'•)= / ( s i » r ) - " - ' (/.>•: I (sin.r)-" - d . r . 
•• Il ' 0 

F o u r i e r n 'a pas d o n n é e x p l i c i t e m e n t l ' e v p r c s s i o n 

o „ ( . r ) , mais on peut la d é d u i r e f a c i l e m e n t de ses foi" 

m u l e s et constater l ' ident i té avec la f o r m u l e ( 3 ) . O n a 

notamment, 

\« „ 

ï(„ i :î- — i)( ) • • = - - 1 ) < i ) [i •.•n — i j 2 — i j 

et il (!St faci le de c o n c l u r e , d 'après la f o r m u l e de W a l l » » 

2 . S u p p o s o n s q u e x soit c o m p r i s e n t r e r h ( s a n s at-

te indre u n e de ces l i m i t e s ) , la f o r m u l e ( j ) penneUra 

f a c i l e m e n t de c o n c l u r e 

ltm [ l — o „ ( a ; i | — o , n —-s:. 

K n el lct , soit 

C/i — j ( si » x dx, 
• u 

il est c la i r (pie 

f'/n-i < ('-u '•i"5-'-
et 

n - 2 / ' n "n >1 • —, , . •>„, a n -i- i 

d o n c 

« { k i J : < -i- sinVr. 
i — a - ( . r ) I!,:m V '"/ 



( ) 
étant un n o m b r e f ixe c o m p r i s entre s i n 2 u : et i , le 

rapport 
[i — — o ,,(.»•)! 

sera d o n c constamment i n f é r i e u r à 1 à par t i r d ' u n e v a l e u r 

s u f f i s a m m e n t g r a n d e de d 'où l 'on c o n c l u t 

(G) lim 11 — (p„ ( —• o, 

O n v e r r a de la m ê m e façon q u e 

(7) lim y1- / ( s i n x ) " ' - ' d.r ~ o. 
Il ,'d 

O r 011 a 

A" f (sina-)1""1 dr — ~ — (cosx — ^ o o s 3 x - H . . . ^ 
./0 /V« V J « - t - i / 'o 

et 

lim -r- - 7 * 
n 1 

D o n c , p o u r a c h e v e r la d é m o n s t r a t i o n de la f o r m u l e 

r. 1 „ 1 . 
- = cosx — - cos.» j; H- •• cos3 x —..., 
4 3 ) 

•1 suffi ra de faire vo i r q u ' e n posant 

S = cosx — I i:(is3x •+• >• c o s i x — . . . , 
3 5 

*> 1 /i — 1 „ 1 (n — I)(/I — ?.') 
Q =s cosa; — •- cos3 se • \•• - . cos 5 a: — . . . . 

3 n -H 1 L> ( n -H 1 ) ( n -t- a ) 

on a 

lim (S — S ' ) = ; o , n = 00. 

3 . R e m a r q u o n s d ' a b o r d q u ' e n é c r i v a n t 
S'rr: (I,rOSX — a3 COS -t- f/j COS.ÎX — . . . , 

'es c o e f f i c i e n t s a , , a 3 , a 3 , . . . sont positifs et vont en 

d i m i n u a n t . 



( W ) 
S o i t , m étant un e n t i e r i m p a i r , 

i, ' i . » U„i = — w w m / cosfw» -+- •?. + . . . 
m m -t- •>. 

' — , i :os(m -+- •>.k)x. 
m- h-a A- ' 

lt'„, = «,„ros»(.r — (im+i cos(m -t- '.>.).r . . 
"m m cos( m -1- •j.k).r. 

O n aura 

•.>. It'„, ros.r = a m c.ns(/m — i).?' 

- H "»i — ««en ) cos( m + i ) r 
— («,«.is — a„ , + 4 )c ( i s (w -i-
-+-

+ «— «m+tk) cou (m -+• V. /' — 
:+: " m iH- c o s ( m -+• y./,- -+-1) .r ; 

d ' o ù l 'on c o n c l u t q u ' e n v a l e u r absolue 

12 11 '„, r ( ) s X \ < a „, 4- ( a m — a „, +, ) 

+ ( « » i H - »m n ) + ' • • + ( " « i n H - ««i rt/n+t*» 

(8) | K ' » | < " " ' < ' ' ' cos.r «i cos.r 

et de la m ê m e façon 

^ i r » I < m L * -

C e t t e d e r n i è r e re la t ion m o n t r e q u e la sér ie S est coB" 

v e r g e n l e . 

<i. C e l a é t a n t , soit e un n o m b r e p o s i t i f d o n n é auss> 

petit «pi'on v o u d r a . Il faut m o n t r e r qu ' i l est possible «Ie 

t r o u v e r u n e n t i e r N tel q u e , p o u r 

" =
 N-

on ait t o u j o u r s 
| S - S ' | < c . 

11 est b i e n e n t e n d u q u ' o n suppose q u e x a u n e v a l e W 

fixe c o m p r i s e e n t r e ± : ^ • 

} À 



( -<77 ) 

Voici c o m m u â t on peut trouver ce nombre N . D é c o m -

posons d 'abord d 'une manière quelconque e en deux 

parties également positives : 

t — t' -h z" 

e t prenons un nombre entier impair m tel que 

En écr ivant alors 

•x 
h i > — 

e cosa-

S = cosa.- — ^ c o s 3 r -+-.. .dz — - — cos(m — a).r ± II,,,, 

S ' = cosa: — a t nos3a: -t-.. .:fc ««i-j cos(m — •>>.);r ± IV,,,. 

° n aura, d'après les l imitations ( 8 ) et ( p ) , 

| n « l < 

i »•« i < ; 

D'autre part, en faisant croître indéf iniment l 'entier n , 

l 'expression 

«i cosa: — n3 cos3r -f- , . .rte " m - î e.m(m — 

tend vers 

cosa: — i cos3.r -4-, . .rh ! — rosfm — a ) r . 

J m — 2 ' 

O n peut donc déterminer un entier N tel q u e , pour 

" 5 N, 

U différence de ces deux expressions soit infér ieure à e', 
u t il est visible q u e , pour ces valeurs de m, on aura 

| S — S' | < t ' - t - i . 
L a formule 

« i ., , l , 
— ss cosr — -,; cos !./• -(- - ciK'j.r • . . . 
fi ,J 5 



( 4 7 « ) 

est a insi d é m o n t r é e r i g o u r e u s e m e n t ; il faut supposer X 

c o m p r i s e n t r e rir ^ • 

;!. O n p e u t o b t e n i r d ' u n e façon a n a l o g u e le dévelop* 

peinent 

i i . t . , i . -
- :r — - si il %r — •- Mil i ;r -h - sinfi.r — 
•x > .| <> 

O n d é t e r m i n e r a d ' a b o r d u n e e x p r e s s i o n 

'I',, ( ,r)~ ttt si il i.r -4- « j si il i x -I-. . . • i- <1,1 *>» " -ri 

par la condi t ion q u e le d é v e l o p p e m e n t de M'«(a:) soit c ' e 

cette f o r m e 

'!•„(./•) - r -i- />„' ' -t- A» ./- 5" < 3 -I-.... 

O n o b t i e n t i m m é d i a t e m e n t la v a l e u r de M",, (X) 

r e m a r q u a n t q u e 
M - „ ( > ) - . r 

ne peut t l iderer q u e par un f a c t e u r c o n s t a n t tle 

Ç ( sin .r )«' tir, 
• 0 

c l la suite du r a i s o n n e m e n t est tout à fait stîinblable a 

ce q u e n o u s v e n o n s d ' e x p o s e r en déta i l . 

I'aii M. K. F O N T A N K A U . 

I. I / é q u i l i b r e d 'é last ic i té des corps c y l i n d r i q u e s ® 

fait l 'ob je t d ' u n e é l u d e s p é c i a l e , à raison tic l e u r e i i ip '" 1 

".«S 


