NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

T.-J STIELTJES

Sur un passage de la théorie analytique
de la chaleur

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 8
(1889), p. 472-478

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1889_3 8_ 472 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1889, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1889_3_8__472_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

( 472)
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SUR UN PASSAGE DE LA THEORIE ANALYTIQUB
DE LA CHALEUR;

Pan M. T.-J. STIELTJES.

La méthode suivie par Fourier pour obtenir le déve-
loppement

(\) 1==acose+beas3a +ccosbe -deosyr ..

est trés belle, mais elle mangue absolument de rigucuts
et Pon peut méme s’étonner, au premier abord, (]U"‘"
tel procédé puisse conduire & un résultat exact.

Fourier pose x = o dans I'équation (A) et dans celles
qu'on c¢n déduit par des diltérentiations successives:
obticent ainsi les relatious

=z ol 4~ /l+ -~ o = o
o=+ 320+ 5S¢+ 73d 4., .,
0= --3h -t Ko - svd -, .,
o= =380 -2 380 4 26 -, .,
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n de ces équations lui fournissent les n premiers coeffi-

cients en annulant tous ceux (ui suivent, ety en prcnﬂnl

ensuite n = o2, on constate que les valeurs obtenues pouf

a, by e, d, ... tendent vers des limites détermindes.
Clest ainsi qu'il obtient le résultat cherché

1 ! -
= tosr— 3 cas3r 4+ ¢ cosHr —
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Nous nous proposons d’étudier de plus prés cette mé-
thode.
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1. Il est clair que la détermination des @, b, ¢, d, ...
d'aprés Fouricr revient i ceci :
Déterminer les coefficients @y, @ay « .« «y @y de maniére
que le développement de

Qu{) ==ty ST b ety COSIF ...+ @y cos(2n— 1T
soit de cotte forme
onlor)=14~ L T TR Gl b P

Pour obtenir o, (x) ¢t en méme temps une expression
simple de 1 — ¢, (x), nous remarquons que I'identité

(afsin 2.)2/:—-1 = ( P - c—l.r)znsl

donne facilement, en développant le second membre,

. . n—1t
(sinz)ta-t= A, [sm:r ~ sin3a
1

iy ) (n-—1)(n—=)
(W) (n )
(n—1)(n—2)(n—13)
T (nan(n 2y (n+3)
3.5.9...(2n--1)
i8R (an) :

sinbr

sinyx—...],
/\,;2':

On en conclut

( /‘r(sinx)’”'" dr

; tn-—~1
(2) =By—A, -cnsx—-—i o cos3zx
I (p—1)(n=—72) e J
FE Ty () 0T T ]
™
L _2.4.6...(an—12)
By = [,(s'“a)zn tdr= 3.5.9. . .(2n—1)
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Or il est clair que le développement de

kY
[ (sina - dr
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commence par un teeme en x?” : donc on a nécessaire-

ment
' ron--
‘ Sy s é‘“ [(-m.:'- = f—l cos 3o
(1) | P B, 3on -t
' ( V(-0 tn ) .
Sie g e e COS ) L |
\ Doa -
o ‘:n'
(4 1—eu(r)= / (sta )2t / (sin .zt e,
LR ¢y

Fourier n’a pas donné explicitement expression de
on(x), mais on peut la déduive facilement de ses for-
mules ct constater Videntité avee la formule (3). On 2

notamment
Ao 3RS (e - 1)
B, (=037t —) o —1)t—1}

ct il est facile de conclure, d'aprés la formule de Wallis,

Y H
3 1 AP AN
(" im i =

2. Supposons que & soit compris entre = z (sans at

teindre une de ces limites), la formule (§) permeutrd

facilement de conelure
lim{t—ou(z)]=o, n ==

En eflet, soit
.
Cp= / (sinz )t dr,
tu
il est clair que
(TR PPRNTIE R

ct
2n
[‘ . T e
R a0
donc

L ?u»ﬂ(-’r) (“'l-‘-l . Cyu »
t—o-(r)  Booy B, T
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A étant un nombre fixe compris entre sinx et 1, le

Fapport
b —2uia(@)f (1= ga ()]

. v e . . N 1
sera donc constamment inféricar & X a partir d'une valeur
suflisamment grande de n, d’ott P'on conclut

(6) lim|t - o4 ()] = o, no=s e

On verra de la méme facon que

(2) lim - 1 [ (sing)¥V dr — o.
A na
Orona
" n—1t
sinar ) -t lz'— — —{cosxr — = r083x ...
[ ( ) ¢ :\,, < 5 J“_*‘ll Jr -+ )
ct
lim 2 == z.
Np /I

Done, pour achever la démonstration de la formule

4 1 t -
- = COST — 3 cosdax 4- - cosdba-—.. .,
‘)

4

il suffira de faire voir qu’en posant

S 1
=cosx—§ms3.z'+ c COSHT —, ..,

I n—1i

. n—r1)(n—a
§ cosT — 3 -~ ) ) coss
-t

cosda i ! (_ — 1) - cos
‘ F(nn)(nama) FOSIF T

on a
lim($ —8)=o, n=w,
3. Remarquons d’abord qu'en éerivant
S§'= a,cosxr —aycos3x - g cosir —. ..,

les cocfficients @y as, asy ... sont positils et vont en
diminuant.
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Soit, m étant un entier impair,

cos(m 4=2)xr+...

! 1
R,= —cosmasr —
m n -2

I .
-l . .
i e cos(m - 2K
m-+ak ( )
R, = @peosma — appqcos(m—4-2) e+, ..
2t pypak cOS(mt -+ 2K,

On aura

2Ry, cosa = @, cos{(m — D
(U — Qea) COS(M A= 1)7
— (o — Apyay )y cos(m - 3r
R mrrk—g— Cpaak ) COS(m 2k — 1)
F peas COS(M A= 2k A1) 20

d’otr I'on conclut gu'en valeur absolue

2R, cosz [ @t — Apag)

A= @y = Wy ) oo (A ppakiaa = Cvak) -+ Atk
4 m t
COST T M Cosy

(8) [ RG|<

etde la méme fagon

(9) IRl < P

Cette derniére relation montre que la série S est con”
vergente.

4. Ccla étant, soit ¢ un nombre positif donné auss!
petit qu'on voudra. Il faut montrer qu'il est possible de
trouver un entier N tel que, pour

nzN,

on ait toujours
|S — S| <e.

11 st bien entendu (u'on suppose (ue x a une valenf

fixe comprisc entre %= -)
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Voici comment on peut trouver ce nombre N. Décom-
posons d’abord d’unce maniére quelconque € en deux
Parties également positives :

ez g+ ¢

¢t prenons un nombre enticr impair m tel que

2
nm oS e .
e cosa
En écrivant alors
1 '
S=cosr— = cosd3xr—+.,.2: ——— cos(m —a2)r=R
3 m— ( ) e

8=, cosx — aycos3xr ... ay—q cos(m — 2} R,
on aura, d'aprés les limitations (8) et (9),
l L}
|le‘<"5, .
]
I n'm I -2 e
I)’autre part, en faisant croitre indéliniment entier #,
’ .
1 expression
@y COST ~— A3 COSIT ~+, . .ok @y _g COS(M — 2)iT

tend vers

cos(nm —a)r.
me—2 s 2) !

I
cosz — 3 cos3r ...k
On peut done déterminer un entier N tel que, pour

n 7N, ;

la différence de ces deux expressions soit inféricure a ¢,
et il est visible que, pour ces valeurs de », on aura :
|S =8| <e'+e"=¢

La formule

1 . ! ,
= Cosr — § cosdr - coshar .,
: 5

=i




( 478)

est ainsi démontrée rigourcusement; il faut supposer &

compris entee == <.
2

#. On peut obteniv d'une fagon analogue le dévelop-

l)clncnl

1 [ T, o, [
T = SN — S A sinGar —. L
% 2. it 6

On déterminera d’abord une expression
U (or) o= et SIN 20 < @a SN {0 ==L o= Wy SIN2 AT,
par la condition que le développement de Wy, () soit de
cette forme
W)= v oi- k20 e Ly 304340,
On obtient immédiatement la valeur de W, (x) c*

l'(sm:u'quant que
Wl )— @r

ne pent différer que par un facteur constant de

/‘l (sina ) dir,
L]

1
et la suite du raisonnement est tout a fait semblable 2
ce que nous venous d’exposer en détail,

SUR LE PROBLEME DE CLEBSCH
(THEORIE DE I'ELASTICITE DES CORPS SOLIDES, § 39 A 42)i

Parn M. E. FONTANEAU.

. L'équilibre d’élasticité des corps cylindriques a

fait Pobjet d*une étade spéciale, i raison de lear emplo?




