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SUR L'AJ\'A'L(‘).GIE ENTRE. LES FONCTIONS ELLIPTIQUES
BT TRIGONOMETRIQUES;
Par M. ). DOLBNIA, & Nijni-Novgorod,

1. Nous nous proposons de recherchier les fonctions
transcendantes qui satisfont a Péquation

(e -a) (e —a)
st

(1)

=o¢(a)—o(u)

Nous di%inguctbus deux cas : 1° lorsque o(u) a deux
périodes (T'une réelle 2w, Pautre imaginaire 20'), ct
29 lorsque ¢ (u) a une scule période réelle 2 w.

Premier cas. — Soit
o(u 4+ 2m) =o(u), ' o+ 2w') = e(t).
En transposant les lettres @ cu u, nous anrons.

(- a)z(e — u)
uta

(2) =g(u)—2(a).

En comparant (1) et(2), nous obtenons

, e —u)=—z(u—a),
¢ cst,—il-dil'c C . : .
) » -(_;).—:—’(—)7
d'od il suit quo = *(u) est une fonction impaire de I’ m{,w
ment u. ' :

Supposons S .
lim(u — et) = o,
alors
(- (L)’(!t -— (/)
lim | = = e -0
T ta P
done

imf=Cu ety o0,
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¢'est-a-dire
(o) =o.
un posant
U= a-amw,

owm est un nombre cuticr, nous avons

(o = oamw)z(2mw)
=o0.
a4+ 2mm)ta

(3)
Si (u) est une fonction holomorphe dans toute I'é-
tendue du plan, de 'équation (3) nous aurons
' T(2mw) = o. '
D’une maniére semblable, nous trouverons
(am'w')=o0;

par conséquent, tous les zéros de la fonction () sont

compris dans la formule suivante
() u=omuw-2m'w,

ot e eb i sont des entiers arbitraires.
De I’équation (1) nous aurons

(uA-a) t(u—a) o t_s(u)-»—-c,(u)'

<tuvta w—a w—a

I
|
i

En posant ici
lim(u —a)=o,

et en rappelant que les deux fonctions t(u) et g(u) dov
vent avoir des dérivées, nous obticndrons
“(2u)

) S0 == 9w

La constante <'(0) est une quantité indéterminec:

Nous prenons done

(o) =13
alors
Tan)

Sy —= - )
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De Li il suit que le développenient de la fonction holo-
morphe <(u), suivant les puissances ascendantes de I'ar-
Sument, commence par la quamisé « et aura la forme

suivante
)=+ udapub+. ...

Il ¢st facile de constater que les infinis de la fonc-
tion ¢/(u) sont les solutions simultanées des deux équa-

Lions
t(20) =0, TH(w) =z 0;

done ¢'(u) devient infini pour toutes les valeurs de
‘argument renfermées dans la formule

w=nmw-+mu,

olt i et nd/ sont des entiers pairs.
Les zéros de la fonction ¢'(u) sont les solutions de
l’é([uatiou
(2u) = o0;

si 'on y ajoute l'inégalité
<(w)3o.
Do il suit que les racines de I'équation
¢'(e)y=o
sont définies par la formule
W= (am-+1)w-+ (2m' 41w,

ou m ct n sont des entiers arbitraires.
Ainsi, dans I'intéricur du parallélogramme élémen-
taire (20, 2w"), la fonction ¢'(«) a trois zéros

w, o, - o

et un scul infini
o — 0.

Il est facile de prouver que cot infini est triple. En
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eflet, de la formule

(0u)
:‘.(u’)’

¢ () =—

il ressort ue, « dtant infiniment petit, la partic prin
cipale de ¢/(u) est :
2u 2

Jm— e TT e e

"t ud
Ainsi ' (u) est la fonction méromorphe doublement
periodique du troisiéme ordre.
En faisant dans I'équation (1)
limu = o,

nous trouverons que la partie principale de o(u) sera

1?
par conséquent,
lim[g(u)|p=0==.

Dot il snit que tous les infinis de () sont renfer-
més dans la formule

H=omw-+ame,

ou m et m' sont des entiers arbitraires.
A lintéricur du parallélogramme élémentaire

(2w, 20'),
la fonction ¢ (x) a un scul infini
= Q,

ct cet infini est double, Dot il suit que @(u)a a I'in-
térieur du méme pavallélogramme deux zéros (1),

(") Brior et Boveurt, Thiorie des fonctions elliptiques, p. 241
18=0,
4
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1l est évident que g(a) est la fonction méromorphe
doublement périodique du dewxieme ordre (V).
2. Nommons
9((-)).:: ey, oW - w') = ey, o(w') = ey,
et considdrons les propriétds des bindmes
(gu ey (Cu — eq), . (o1 —e3).
Le zéro du binome (g1 —ey) ost
1= w;

la méme valeur de 'argument annule la fonction
D
4 .
—_— () — e =0 (),
du p(1) —e] = 9'(n);

donc la fonction
(g -—cey)

a a Pintériear du parcallélogramme (20, 20') un seul
zéro
u=w,

¢t ce zéro est double. En outre, il est clair que

ou - ey
a un infini double
iH == 0.

Par cette raison, le produit
(7) (pu-—e))(pu-—es)(pu—ecy)
a trois zéros doublés

"=, n o= o -, "=,

() Tbid., |i. 1975,
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et un seul infini sextuple
n=o0;

par conséquent, (7) est une fonction méromorphe, dou-
blement périodique du sixiéme ordre.
La fonction
(¢'u)?
posséde ces mémes zéros et ces mémes infinisy par con”
sequent,

(o'u)=Aleu —e))(ou —eco)(gu—ez) (1)

ol A est la quantité constante. En choisissant ¢, €2y 3
de maniére que
e+ et~ e3= 0,

nous parvenons a la fonction p(u) de M. Weierstras$
définic par I'équation différentielle

(P'u)r= {p3u — go pre— g3

3. A P'aide de cette équation et du théoréme d'Abel
relativement & l'addition des arguments, il est facile
d’employer les deux formules suivantes,

—f— —te - _l J.)_l I‘_.__..____,"(I :
P+ uy) - pu - pu,..-/'(‘pu JJ"Ul) ’

_ _ L pu—pu
Clu+uy)—-Qu—Quy= 3 pu—puy

(),
on
H

1 “r
Lu = — + — = pufdu.
Jyo \w

En posant
iy =,

(*) Briot et Boveuer, Théorie des fonctions elliptiques, p. 2433
|R75.

(*) Havvues, Traite des fonctions elliptiques, t. 1, p. 2, 1383
1RNG,
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nous aurons
Y

(8 W)= Yu+ Lt PR LIS

) Yo ) = Lu s Ylo)+ o

Occupons-nous maintenant de la détermination de la
fonction holomorphe <(«), qui satisfasse & l'équation
transcendante

(u-+a )(u—-n)
Syt

= pla)—plu).

En y supposant
o == W,
hous aurons

(- 1)s(w—u)
tuzto

=pu--ey.

Les fonctions (w4 1), (@ —u) ont les mémes
“eros ; posons donce

Ty - 1) = (W —u),

U A~ 2m)= — U,
alors
4-1) )2
o) e,
.. T Tw \
(l ou

logz(w -+ u)—logtu — logzw = § log(pu —e).

En diftérentiant cette équation relativement & u, nous
ouverons

(9) V(o) e T pe
T(w A+ 1) i a2 pu—e
Les équations (8) et (@) donnent

=+ 1) ='u

o)~ = W = =)

L N o
Loy il suit que les deux fonctions

.—7‘- et L(u)

Ann, de Mathemat., 3 série, 1. VIIL (Octobre 188g.) Jo
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peuvent diftérer seulement par une fonction linéaire
Pargument, et par conséquent supposons

de

<u
S =(uYy - 22u + B
0 L) P’

!
ISR {4 Y . . . C
Mais —— estune fonction impaire de 'argument, don

8o,

et nous aurons

— = 22U,
T

a
-~
=

)

(- w

(Ll—‘——’-—(—)) =L(w4-m) 4 220 4+ 290,
< -t

par conséquent
Llm),

22m = — §(w), 294 =
w
donc

0 uf(w)
T = in logz(u) = q(u)— —

"6
La fonction & (u) de M. Weierstrass se définit par I'e
(uation
¢
;mln-,::‘( w)=g(u),
d'ont
-1ty

(u)y=1e¢ 0 g(u)

Ja-

La fonction <(u) différe de la fonction Z(u) de
cobi seulement par le facteur constant ().

.0 . jon
4. Deuxiéme cas. — Supposons ue dans 1'équati®

W(u--ay(u—a)y
T aysr ey = g = el
_»,//

1 886

(') HALPREN, Traite des fonctions elliptiques, 1. 1, p. 2543 4e5-
Butor et Bougurr, Theorie des fonctions elliptiques, p. 4635 177
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la fonction () ait une seule et unique période véelle =,
Par cette supposition, nous passons dans le domaine des
fonctions triganométriques. 11 est facile de constater les
Propriétés suivantes :
a. La fonction =(u) est impaire et o(u) paire.
b. Les zéros de =(u) sont renfermés dans la formule

==,

o est un nombre entier arbitraive.,
¢. Fu posant

(o) =1,
nous aurons
“(21)
! .
o(H)== - N
(1) <)

d'on 1] résulte que les zéros de la fonction ¢'(«) sont

= (2m--1)=,
2

et les infinis sont
N me,

d. Comme =(0) =0, 2(%)=o0, F(0)=1, la fonc-
lion =(«) a un maximum pour la valeur de Pargument
renfermé dans les limites

o -7,

ot it suit que
(n)-Lo.
Done, d'aprés la continuité de z(u), nous concluons

que
“(w -+ u), ~(m—1)

ont des signes countraires. I)'autre part, ces founctions
’ .

Sannulant toujours pour une méme valeur de l'argu-
Ment, nous pouvons supposer

“u= wy e Nsem e,
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ol A cst une constante négative. Supposons A =—1»

=—1(%+-u),

W(r—u)=
“(u427v)=(u).

alors

¢. Prenons maintenant I'équation

?’(u)=—-:—5?'1'——;—3)-

Pour la valeur infiniment petite de «, la partic princt”

pale de ¢'(u) est
2

113;
»ar conséquent, si i« > 0, hous aurons
| y )
lim(¢'u)yno=— .
Pour u= =, la fonction /(x) devient édgale a zero

d'ouil suit que, dans les limites

notre fonction reste négative.

Par cette raison,

et comme t(% + 2u) el 7(% — 2au) out des signes coB”

T
9'(— -t- u) >0,
Py

Ainsi la fonction ¢/(u), dans les limites

traires, Nous aurons
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veste positive. Par conséquent ¢(u), pour u= ;,
atteint le minimum. Pour la valear « infiniment petite,
la partic principale de o (w) est ;-:—. done
Hm(e o= -+ =%.
Supposons le minimum de ¢ (u) = m, alors
wlu) - m-i-1
he devient jamais nul pour les valeurs réelles de Par-

gument,

5. Nous considérons les deux fonctions trigonomé-

triques
Fu) =]e¢' ()

(514
Sy = (g —m -+ 1) (gw-m).

Entre les limites

o-Zu<dw,
les deux fonctions ont un seul infini n=o sextuple;
F(u) a un zéro double u = 2—;, cette méme valeur de
Pacgument satistait I'équation

o) —-m=o,
¢t, comme

([ 1y
}hé(?”_"”: o)

1
$annule pour la méme valeur de P’argument, nous con-
cluens que f(«) ale zéro double

eatre Jes mémes limites. Les deux fonetions 1), f(1)
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possédent une méme période, et, par conséquent,
Flu)=Ao(u):
la constante A est arbitraire. Posons A =74, alors

(¢ u) = f(gu—m-+=1)(ou—m),

o' () =-—a2(ou—m -kl);/ﬁ—— n.

dYos01Ls — ..
Posons o (1) = x, alors

dr —— .

e o —m 1) —m

o ( W :
dr

dtt = — ——- e ]

2(a —m OYe-——m

' dr .
. :—.:——/ s - - (..
2@ — m =) —mn

Mais, pour 2 = ¢ («) = m, nous aurons
)

H = -y
2
donc
™
(= 2,

dr _
./m 2(& = m 4 W2 - m

wit

En faisant /& — m = &, nous aurons

2= m -4k dr = at dt, T mr==1 kY,

. Sk
— = [ - = avetangyx — m,
L )

| £
-+ 3

AR ]

V/:r — m == cot,
r=um -~ cot?u,

() = - coldu,
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ldl C()IlSC(lllClll, nous aurons
(e -a)x(u—a)
(1)< ()

(e 4-a)r(n —a) sin( o - et)sin(u — a)
= 0 4 H
tuzla fin?ue sinla

= cotta — col?u,

d'ott il suit ue
s(u) = sinu,

(ll R
—log=u = cotu.,

du

Ainsi Uanalogue de p(u) de M. Welerstrass est
(m 4 cor2u), Lanalogue de §(u) est cotu, I'analogue
de o (1) est sinu.

6. De tout ce qui précéde, il découle naturellement
Guel'dguation @ trois termes ne peut pas étre considérée
tomme caractéristique pour les fonctions clliptiques,
car clle s'étend facilement aux fonclions trigonomé-
triques. En eflet, en posant

cot?e = A, cottd) = B,
Wous aurons

sin(a@ -+ b)sin(a—b)
sinfasin? b =B —A.

De I'identité
(B—A)D—=C)+-(B—C)YA—=D)+(B—=D)(C—A)=0,
il découle Péquation

sin{a -+ b)sin(a ~- b)sin(¢ +d) sin(c —d)

< sin(c¢ 4 b)sin( ¢ — b) sin(d — a) sin(d +-a)

<+ sin(d - b) sin(d — b) sin(a + ¢) sin(¢ — ¢) = o,
qui n'est autre chose que Véquation @ trois termes,
caractérisant les fonctions trigonométriques aussi bien
que les fonctions clliptiques.



