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Nova definizione della curvatura delle superficie e su confronta
con quella di Gauss; par M. F. Casonrari. Milano; 188g.

. REMARQUES SUR LES SURFACES GAUCHES;
Par M. E. CESARO.

M. E. Amigues s’est tout réecemment occupé (') de
Péiude des surfaces gauches, dont la ligne de striction
est donnée. Nous nous proposons de faire voir qu’on peut
atsément établir les propriétés signalées par M. Amigues,
et une foule d’autres propriétés des surfaces gauches, au
moyen des méthodes intrinséques, que nous avons dé-
veloppées a plusieurs reprises dans ce Recueil. 11 sullit
d’employer, dans ce but, un systéme d’axces mobiles le
long de Ia ligne de striction, ct coincidant a chaque
instant avec la tangente, la binormale ¢t la normalc
principale & cette courbe. Si G et G/ sont les généra-
trices de la surface, issues de deux points conséeutifs M
ct M’ de la ligne de striction, il est clair que le triedre
formé par la tangente en M, par G et par la paralléle a
G/, menée par M, est rectangle le long de la troisieme
aréle, et, par suite, si a, b, ¢ sont les cosinus directeurs
de G, et @ + da, b + 9b, ¢ + dc cecux de G’ par rapport
aux axes d’origine M, on a ca = o. On sait d’ailleurs
que, pour une direction quelconque,

. ¢ sb ., ¢ se , a b

(1) E‘:a—'{;, —(E;.)—;, %:C—\‘——P'—F;;

les accents servant i désigner les dérivées par rapport i
P'arc 5. Conséquemment, pour que G soit la génératrice

(*)y Méme Tome, p. -
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d’une surface gauche, dont la courbe fondamentale (M)
serait la ligne de striction, il faut et il suffit que 'on
ait

(2) a = .

On voit par la que la ligne de striction a la propriété
de ne pouvoir étre géodésique sans rencontrer Jes géné-
ratrices sous un angle constant, et réciproquement; car,
en vertu de (2), ¢ ne peut étre nul sans que a soit con-
stant, et réciproquement. En outre, il n’y a pas sur la
surface d’autres lignes jouissant de la méme propriéié :
les hypothéses @ = const., ¢ = o entrainent, en effet,
na = 0, ce qui caractérise la ligne de striction. Les pro-
positions qui précédent sont dues & M. Ossian Bonnet.

Cela érant, si 'on obscrve que la plus courte distance
de G et G’ est\/b*+ c2 ds, et siVon appelle db 'angle
de ces droites, on voit que le paramétre de distribution
des plans tangents est

(3)

D’autre part, les relations

bab+cac:0, dh2 = 3b2 4+ g¢?
donnent
ch ¢ b ds
T TV pra w

() =2 ¥=

Ce sont la les formules fondamentales pour I'étude in-
trinseque des surfaces gauches. On en trouve sans peine

une interprétation géométrique cn observant que, si
L3



( 447)
’on diminue de 1—; la torsion de (M), clles coincident

avec les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
direction considérée soit invariable dans I'espace.

Pour que la ligne de striction soit une géodésique de
la surface, il faut et il suffit que la droite G soit située
dans le plan rectifiant de la courbe. On doit donce avoir
¢ =0 puis les formules (4) montrent que @ et b sont
constants ¢t que I'on a

—+

b_20
row

ol

En particulier, si la courbe est une hélice tracée sur un
cylindre de révolution, & est constant. On arrive aux
mémes conclusions en partant de ’hypothése @=const.,
et 'on retrouve ainsi un théoréme énoncé par M. Ami-
gues (*). La relation (§) fournit aisément le moyen de
construire les surfaces gauches, qui admettent pour
ligne de striction une géodésique. Cette construction a
été indiquée par M. Pirondini dans ses Studii geome-
trici relativi specialmente alle superficie gobbe (?).

Pour que la ligne de striction soit asymptotique, il
faut et il suffit que G soit dans le plan osculateur, et,
par suite, que Pon ait b = o puis, d’aprés (4), w=r,
el

Ces égalités fournissent la construction, signalée par
M. Catalan ('), des surfaces gauches admettant pour
ligne de striction une de leurs lignes asymptoliques.

(") Loc. cit., p. 759.
() Journal de Battaglini, 1883, p. 30/.
(v) Bulletin de la Societe philomathique, 1878,
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Pour que laligne de striction soit une ligne de cour-
bure, il faut et il suffit que la normale 4 la surface, au
point M, engendre une surface développable. Les équa-

tions de la normale sout
xr = o, by +cz=o0,
et leur dérivation donne
5 =p, bs—cy=aw.
Fan éliminant x, y, =, on obtient la condition cherchée

H2 o2

ab

6)

Sk

De plus, le rayon de courbure de la scction normale,
tangente a (M), est

R‘ = i \//)2+ c?,

et il est clair que les courbures principales de la surface

sont liées par I'égaliné

a? b2 o2
o -0
s R, ’
d'ott 'on tirve
(o)
Ry =— — Vb2~ 2,
a
puis Ry Ry = — w*. Lors douc que la ligne de striction

est ligne de courbure de la surface, la courbure de
celle-ci, le Tong de la ligne en question, est mesurée, en
valeur absolue, par le carvé du paraméire de distribu-
tion des plans tangents.

L’équation du plan tangent 4 la surface est

cy—0bs=o,
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€ sa dérivation donne

b —ay by -—cs
P ‘ ™

Il en résulte que les cosinus divecteurs de la généra-
trice I" de la surface développable, circonserite a la sur-
face donuée suivant la ligne de striction, sont propor-
tionnels 4

(7) al — (b2-- (.'?)l:;, b2, be.

Sila ligne est géodésique, les égalités ¢ = o et (5) nous
disent (ue ces cosinus sont proportionnels a —p, 1, 0.

a développable circonscrite est done la surface recti-
fante de (M) : cela devait étre. Si la ligne de striction
st asymptotique, on a b= o, ct les cosinus cherchés
Sont 1, 0, 0. Dans ce cas, (M), ligne asymptotique de
Striction sur la surface gauche, est aréte de rebrousse-
Ment de la développable circonscrite. Enfin, si (M) est
ligue de courbure, 'dégalité (6) est vérifide, ct I'on voit
Yue les cosinus de T sont proportionnels a o, b, ¢ ¢ les
Bénératrices de la développable circonserite suivant la
ligne de striction rencontrent cette ligne a angle droit.
Ces résultats sont fort connus, ct I'on sait qu’ils sub-
Sistent pour une surface quelconque. Il en est de méme
du résultat quon obtient en observant que, si (M) est
Higne plane de courbure, les conditions (4) et (6)

! b . . .
EXigent que C) soit constant, d’ou il suit que le plan de

(M) coupe la surface partout sous le méme angle. Remar-
Juons enfin que tonte ligne de striction et de courbure
e saurait éure géoddsique sans étre plane. En effet, les
tonditions (5) et (6) ne peuvent coexister, pour ¢ = o,
Sir a une valear finie. Dans cc cas la développable cir-
fonserite suivant la ligne de striction est un eylindre,
Ann. de Mathémat., 3* séric, 1. VUL (Octobre 188y.) 29
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admettant pour section droite la ligne considérée, do”‘
la courbure vavie propoluonnd]cmull aun paramclll
distribution, N

Puisque les cosinus 4, m, n d(- I sont. proporllo"“"l .
aux cuauntités (7), on trouve facilement quc'] angle

Al d !.
» = 1'G est donné par la formule '

)
2 22
(8) tan (b2t )

7

r-:—‘ U — a (D2 02)

Dés lovs, si l'on pose, pour abréger,

s = 2 cos s — VDo o sine
cosd = acosy Ve sing, o

sind =« sing - Vi et Cos e,

on peut éerire

b sin e &in 'J
! = cosd, m = —— Y n= . ‘
VhEe? pr Vi et P .
On trouve ensuite
ol by dm by (-mu sn ey w%‘f
- =—u'sind, = S et S
ds ; ds Vi et o ds Vit

et 'on voit que ¢ = const. est la condition neccsﬂa”‘“"

et suffisante pour que la direction de T soit invarl jable
dans I'espace. On en déduit sans peine que les sul‘f"“'es -

a cone directeur de révolution sont caractérisées par la
propriété de toucher un cylindre suivant leur ligne de

striction. Lorsque (M) est ligne de courbure, legahw 2y

(6) est vérifide, ct la formule (8) fait dépendre ¢ de?
sculement. Pour que ¢ soit constant il fant donc et il
suffit que a le soit, ct, par suite, que (M) soit upé
géodésique. Il en résulte que les surfaces gauches, dont-
la ligne de striction est géodésique et ligne de courbur®:

i

i
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sont caractérisées par un cone divecteur de révolution (1),
" Que faut-il pour que-les génératrices de la surface
dounée soient les normales principales d'une:sourbei
Sbit=N-lc- point-oit la génératrice issue de M rencoiitre
ld courbe inconnue, ct désignons par £, 1, n'les cosinus
directeurs de la tangente-a (N), en Ny-ct-par k lerap-
port des vitesses des points N et M. Si pa, pb, pc sont
les coordonnées de N, on a; en appliquant les formules
fondamentales de la Géomérie intrinséque des courbes
L en ayant égard aux relations (4),

M=pa+rt, km=pbh— Le, kn=pea+ iy

Lo w

8i I'on cxprime que les directions (a, &, ¢) et (4, myn)
sont orthogonales, on trouve p'=— a, de sorte que
M:/ﬂ—kci‘l, . /rm_—.-—nv[‘—-‘—lif. /-'n_—.-——ar:—f--l)—,)-

On en déduit
2 2 2 p!' v
= (b +c-)<| -+ ~n—1—'3>.
Par dérivation des avant-derniéres formules, on ob-

lienty o

BB e o _
d;**f;g —(r+e) L ,—‘,’s arctang
\ . 1 . .
l:tl\mf et b ,,-e),
oY T YUY p— [FRUN - SENNY BUREPINY BT PO .
. . 2 2
RS ERSE Y bt S8 ()b 3 -‘EQ—-I—-——-——-—) ) e —abl '-i'nrc l'n'n"-/-',
s o w(br4e?) .owm Lw/ds e
'l:;l& - b b bra-ety, e
S. > m ,E a‘......';’_....,. ta ! : D
o . PR B o . . lan 'E Lo . R
i : _'1:.__(92;.’_'?:5 A ae ) Lo tane P
‘\ w(bEep ety p 0w ) + ey g e tang o
S i e
»(l - s e e e

f )[) . . :
i T oxns, foc, cit., pe Jugy.
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o ) R . n
Fa élevant.an carré ces égalitds, et en les ajoutant, ©
. < par
trouve que le rayon de courbure o de (N) est doune pa
la formule S
I b 1 a o A
— - = — - —arctlanyg -
w

= =553 i
% -t p w0 ds

(9) ’ _-,_<£ //7'_?_

P wl

to]

]

Soit & 'angle sous lequel la normale principale de (N)
rencontre la génératrice. On a
5l om on

/.
e e e e == — cosd

ds s ols o

puis, par Pemploi des formules préeédentes, -

. 32
(10) . Fo </) ~- F—) cosd,

Nous avons ainsi I'expression de la courbure des trajec”
toires orthogonales des génératrices des surfaces 3%
ches, en fonction de p, w et de Pangle 4. Lorsqu¢ cet
angle est donuné, on obtient Ja condition que doiven*
vérifier a, b, ¢, en portant dans (g) le résultat (r0)-
vient

tang¥-

v

N . . .. , R . r
in particulier, la condition nécessaire et suffisante P"fu
que la surface donnée soit la surface des normales prie

cipales d'une courbe est

7 [

! “ re tanyg L

e - == - -arctang &

(o] hro-ct p s Sm
. . . . L es f
On voit, en ayant égard i (8) et au théoréme de Chasl ¢ :
ST .. fac i
sur la distribution des plans tangents, que, si la surfa . :
. . . tvall :
est & plan directeur, les plans qui la touchent suiva ;




'
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(N) sont également inclinés sur fes plans correspon-
danys, (i la touchent suivant la ligne de striction,
On a, par le théoréme de Lancret,

1 1
0'22/“!<—; ~+ "T,>x
2o o

doi I'on déduit, en employant (3) et (10), la torsion
de (N). On wouve ainsi

- w? R
Po =1 > ry == 0 4 —
[) ™

Ces formules ont été remarquées depuis longtemps par
M. Dini dans une éude sur Aleune propricta delle
Superficie gobbe delle normali principali (1).

Les caleuls qui précédent sont, il est vrai, assez pro-
lixes 5 mais ils conduisent méthodiquentent au but, ct
Poy peut du reste les rendre fort simples par un choix
convenable de la courbe fondamentale. Soit (N) cette
Courbe, ct continuons a désigner par p la longueur NM,
Par a, b, ¢ les cosinus directeurs de NM et par dp + dy
[ projection de MM’ sur N'M. On a

‘ ds - p sa — a dq == o di,
(i) pob—bdg == mwd,
? poe —edg = nwd,

ou /, m, n sont les cosinus directeurs de la commune
Perpendiculaire & NM et N'M' ¢

{ m n {

baoc ¢ b cou—ade wohb—boa

Nous supposerons, dorénavant, que la droite NM soit
variablement lide au tricdee fondamental; de sorte
ue

St 2 ah ¢ ac  a b

== T Ty i Rl )

s z ols r ds 7 r

() Journal de Battagling, (566,
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t; par suite,

oo NG e e g
(12) ()'2=(‘l+_’> _;_‘__",;_'_q—_—a__i.'i_," BRI

| s r pr o hy
ou '

Pt 1 .

T Loy ., e . ) e .
estle rayon du eylindee (_)SCIl]aL(:lll' a (N), .(ft,l'}?" A
pQSé ot o Sl RN k S e v

‘/p -1-11 |/o;+/-

Les c"alncs (1 1)y l(SpLLllV(!lllclll. mu]up]wvs pal'
b, cc, puxs par £, m,. n, donnent par addition . "

oas

Cpdht = —3a ds, wdd = l r/.s,
d’ott e

S . L !— e E
(13) . .. .,/;(J =1, ra(l"** 'j-—:—-(-- —ﬂi b
; P r t" Ny
l)on(' en ut.lhsam. (u), on voit que le palamctl‘c de
distibution des plans tangents & la surface ('n"('lld“"'
par unc dlmtc, lnvauablcnn ‘nt lide au_ Lll(.dlt, fonda‘

mcnta], est (]onnc par la lormulc o

S T <E' %ﬂ + o ) S
A chaque direetioii u)rrcspond une valedr de 4, et Fon
démontre facilement qu'il 'y a une seilé couplé de di-
rcclxons, sy métrigues par rapport a la iormale prlnc1
pale, qui €orr e#pondmt a un méme paramcn'o pourt'i'
que la courbe ne soit’ pas une hélice.! C'est’ pourq quoi il
n'y a que la tangente, en’ général,’ ‘qui ‘engendre aiie
$urface dcvdoppahle, commé I'a remarqué ‘depuis long-
temps M. -Appell (9): 1'n’y a, de méme, que la binot~

.

(") Nowvelle Corvespondance mathématique, 1880 p. g6,

¢
i
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male et la normale principale qui engendrent des sur-
faces gauches dont les paramétres de distribution soient
Fespectivement

Si la courbe est une hélice, tracée sur un cylindre quel-
conque, il y a une infinité de droites corvespondant & un
méme paramétre @ clles forment un cone du second
ordre. Pour w = o, on a l¢ cone signalé par M. Appell,
touchant l¢ plan osculateur suivant Ja tangente i la
courbe. Il y a, de méme, un cone touchant le plan nor-
mal suivant la binormale, et dont toutes les généra-
trices engendrent des surfaces gauches, qui ont pour
Parametree commun la torsion de 'hélice. Le cone cor-
respondant & la normale principale se résout en deux
plans perpendiculaives. Tous ces cones, perpendicu-
laires au plan tangent, se raccordent suivant la géné-
ratrice du cylindre. '

Les cones que nous venons de trouver ne cessent
d’exister lorsque (N) n'est pas une hélice ; mais ils sout
alors variables d’un point a I'autre de la courbe. Par
exemple, le cone de M. Appell est le licu instantand
des droites, invariablementliées au triédee fondamental,
génératrices de surfaces ganches, pour lesquelles on a,
a I'instant considéré, m == o. En géuéral, une scule de
ces droites continue i corvespondre i cette valeur de w,
¢t engendre, par conséquent, une développable : les au-
tres passent sur d'autres cones, définis par d'autres va-
leurs de , toutes diflérentes entre elles.

Quant aux points centraux, leur position est déler-
minde par fa premiére formule (13), qui donne
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Ces points se trouvent done sur un cylindre de diaméue
%, touchant la surface rectifiante suivant sa génératricts
et rencontrant orthogonalement, sur des paraholoides hy-
perboliques, tous les cones dout il vient d'étee question:

Arrétons-nous aux surfaces des normales principales
d’une courbe (N), et demandons-nous s’il est pOSSib]c
que ces normales soient les binormales d’une autré 1
courbe (M). Si & =0,y == 0, z = p sont les coordon”
nées de (M), on a

“
oy ) o3
o,
ds r ds

n
x|
Z L,
ds

o N

Pour que NM soit normale a (M), il faut fue p' soit
nul, et, par suite, que p soit constant. Si 'on veut, €?
outre, que NM soit binormale de (M), il faut que I'on att

1 ox 1 3y
- -+ - = =0, !
, . p ds  rds '
¢’est-a-dire
l ) )
(1) — = = e
pPe [l re

Les cosinus directeurs de la tangente & (M) sont doné

[::l/—/—)—e, m=~—\/12, n=o,
r : P

et le rapport & des vitesses des points Nl et Nest

(15) elsy Voe
) —_— o et
ds ’
Cela étant, on a
&l po sm_ pg 4n
oo = Lo e = £ - 2- =0,
ds — ap* ds — aor ds

d'onPon déduitexpression du rayon de courbure de (M)

pe [aN?
(16) pn--'ll/-l-r'—(;)-

=
h
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Eufin, si I'on observe que les cosinus de la binormale i
(M) sont 0, 0, I, on a immédiatcmcm, pour exprimer
la torsion de (M),

k 1 1
d’on

(17) Py == p

~ o

Ainsi nous pouvons nous donner la courbe (N) par
une de ses équations intrinséques, 'autre équation
étant nécessairement (14). Ensuite les équations (15),
(16), (19) nous feront connaitre les coordonnées intrin-
séques de (M). Enfin 1'élimination de p, r, s entre les
trois équations dont il s’agit, et les équations intrinséques
de (N), nous fournira les équations intrins¢ques de (M).

Inversement, si la courbe (M) est connue, les rela-
tions (14) ct (17) donnent immédiatement

2 2
(18) p::/)—o—fl;"-, ro—f-%

puis I’égalité (15) devient

ds Vi
(1g9) d—s(-)—\/l—f- .

Enfin, en portant dans (16) tous ces résultats, on ob-
tient

1 o )
(20) - ——arctang- £ - o,

p s, ® e
ce qui est la condition néeessaire et suffisante pour que
les binormales de (M) soient les normales principales
d'une autre courbe (). Celle-ci est parfaitement déter-
minée par les équations (18) et (19).

(") Cinoxmst, loc. cil., p. 3y,
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Nous allons appliquer ce gui précéde au cas ou la
courhe (M) est une hiélice. Nous exprimerons cela et
introduisant une nounvelle longueur constante @ ¢t en
derivant pa, = ary. L'équation (20) devient

1

o a
— - —arctang — = o,

2o els Po

et Pon en déduit (que les équations intrinscques de (M)

sont
o =0 e —1, rg=p cd —,

La courhe (M) est doune une tractrice tordue. Ses ¢o0r”
donmées intrinséques peuvent étre exprimées en fonc-

tion d'unc variable = comme il suit :
5o =— «logsinz, o == @t cotx, ry= peots.
On en déduit, au moyen de (18) et (19),

~ 1 ]
s=—alogtung - p= =t room el
2 sin?s K10 7T COST

Les équations intrinséques de (N) sont done

5 02 . 4 S R
o:L’(c:—i—«:"’?) . r-izl(l:”——('-—’—‘).
T roan /

I’une maniére analogue on résoudrait toute autre ques”
tion de Géométrie diftérenticlle, concernant les surfaces
réglées ; mais nous montrerons, sous peu, comment O¥

. 3 . . ’ .

doit s’y prendre pour appliquer la méthode qui |.)l°ecb‘d“'
a I'éude d’une surface queleonque.




