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ETUDE DU COMPLEXE PROPOSE AU COVCOURS GENERAL
DE 18835
[Suite et fin ()];

Pir M. E. MARCHAND.

1. Rectifications. — Avant d’aller plus loin, je cor-
rigerai deux résultats indiqués trop légérement dans les
considérations géométriques finales.

Javais admis comme évident que toute droite du
complexe, pénétrant entre les deux nappes de la surface
des ondes, devait rencontrer la surface en deux points
réels et en deux points imaginaires. Or il suffit de cou-
per convenablement par un plan paralléle au plan
double touchant suivant un cercle pour s’assurer qu’une
droite peut parfaitement rencontrer la nappe extérieure
en quatre points réels et avoir deux scgments compris
entre les deux nappes de la surface. Je ne suis plus
fondé a dire, comme je Iai fait a tort, que la droite sin-
guliére relative a un point M de la nappe extéricure
donne deux foyers imaginaives. Malgré tout I'intéréi
géométrique que pourrait présenter une discussion ap-
profondie, je laisscrai ce point complétement de coté.

La seconde erreur saute immédiatement aux yeux.
Jécrivais : « Les courbes E et I se confondent pour les
plans qui touchent la surface des ondes en tous les points
d’un cercle. Ce cercle de contact est donc une conique
du complexe. » Tout plan tangent a la surface des ondes
donnant un systeme de deux points, il est inadmissible

(') Voir méme Tome, p. 122,
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gue le plan double, tangent en tous les points d'un
cercle, donne un véritable cercle. Quand les courbes E
ct I tendent vers le cercle de contact, la conique du
complexe reste comprise entre ces deux courbes de ma-
niére 4 donner a la limite un point unique comptant
double P. D’aprés les propriétés du cone asymptote

(11) - +*—+—=o,

il faut que la section de ce cone par le plan double soit
un cercle de centre P et non pas le cercle de contact.

Le point P est évidemment, par raison de symétrie,
dans le plan principal perpendiculaire au plan double.
Ce plan des zx coupe la surface des ondes suivant une
ellipse et un cercle qui conticnnent respectivement un
point P et un point Q du cercle de contact. Le point P,
situé sur ellipse, est, comme le prouverait un calcul
facile que je ne reproduis pas, précisément le point
double auquel se réduit la conique du complexe. Le
point Q, situé sur le cercle, appartient, comme on sait,
a la perpendiculaire abaissée du centre O de la surface
sur le plan double. Alors OP est un diamétre dela sphére
déterminée par le point O et le cercle de contact.

Si M est un point quelconque du cercle de contact, la
droite MP est perpendiculaire & OM. Cette droite MP
est done la droite singuliére relative au point M de la
surface singuli¢re. Ainsi les droites singuliéres relatives
a tous les points du cercle double passent par le point
P delellipseprincipale. Or ces dioites singuliéres appar-
ticnnent toutes au complcxe

(10) laz' + mB8 4+ nyy =o

relatif aux surfaces homothétiques et homofocales
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La conique du complexe (10) relative au plan double
doit donc se décomposer en deux points dont I'un sera
précisément le point P.

Je supprime le calcul de vérification, me bornant &
bien montrer d’ou vient ce résultat. On sait que tout
plan passant par le point & I'infini sur I'un des axes est
singulier pour le complexe (10). Cela sec comprend facile-
ment sil’on remarque que le complexe (10) des axes des
sections planes des surfaces (Z) doit comprendre tous
les diametres des sections circulaires. Or tout plan de
section circulaire est perpendiculaire & I'un des plans
de coordonndées, au plan des zx par exemple. Réciproque-
ment tout plan perpendiculaire au plan des za est plan
de section circulairve pour des surfaces (X). En particulier,
le plan double de la surface des ondes est plan de section
circulaire pour des surfaces (Z) et le centre de ces cercles
est le point P.

D’apreés ce qui précede, pour un plan double la conique
du complexe se réduit 4 un point double; en vertu du
principe de dualité, pour un point double D le ¢one du
complexe se réduira a un plan double. Le point double
érait sur le cercle de contact; le point double scra tan-
gent au cone des tangentes. Clest le plan perpendiculaire
a OD mené par D. Comme la droite OD est une focale
du cone (11), la section da cone par le plan tangent
comptlant double admet le point D comme foyer. Pour
le point D le cone du complexe (10) se décompose en
deux plans dont I'un coincide avecle plantangentdouble.
De méme que la droite singuliére relative a un point M
quelconque pris sur le cercle de contact s’obtenait en
joignant M au point comptant double P, la droite sin-
guli¢re relative & un plan tangent quelconque du cone
des tangentes s’obticndra en prenant l'intersection avec
le plan comptant double. En eflet, toutes les droites ainsi
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obtenues sont bien perpendiculaires au rayon vee-

teur OD.

2. Propriétés des droites singuliéres. — Pour termi-
ner cette seconde partie de la solution, j'insisterai sur
deux propriétés trés simples des droites singuliéres.

1l a été reconnu géométriquement que la droite sin-
guli¢re unique qui passe par le point M de la surface est
la droite du plan tangent en M qui est perpendiculaire
au rayon vecteur OM. Cela résulte d’ailleurs aussi de la
formule

(19) ar + By +y3s=o.

Si Pon désigne par «, 3, v, o, ', y' les coordonnées
d’une droite singuliére, de sorte que
(9) {424+ mB2 4+ ny?—K(a2+ B2+ y2) = o,

(10) lad' + mBf' + nyy =o,

le complexe tangent est spécial, et représente une droite
la', m8', ny, —Kz, —KB, —Ky,

qui, d’aprés Péquation (10), est perpendiculaire a la

droite singulicre.

Ces deux droites rectangulaires peuvent facilement se
définir géométriquement. Je citerai d’abord textuelle-
ment le Zraité d’ Analyse de M. Laurent (t. 11, p. 291):

« La surface des ondes étant représentée par
(4) (22 +y*+ 32)(ax2+ b2y2+ c252) .. .= 0,
si V'on fait
(5) T2ty 5=
(6) a?x? - 62}/2+C222: i,

(D24 e+ b+ a)y2+ e (a+ D) 32 = hpu~+a?bie?,

I'équatign (4) est satisfaite.... Fn résolvant les équa-
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tions précédentes et en posant

A:Elﬂc?([)?“c?),

2 1 1
-z':\/p—Ab?()\—a?)?(p—ab?c?)‘l;

ox o .
on peut conslalter queE% £ = 0, ce qui prouve que

on trouve

les courbes d’intersection de la surface des ondes avec les
surfaces (5) et (6), ou X et p sont constants, se rencon-
trent & angle droit. »

Il est clair que la tangente MT & toute courbe sphé-
rique tracée sur la sphére (5) est perpendiculaire au
rayon vecteur OM. Les droites singuliéres ne sont donc
pas autre chose que les tangentes aux courbes d’inter-
section des sphéres (5) et de la surface des ondes. Ces
courbes d’intersection sont des coniques sphériques,
comme on le voit, cn écrivant I’équation de la surface
des ondes sous la forme

x? y2 52

Considérant A comme un paramétre variable, on a les
cones homofocaux du codne (11), c’est-i-dire les cones
ayant pour focales les droites qui joignent le centre de la
surface des ondes aux points doubles.

Les droites perpendiculaires aux droites singuliéres,
dans le plan tangent a la surface des ondes, qui sont dé-
finies ici par le complexe tangent spécial, apparaitront
dans la fin de cette étude comme droites singuliéres du
complexe des droites de méme paraméire. Je pourrais
me borner & renvoyer le lecteur i la Géométrie analy-
tigue de M. Pruvost, ou il est prouvé que ces droites
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sont tangentes a des lignes de courbure de quadriques,
interscctions de deux surfaces homofoeales appartenant
aunc méme famille. Conservant les notations de M. Lau-
rent, voici comment je vérifie ces résultats. A la surface

des ondes
o 2

@ oy
-+ —1=0
(1) rt—a  r:—02  rr—c? ’

3 9

\ A==+ y?+ 32,

je fuis correspondre la famille de surfaces homofocales

a2 172 32
—_—— —1=o0.
o— o— b2 v —c?

(7)

Pour un systéme de valeurs fixes de ., )y, z, Péqua-
tion (7) donne trois valeurs 544 52, 23. Si F'on donne a gy
la valeur s —- &2+ 5 2+ 32, le point (x, 1, 3) est sur la
surface (4). Développant Péquation (7).

—+ pHrter (2 — b2+ c?)
[(/-w—c 1“-——.‘.—r~//2('2—'-...]:(;7

on a d’abord
P1—pa+ gy =1 a4 02+ ¢,
qqui, par suite de py == 72, donne

S = 02+ ¢2,

¢

La somme des deax racines gy et g, reste constante.

On a ensuite

S3(P1+ 22) P12
=@+ 02+ (v -3 — @t —. - D2t L.,

c’est-a-dire

)~((12—¥ b2+ Cz)"r—ﬁl 2]
—(@+ b=k —p—+bied— Pt @b
don

' trea=bici+ ctat— ath— .
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Si donc p reste constant, les deux paramétres p, et p,
sont déterminés; on a 'intersection des deux surfaces de
la famille (7) qui correspondent aux valeurs gy et py du
parameétre.

A cette propriété, purement géoméirique, des droites
singuliéres, j’en ajouterai une autre qui se rattache aux
propriétés optiques de la surface des ondes. Je m’ap-
puicrai sur lesformu les démontrées par M.Sarrau (méme
Recueil, 3¢ série, t. VII, p. 551):

« Désignant par [, m, nles cosinus directeurs de la
normale a 'onde plane, par w la vitesse de propagation,
par p, ¢, r la direction de la vibration rectiligne, on a
les équations

(w2—e)p=—cel (Ip+mq - nr),
(91) (w2— f)g =— fm(Ilp + mq + nr).
[ (w2—g)r=—gn(lp+mq—+nr). »

Il me saffira de rappeler comment j¢ suis parvenu a
la forme (33) d’équation de la surface des ondes pour
obteniv la conclusion désirée. Mais, préalablement, je
dois changer mes notations pour éviter toute confusion.
Jécrirai I’équation du complexe
(9) Ao 2+ B2+ Cy2— N(a2+ B2+ y2)=o,
et le plan tangent en un point sera désigné par

Ur + 9y — W3- =0, U+ 924 wi=1.

On élimine d’abord z, 3, v entre les équations

S v —8'w=aw,

(21) [ a'w—~'1u = fuw,

( Blu—a'v =uw,

S — K(yv —3w)=Ad'w.
(22) — h(aw—vu)=Bj w.

— K(Bw—ac) = Cy'w,



a'( 2 y (s + o3 + !
nm? — __h — _I‘ Vo
L )] A) L+ 93 +wy ),
O w2 — E — Li ( ‘ N vy
¥ B)= ;‘ w4+ ep'+wy),
, , Kk h , , ,
v <w—— —C> == w(na 403 4wy,

K N K

ATe =7 C
ne diflérent des équations (g1) que par les notations. La
normale i 'onde p]anc estlanormale u, v, w i la surface
des ondes en Mj la vitesse de propagation o est la dis-
tance de Porigine au plan tangent en M3 la direction de
la vibration rectiligne est o, 3/, ~'. Or on sait que

dr+fy+ys=o

est le plan qui passe par la droite o, 3, v, o, 3/, ¥ ct Pori-
gine des coordonnées. La direction de la vibration est
done perpendiculaire au plan mené par I'origine ct parla
droite singulicre. « Les deux racines w? sont fournies par
I’équation

, /2 m? nz

(94) — =o0.

w2—e¢ u;l-:jf e g

qui coincide avee 'équation aux vitesses des ondes
planes trouvée par I'resnel.

» A chacune de ses racines correspond une direction
déterminée de la vibration, de sorte que, dans chaque
direction se propagent, avee des vitesses différentes, deux
ondes planes polarisées. »

Le résultat est trés net. Si D et D' sont les deux points
doubles péels de la surface, par chaque ravon vecteur OM
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passent deux cénes ayant pour focales communes OD et
oD'.

D’aprés les propriéiés des coniques sphériques, les
plans tangents a ces cones le long de OM, lesquels pas-
sent, d’aprés ce qui précéde, par les droites singu-
liéres, sont les plans bissecteurs des plans DOM, D'OM.
Des normales a ces plans bissecteurs, droites de direc-
tion o/, B',v/, sontles perpendiculaires menées a OM dans
ces plans bissecteurs. Ce sont précisément les directions
des deux rayons lumineux polarisés qui se propagent

dans la direction OM.

TroisiemE PartiE.

J’arrive maintenant 4 la recherche de la surface sin-
guli¢re en coordonnées de droites, et je n'aurai le plus
souvent qu’a appliquer au complexe spécial traité ici les
résultats généraux indiqués par M. Klcin (Mathema-
tische Annalen, zweiter Band, 1870). Je renverrai d’ail-
leurs a Particle cité pour toutes les propriétés géomé-
triques qui ne trouveront pas place ici.

1. Forme canonique. — Je considére le complexe
p

(1) arar b8 4 ety — (a2 B2 y2) =0,

(2) ar'+ BR 4+ vy = o.

Pour le¢ ramencr a la forme canonique de M. Klein,
je remplace les six coordonnées =, 3, v, o/. &/, ¥’ par six

autres xy, ., Xy, Xy, X;, xq définies par

s\/axlza%—aio{. iVaxr, =1 —aid,
(3) '\/13.r3:3+bi,'3’, iVbz, =8 — bif,

Veas =<+ ely, iVeag=—ciy.
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Les équations (1) ct (2) sont remplacées par

(1) a(x}—x3)=blx}—a})+clxi—a})=o,

(5) r}+ri+ri+ri+ri+ari=

Je rappellerai que I'équation (4) n’est qu’un cas par-
ticulier de la forme canonique relative au complexe du
second degré le plus général,

(4bis) kix}+ kex3 + kyxl+ ko) + kst + hkex} = o.

Pour le complexe général (4 bis), la surface singu-
liere cst une surface de degré 4 etde classe 4, 4 16 plans
doubles et 16 points doubles, étudiée sous le nom de
surface de Kummer.

Avee les coordounées tétraédriques ordinaires qui cor-
respondent a I'identité (2), le complexe général se ra-
méne a la forme

Ax- B2 Gy Alw2+ BB (/o2

+2Daa' +2E88 +2Fyy'=o.

Si les trois rectangles peuvent disparaitre, c’est-

a-dire si
D=E=F,

il scrait facile de disposer des trois constantes g, %, A de
manicre que la transformation homographique
r =g\, y=nY, s=1~L7
ramenat a la forme (1)
122 mB24ny2—a2— 22— y2=o0.
Lorsque ce cas se présente,
D=E=F,

la surface singuliére est ce que V'on appelle un tétra-
édroide.

Je laisserai, d’ailleurs, complétement de coté ces ques-
tions plus générales pour me borner au complexe (1).
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2. Tangentes de la surface singuliére. — Le point
singulier associé N est déterminé par la droite singuliére
D(2,8,v,2, 3,7 et parladroite A2y ,3,Y1s %y 8157))
que définit le complexe tangent spécial

’ '

%y = aa, a) = —a.,

Une tangente T a la surface singulicre est une droite
passant par le point N d’intersection de D et A dans le
plan DA. Je dis qu’elle a pour coordonnées

My, ... A+,

Pour le prouver, il suffit de remarquer qu'on peut dé-
finir trois droites D, A, T satisfaisant aux conditions pré-
cédentes respectivement par

<sv,co Eon L0
z y t)’ .z-’_y’s’l”

3 7 4 0
Axe+2 Ay —+—y As+3 AM+¢

2]

La reciproque se démontre sans difficulté en supposant,
bicn entendu, que les droites D et A aient un point com-
mun; le paramétre A a une signification géométrique
bien connuc qui sera utilisée par la suite.

Si D'on eflectue la transformation définie par les for-
mules (3), les droites D et A prendront les coordonnées
iy Xay Xy iy X,y X CL Xy Ty Ly, Lyy X5 X,. On
aura

Var, = ata' — aix =— ia.r,.
ety au licu de Az =+ 2,4, on trouverait

ia).

hory4+ oy = ry(h

Pour éviter les imaginaives, on posera 2 = —is,ct la
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tangente T deviendra, en divisant les six coordonnées
homogeénes par — i,

(c+a)xry, ....
3. Surface singuliére. — Je suivrai ici, pas a pas, le

calcul de M. Klein. Le complexe général est représenté
l)ar

(4) /\'1.7‘%—}“kQ.Z‘%‘*"kaZ'%*‘)—kbz'%—f—ksz'%’*‘ksz'%:(),

(5) x}+ 23+ 23+ +xi+xri=o0.

Les formules de transformation (3 ) permettent de vé-
rifier que le complexe du premier ordre

fa;xri=o0
scra spcéeial quand on aura
fa?=o.
Appliquant cette condition au complexe tangent
/\].2'1.7"1*‘1—- e =0,
on voit que les droites singulié¢res seront définies par (4),
(3) ct
(6) Mx}+kirdi+Aiad+Airvi+hiri+Alri=o.
En vertu de (5), on peut altérer tous les coeflicients
du complexe (4) d’une méme constante, ct I'on obtient
facilement

(4 bis) (ki+0) 2} + (kg+19) 23 +...=0o0,
(5 bis) XIS}l =0,
(6 bis) (ki+o)2ar}+ (ky+o6)22i+...= o.

Dans le complexe du concours, on doit prendre
k= a. ko= —a,

Si on prend Ay, Asaxs, o .. pour coordonnées de la
droite définie par le complexe spéeial et que Von dé-
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- ’ b
signe par yy, %2, ¥3: 42 Y590 )o les coordonnées d’'une
tangente T, on pourra poser

yi=ox;+ kizi,
ct, d’apres la remarque faite au n°® 2, on aura
¢ =1A,

). ayant la signification géométrique indiquée.
Ayant y;= x;(k;+ o), on obtient

ct, portant dans les équations (6 bis), (4 bis) et (),

(7) Yi+yi+yi+yi+yi+tyi=o,
Yi ooy Y3
@ R Tots T hyto
SRS S s SN SN
" koo ksto  hgro
Y1 ¥y _ 03
(9) (k1+0')2 (/1‘2—'}—0')2 (k3+0)z
Yi . 7 i

\ T oy Usrap T (Teray

L’équation (7) apprend seulement que yy, 32, ...
sont les coordonnées d’une droite.

« L’équation (8) est du quatriéme degré en s. L’é-
quation (9) apprend que la dérivée de (8) relativement
a7 est nulle. L’équation en coordonnées de droite de la
surface singuliére est le discriminant de I’équation (8)

pris par rapport a 5. Comme cela doit étre, cette équa-
tion est de degré 12. »

4. Faisceau de complexes. — Cela fait, M. Klein

énonce ce résultat trés remarquable, que je me propose
de démontrer directement.
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« Si & prend une valeur numérique déterminée, I'é-
uation (8) représente un complexe du second degré. Ce
complexe a méme surface singuliére que le complexe (4),
car le systéme des équations (7), (8), (9) ne change pas

si k4 est remplacé par ot

» L’équation (8) donne le systtme de complexes du
second degré liés a la surface singulicre. Cette équation
est analogue a celle des surfaces homofocales du second
degré. »

Laissant au lecteur le soin de vérifier que les équa-
tions (7), (8), (9) ne changent pas si I'on remplace kg

1 . . e .
par y——> e remarquerai que, ¢liminer = entre (8) et
(9), ¢’est chercher une équation qui soil vérifiée par les
coordonnées des droites singulicres de tous les com-
plexes (8), car le complexe tangent de (8)

S
hi+a

e =0

n'est spécial que si ’équation (g) est vérifiée. Or, d’aprés
le raisonnement primitif, toutes les droites vérifiant I'é-
quation obtenue en éliminant = entre (8) et () doivent
étre tangentes a la surface singuliére de (4). Il faut donc
que les droites singuli¢res de tous les complexes (8)
soient tangentes & la surface singulicre de (4), ce qui
exige que tous les complexes (8) aient méme surface sin-
gulicre.

Il reste a établir que tous les complexes du second
ordre admettant la surface donnée comme surface singu-
licre sont compris dans la formule (8). Pour cela, on
remarque d’abord que, « si()) est une droite donnée,
I’équation (8) détinit quatre complexes passant par la
droite ¢t admettant la surface donnée comme surface sin-

gulicre ». Il suflit de prouver directement que 'on peut
13
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construire quatre complexes du second ordre qui admet-
tent une surface de Kummer donnée comme surface
singuli¢ére, et qui passent en outre par une droite
donnée. »

N’ayant pas a ma disposition les théorémes généraux
sur lesquels M. Klein s’appuie, je proposerai la démon-
stration sulvante :

Soient A la droite donnée que je ne suppose pas tan-
gente a la surface, et a,, as, a;, a, ses points d’inter-
section avec la surface. Si ’on imagine un complexe du
seccond degré passant par A, il admettra en a, une droite
singuliére unique que j'appellerai D.

Je dis que le plan AD est tangent a la surface. En
cllet, d’apres les propriéiés des droites singuliéres, la
section par le plan AD, si elle était indécomposable,
serait tangente a D en a5 comme la droite A doit étre
aussi tangente i la conique comme droite du complexe,
cette conique se réduit évidemment a deux points, dont
I'un est le point a,. Le plan AD est tangent et non ¢n a,.
Si T'on joint 2, & son point de contact m,, on aura la
droite singuliére relative a ce plan, qui rencontrera la
surface en un point nouveau 4, qui est le second point
cherché. Le cone relatif au point b, comprenant déja le
plan AD doit passer par la droite singuliére relative a
b,, qui se trouve alors déterminée.

La droite singuliére étant déterminée en a, se trou-
vera, par cela méme, déterminée en a,, a; ¢t ;. En
effet, y’ai remarqué que lc¢ plan tangent tourne régulie-
rement de 180° quand le sommet du coéne décrit une
droite A du complexe. Cela fixe les plans tangents a
choisir en ay, a,, a, dés que le plan tangent en a, a été
choisi. J'aurais d’ailleurs pu dire aussi que le rapport
anharmonique des plans tangents en quatre points d’une
génératrice du complexe était le méme que celui des
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(uatre points correspondants, ce qui donne ce théoréme
connu :

Le rapport anharmonique des quatre plans tangents
que l'on peut mener par une droite & une surface de
Kummer est égal aurapport anharmonique des quatre
points d’intersection de la droite avec la surface.

Les droites singuliéres en a,, a., a;, a, étant déter-
minées, on obtiendra un point b, donnant des généra-
trices b,as, b,a;, bya, du complexe, et de méme des
points by, by, b, en remplacant successivementa, par a,,
gy @y.

Je dis que le cone du complexe relatif a tout point a
de la droite A est déterminé. On lui connait, en eflet,
cing générauices distinctes A, ab,, ab,, aby, ab,.

La méme chose a lieu pour les droites b, a., b, a3,
biay, ..., cest-a-dire pour douze nouvelles droites.

Cela posé, si P'on veut déterminer la conique du com-
plexe située dans un plan quelconque, on déterminera
Pintersection a distance finie ou intfinie du plan donné
avee la droite A et les douze droites auxquelles on pour-
rait adjoindre les droites joignant ay, a;, a; aux deux
nouveaux points de rencontre de b,a, avec la sur-
face, ctc. Si a est I'intersection avec A, le cone de
sommet @ étant déterminé, les deux génératrices suivant
lesquelles il est coupé par le plan sont deux tangentes a
la conique cherchée. Jobtiens donc au moins vingt-six
tangentes pour déterminer la conique, cc qui est plus
ue suflisant.

La conique relative 4 un plan quelconque étant déter-
minée, pour obtenir un cone de sommet S, il suffit de
faire passer trois plans par ce point et de mener les six
tangentes aux coniques déterminées par les trois plans.

En résumé, la droite D étant choisie, le complexe est

]
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parfaitement déterminé. Or, la droite D érant Vinter-
section du plan tangent en @, avee 'un des quatre plans
menés par A, on aura en général quatre solutions dis-
tinctes.

On peut facilement ajouter ce théoréme :

Quand une surface de Kummer est donnde ainsi
(/zflzlle droite tangente, on peut construire, et d’une
seule manicre, un complexe du second degré qui ad-
mette la surface comme surface singuliére, et la droite
comme ligne droite singuliére.

En eflet, soit D la tangente dounée. Je méne par la
droite D un quelconque des deux plans tangents dont le
pointde contact ne soit pas le point de contact de D avee
la surface. Toute droite A situéc dans ce plan ct passant
par le point de contact de D avee la surface doiv appar-
tenir au complexe, qui est parfaitement déterminé, puis-
qu’on connait une droite A et la droite singuliére D eu
un des points a, ot A rencontre la surface.

L’équation générale (8) nous montre en outre ce ré-
sultat curicux, que si l'on partda complexe (4) ct qu’on
prenne en un point M de la surface la tangente T qui
divise I'angle DA dans un rapport déterminé par le pa-
ramétre h, ve rapport s¢ maintiendra conslant en tout
point de la surface. En général, étant donnés quatre
complexes du faisccau dount les droites singuli¢res for-
ment un rapport anharmonique R en un point pax‘ti-
culier M de la surface singuliére, on peut aflirmer que
ce rapport anharmonique se trouyera invariable en tout

“autre point de la surface.

3. Cas particulier. — Pour le complexe étudié ici

a(zt—23) + b(a—a}) +e(x}— 73) = o
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le faisceau se réduit a

ct, en revenant aux «, 3, v, o', 8/, ¥ par les formules (3),

(2 -+ aia')? —(a—aia')? —o

a(a—gq) a(—a o)
Les deux premiers termes donnent, en les ajoutant,

1 faisas’—2a(a2— a2a'?)
- - - ‘)_ ‘,_?7 ’
a 62— a?

ct, en remplacant o7 par i, comme on devait s’y attendre,
on trouve

2day 4+ a?a?—a? | 2 ABR'— b2[2— B2
5 A2 @2 Dt 1
(10) ( N 2)“{Yl+ciY’2_Y2 Y
- )‘2+02*'W_ -
(11) aa’ + BB+ yy' = o.

Pour que 'on puisse faire disparaitre les rectangles,
il faut et il suffit que .
X A A

Mamar T Ko b A2l

2

ce qui, en supposant a, b et ¢ diflérents, ne donne que
deux solutions 7. = o et % = . Or, comme on va le voir
en développant I'équation (10), les deux complexes par-
ticuliers que 'on trouve ainsi sont, d’'une part le com-
plexe étudié ici, d’autre part le complexe des droites de
méme parametre. D'aprés la signification de A, on voit -
que les droites singuliéres de ces deux complexes, corres-
pondant au méme point de la surface des ondes, sont rec-

tangulaires. D’anc maniére plus compléte, en un point M
»
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de la surface des ondes, il existe une droite singuliere D
pour notre complexe; le complexe spéeial tangent dé-
finit une perpendiculaire A a D. Si 'on passe au com-
plexe des droites de méme paramétre, D et A s’interver-
tissent.
Développant, on trouve

M@t a2 B[(b2+ e2)adL L]
+ R2[(b2+ ) (a2a'2—22). . .|
+2h[b2cax . ..]
= [D2e(ata?— o) ... =o.

On a d’ailleurs

(b2+c2)ad +.. .= — arax — D2EE — 2y,

bre (a2 —a2) —. ..

! \
= (1“—’+ ‘8'2;];’2_ L I

arbre
I <11’ o BB

a:h?e2

\

b2crax’ 4. .. =

az D2

On voit que, sila droite donnée est sur le complexe
¢tudié ici, I'équation en A a une racine infinie; si la
droite donnée est droite singuliére sur le complexe, on
a deuxracines infinies.

D'ailleurs, il ne faut pas oublier que les coeflicients a2,
b2, ¢ des complexes ne sont nullement les carrés des
demi-axes des surfaces du sccond degré qui ont servi a
définir les deux complexes remarquables dont il s’agit.

6. Théoréme final. — Soit le faisceau général

2 r2
xry , rs; )
... T= 0,

(8)

ki+o  ky+3

Les droites singuli¢res relatives & un complexe du fais-
ccau ne dépendent que de deux parameétres. L’équa-
tion (8) va permetire de les exprimer cllectivement en
fonction de deux paramétres.
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Je puis toujours faire correspondre le complexe con-
sidéré i la valeur o du paramétre 7. Pour toute droite
singulicre de ce complexe, 'équation (8) aura, outre
deux racines nulles, deux racines que je désigne par p

et 5,. On a identiquement, en désignant par ¢ un para-
metre qu’il est inutile de déterminer,

x} (6 —0)(p1—3)0?

ki+o (111+€)(/f0——5) Ake=15)
d’on, en faisant successivement ¢ ==k,, ¢ ==A,, ...

1= Ar(p — k) (gr— k),
3= A, (o—/.,)(p,—/\g)
Or, de la résulte (Darvouvx, Lecons sur les surfaces, t. 1,

p- 142) que les six coordonnées homogénes de la droite
satisfont & I'équation

0210) 1 00 1 d0

':l)dla '),_91 T 2 T oy -
Cette équation différenticlle est précisément celle que
M. Darboux désigne par la notation (t. 11, p. 70)

11 me suflit maintenant de citer Ie résultat suivant, deé-
montré par M. Darboux (t. II, p. 345):

Soient (G) une congrucnce de droites, (3) et (X))
les deux nappes de sa surface focale :

La condition néceessaire et sullisante pour que les
lignes asymptotiques se correspondent sur les deux
nappes (), () est que les six coordonunées de chaque
droite de la congruence, qui sont fonctions de deux pa-
rametres variables, vérifient une méme ¢quation linéaire
aux dérivées partielles du second ordre. »
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D’une maniére plus générale, on peut considérer la
congruence formée par les droites communes i deux
complexes du faisceau. Si I'on substitue dans (8) les
coordonnées d'une pareille droite, deux racines de 1’é-
quation en ¢ sont connues, et, en désignant les deux
autres par p ct oy, le calcul précédent subsiste sans mo-
dification. Les lignes asymptotiques se correspondent
sur les deux nappes de la surface focale.



