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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE POUR L'ADMISSION
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EX 1888;
Par M. LEMAIRE,

Professeur au lycée de Lorient.

On donne un quadrilatére plan OACB et deux sé-
ries de paraboles: les unes tangentes en A a AC et
ayant pour diamétre OA ; les autres langentes en B3 a
BC et ayant pour diametre OB.

On demande :

1° De trouver le liew du point de contact M d’une
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parabole de la premicre série avec une parabole de la
deuxiéme série ;

2° D’indiquer, en laissant le triangle OAB inva-
riable, dans quelle région du plan il faut placer le
point C pour que le lieu soit une ellipse ou une hyper-
bole ;

3° De démontrer, dans U'hy pothése ot OACB est un
parallélogramme, que la tangente commune en M aux
deux paraboles pivote autour du point de concours K
des médianes du iriangle ABC ;

4° De trouver, dans la méme hypothése, le liew du
point d’intersection P de la tangente en M aux deux
paraboles avec I’ autre tangente commune DE gue l'on
peut mener a ces deux courbes.

N. B. — On représentera la longueur OA par a, et
la longueur OB par b.

SOLUTION ANALYTIQUE.

I. Prenons pour axes de coordonnées OA ct OB;
soient (a,0), (0,b), (p, ¢) les coordonnées de A, B, C;
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oy 30 celles d'un point du licu (fig. 1). Les paraboles
P de la premiére séric ont une équation de la forme

s y2—oP[v(p —a)—qg(xr—a)]=o.
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De méme, I'équation générale des paraboles T’ de la
seconde séric est

z2—oP'[x(g —b)—p(y —b)]=o.

Le point M du licu appartenant a la fois aux deux
paraboles, on a

y§—2P [y(p—a)—g(zo—a)l=o,
x§—2P'[xo(q—b) —p(yo—0b)] =o0.

Ferivons que les tangentes en M aux deux courbes
sont confondues, nous aurons

Pg _ yo—P(p—a)
zg—P'(g—0) Pp

Pour avoir 'équation du lieu, il suflira d’éliminer les
paramétres P et P’ entre les trois relations précédentes,
ce qui noffre aucune difficulté puisque les deux pre-
miéres sont du premier degré par rapport a ces para-
meétres. On trouve ainsi, en supprimant les indices,

‘ 2q(q —b)x+2p(p—a)y?

V' —Bpg+(p—a)g—b)ay

( +ogla(b—q)+2pblx
+a2p[b(a—p)+oqaly — jpgab =o.

(M

Cette équation représente une conique passant par
les points A’ et B/, par le symétrique C' de O par rap-
port a C, et enfin par les points de rencontre de C’A’
avec Oy et de C'B" avec Ox, C/A’ et C'B' élant les pa-
ralléles & CA et a CB, menées par le point C'.

II. Cette conique sera une ellipse, unc parabole ou
unc hyperbole, selon que nous aurons

[3pg ~(p—a)(g—0)2—16pg(p—a)(g—20b)So,
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inégalité qu’on peut facilement mettre sous la forme
() Up—w)qg—0b)—9pgll—aqg—bg—ab "o

Cela posé, construisons la droite ayant pour équation
(\B) —ay —br—ab=o.
et Phvperbole représentée par
(1 (r—a)y —b)y—gry=no.

La droite n’est autre que AB. L’hyperbole passe en A
a B, a . P ] R int «a b ot ) -
’ , @ pour centre le point (— < — g ) €t ses asym

potes paralléles aux axes de coordonmdées ( fig. 2).

On reconnait aisément que pour tous les points situés
dans les parties du plan couvertes de hachures, le pre-
mier membre de () est positif, ct, par suite, (1) repré-
sente une hyperbole. Si € est dans les autres parties du
plan, U'équation représente unc cllipse.

Dans le cas particulier ot G est un point de H oun de
\B. la vonique (1) est une parabole.
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I1I. Si OABC est un parallélogramme, on a

p=a et qg=20b.

Les équations générales des paraboles deviennent,
dans cette hypotheése,
yr-=aP b(r —a)=o.

x2+a2P'a(y —by=o.

La tangente en M a pour équation

) Pb(ar )

o= — e

. Jo Vo 0

avee les conditions

(3) yi+oP b(ry—a)=o.
(1) 73 +a2Paly,—0b)=o,
. Po &,

) T T

de sorte que I'équation de la tangente s’éerit

Yo

m (z — a¢).

(y — o) =
La rclation qui exprime que cette droite passe par le
centre de gravité K de ABC, dont les coordonnées sont

v 2h
-0 —5 2 est
3 3

20 2
2(xo— “)(-—3 —yo> —Jo <-.;* —»1?0) =0
ou
—3x0 Yo+ 4(bxg+ ay,— ab)y=o.
Or, en tenant compte de (3) et (4), on peut mettre (5)
sous la forme

Yo _2(ye—0),

2(re9— a) - Ty

(7 est précisément la relation demandée.
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IV. Pour résoudre la quatriéme partie, prenons pour
parametre le coeflicient angulaire de la tangente com-

mune en M ( fig. 3).

\
X

Comme cette droite pivote autour du point K, son
équation est de la forme

(MT) 3y —20=m(3x — 2a).
Cherchons les conditions pour que 'équation
(6) Y =pEay

représente la seconde tangente commune aux deux pa-
raboles correspondant a une direction donnée m de MT.

L’équation aux abscisses des points communs a la
droite (6) et a la parabole P est

(v +v)2+2Pb(x —a)=o,
d’ou la condition de tangence

(M ’ 20V 4+ Pb+2ap2=o0,
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Nous trouverons de méme la condition suivante de

contact de la droite (6) et de la parabole (P')
(8) Pap2—2(v—>0)=o.
Eliminant v entre les relations (7) et (8), on trouve
Papd+2ap2+2bu+Pb=o,

qui est I’équation aux coeflicients angulaires des tan-
gentes communes aux deux paraboles. Cette équation
doit admettre la valeur m pour racine double, d’ou les
relations

2
pam=—
. _ 20
2um 4+ m? = 7o’
. Po
m==-— —5-
* Pl

“liminant P ¢t P, nous obtenons facilement

m(2b -+ am)
b+ o2am

1 = —

y

La valeur correspondante de v est donnée par 'équa-
tion (8), par exemple. On trouve

(am —b)?
3(aam+0)’

g o= —

de sorte qu'enfin, m étant le coeflicient angulaire de la
tangente commune en M, P'autre tangente communc a
pour équation

m(2b+am)z___ (am —b)?
b-+2am 3(2am +b)

ou

(DE) 3(2am + b)y +3m(2b + am)xr + (am — b)? =o.
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Nous aurons l¢ lieu du point P d’intersection de
(MT) ct de (DE) en éliminant me entre les équations de
ces deux droites.

Tivant m de la premiére, et transportant la valeur
ttouvée dauns la seconde, nous obtenons

y(3r —2a)2ay +bxr—oab)
—ax(3y—2b)ay —obr—a2ab)y—(ary —br)’=o
ou
gry(ay —bxr)—(3atyr+ 3622+ 18ubaxy)
—jab(ay +bur)y=o,

ot
[3(ay —~br)y— 4ab][37 —(ay =—bxr)]=o.

Le licu se compose done d'une droite et d'une hyper-
bole. La droite est la paralléle menée par K a AB.

L’ hyperbole a ses asymptotes paralléles aux axes de coot-
données; son centre est le centre de gravité de OAB;
clle est tangente en K i la droite précédente et en O a
la paralléle & AB menée par ce point (fig. 4).
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CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES.

I. 11 est facile de reconnaitre géométriquement que
le Lieu de M est une conique (fig. 5). Soit, en effet,
MT la tangente commune a un groupe de deux para-
boles de 'énoncé ; A, et By les points de rencoutre de

Iig. J.
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cette droite avee Ox et Oy ; MD et ME les paralléles
mendes par M a CGA et CB. Il résulte d’unc propriéié
connue de la parabole que A est le milicu de A D, ct
B le milicu de B, E.

Par O, menons une paralléle 8 MT, rencontrant AM
en 2, et BM en 3, ct menons par z et 3 des paralléles i
MD et ME 5 soient A’ et B' les points de rencontre de
ces droites avec O et Oy . A est le milien de OA'; Ble
milicu de OB, de sorte que le licu du point M peut
¢tre engendré comme il suit :

Faisons pivoter autour de O une droite rencontrant
C'Aenact B en B ke point M d’intersection de Ax
¢t BB est un point du lieu. On voit que le ¢oté o2 du
triangle variable M a3 passe par un point fixe O ct les
cotés Mz et M3 passent en A et B, points également
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fixes. Le point M déerit donc une conique (théoréme
de Maclaurin). Dailleurs ccla résulte de ce que les
points « ¢t 3 forment sur C'A’ et C'B' deux divisions
homographiques et, par suite, Ao et B3 deux faisceaux
homographiques. La conique lieu de M passe par les
sommets A et B des faisceaux. Elle passe aussi par (U et
par les points de rencontre de Oy et C'A’ d’une part,

de Ox et C'B’ d’autre part.

II. On reconnait aussi simplement que la tangente
commune en M pivote quand OACB est un parallélo-
gramme ( fig. 6). Soit, en cffct, MA, B, une tangente
communc ¢n M a deux paraboles. A élant le milieu de

Fig. 6.
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A/ D, G estle milicude AyM. De méme, H est le milicu
de By M. Il en résulte que A, By est double de HG, et, par
suite, a cause des triangles semblables CGH ¢t OA, BBy,
que OB, est double de CG. Le rapport de similitude
des triangles semblables KOB, ¢t KCC est donc 2; donc
enfin OK = 2KC, ce qui démontre la proposition.



