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SUR LES POLYEDRES;

P M. C. BOURLET,

Définition. — Un poly édre est une surface composée
de polygones plans, a contour unique ou a contour mul-
tiple (1), ayant deux a deux un ¢61é commun, de telle
. .. y .
facon que deux polygones voisins n’aicnt pas leurs plans
confondus et qu'un coté quelconque de I'un de ces po-
lygones appartienne toujonrs i un autre |mi_vg0no el a
un seul autre.

Les portions de plan, limitées par ces polygones, et
composées des points intérieurs a ces polygones sont
appelées les faces du polyédre. Les cotés de ces poly-
gones sont les arétes, et les sommets, les somumets du
polyedre.

Remarque 1. — Nous supposcrons dans tout ce qui

(*) Un polygone plan est dit a contour unique si 'on peut aller
d'un pomnt quelconque de ce contour a un autre point de ce méme
contour cn suivant le contour. Dans le cas contraire, on dira que le
contour est multiple.
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suivra que le polyeédre est a surface unique, ¢’est-a-dire
qu'on peut aller d’un point quelconque de la surface a
un autre point de cette surface par un chemin continu
tracé tout entier sur clle. Toute surface répondant aux
conditions de la définition et ne satisfaisant pas a cette
derniére serait un ensemble de plusicurs polyédres a
surface unique.

Remarque II. — 11 pourra arriver que deux
Juces (') se coupent, ¢’est-a-dire que deux faces aient
en commun des points non situés sur des arétes. Il ne
faudra pas confondre ces droites d'intersection de deux
faces avee les arétes : nous les appellerons droites sin-
guliéres du polyvédre.

Remarque 111. —— 1l résulte de la définition que par
toute arcte il passe deux faces et deux faces seulement
et qu’a tout sommet aboutissent au moins (rois arétes.

Remarque 1} . — Les arttes étant des portions limi-
ées de droites, il en résulte que, si un plan se déplace
parallélement & lui-méme, il devra arriver un moment
ou il ne rencontrera plus aucune aréte, car sans cela il
y aurait des arétes illimitées. Donc on peut toujours
trouver un plan paralléle a un plan donné et qui ne
coupe aucune des arétes du polyvédre. De méme, les
faces étant des portions de plans limitées par des con-
tours fermés, on pourra toujours trouver une droite pa-
ralléle & une droite donnée ct qui ne rencontre aucune
des faces du polyédre.

(*) Je rappelle que le mot face désigne une portion de plan li-
mitée par un polygone. Il ne faut pas confondre la face ctle plan
de la face
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Trtorime 1. — 7oute droite indélinie coupe un po-
ly édre en un nombre pair de points.

Remarquons d’abord que, quand unc droite D se dé-
place, siun des points d'intersection de cette droite avee
le polyédre disparait, il disparaitra en méme temps un
autre point d’intersection et un seul. En eflet, pour que
le point d'intersection Pde D avec une face F disparaisse,
quand D se déplace, il faut que ce point vienne rencon-
trer un coté A de la face I, c’est-a-dive que la droite D
rencontre une aréte A du polyédre; or, une aréte A
d’un polyédre étant toujours commune a deux faces I
ct 1, ¢t & deux seulement, il pourra se présenter deux
cas : ou bien la droite D rencontrait I/ en un point P/
avant de traverser A, et alors, qllan(l D rencontre A ct
la dépasse, P et P/ viennent se confondre et disparaissent
en méme temps; ou bien D ne rencontrait pas I avant
de traverser A, mais alors D rencontrera I en un point
P’ aprés avoir waversé AL et le pont P disparu sera rem-
placé par le point P'. Done, quand une droite D se dé-
place, il apparait ou il disparait toujours un nombre pair
de points d’intersection : la parité du nombre des points
d’intersection avec le polyédre est done la méme pour
toutes les droites de I'espace. Or, d’apreés la remarquelV
il existe toujours une droite qui ne coupe pas le poly-
édre : done toute droite indélinie coupe le polyédre en
un nombre pair de points.

Tutoriye I — 8¢ Lon considére un polyédre et un
point fixe P dans Uespace, non situé sur le polyédre,
la parité du nombre des points d’intersection d’une
semi-droite, issue de P, avec le polyédre, est toujours
la méme quelle que soit la direction de cette semi-
droite dans lespace.

Ceci r¢sulte immédiatement du fait, démontré dans
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le théoréme 1, que, quand une semi-droite tourne autour
de P, le nombre des points d’intersection qui apparait
ou qui disparait est toujours pair.

Ce théoréme nous permet de classer les points de
b \
I'espace en deux groupes par rapport au polyédre.

Définition. — Un point, non situé sur I'une des faces
du polyeédre, est dit extérieur au polyédre si le nombre
des points d’intersection des semi-droites, issues de ce
point, avec le polyédre est pair. Quand ce nombre est
impair, le point est dit intérieur au polyédre.

L’ensemble des points intérieurs au polyédre forme
ce que nous appellerons 'intérieur du polyéedre; nous
montrerons plus loin que c¢’est une grandeur mesurable
et sa mesure sera ce que nous appellerons le wvolume

du polyedre.

Remarque. — Il vésulte de la définition des points
intérieurs que toute semi-droite issuc d'un tel point
coupe le polyédre au moins en un point.

Tutortwr HI. — 87 un plan I ne coupe pas un po-
Ivedre P :

1 Le polyeédre P oest situé tout entier d’un méme
coré de Il

29 Tous les points de Wet tous les points situés d’un
coté de W différent que P sont extéricurs a P

30 Tous les points intérieurs & P sont situés d’un

méme coté de 11 gue P,

En eflet :

1° Supposons que deux points A et B, appartenant
A P, soient situés de part et d’autre de I. Alors, tout
chemin continu allant de A en B traverserait nécessai-
rement le plan IT et, comme II ne contient aucun point
de P, on ne pourrait aller de A en B par un chemin

Ann. de Matheémat., » ~érie. L. VIIL. (Aout 1889.) 24
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continu tracé tout entier sur la surface de P. 1l ne peut
donc y avoir deux points de P situés de part et d’autre
de 1.

2° Soit E un point situé sur II ou de coté différent
de Ique P. Si 'on méne par E une semi-droite paralléle
au plan H, cctie semi-droite ne rencontrera pas P : donc
E est extérieur.

3° Soit I un point intérieur & P. Menons par I une
semi-droite paralléle au plan II; puisque I est intéricur
a P, cette semi-droite coupera P au moins en un point C.
Mais le segment de droite IC, étant paralléle a 11, ne ren-
contre pas IT; I et C sont done d'un méme coté de I :
donce P et I sont d’'un méme coté de Il, puisque tous
les points de P sont d’'un méme coté de II et que C ap-
partient a .

Définition. — Quand le nombre des points d’inter-
section des semi-droites issues d’un point quelconque 7n-
tériewr d un polyédre est toujours égal a un, le polyedre
est dit convexe.

Tutorime 1N. — Zoute droite indéfinie coupe un
poly édre convexe en zéro ou deux points.

En ellet, soient (fig. 1) Ay, Aa, ..., Asp les points
d’intersection d’une droite indéfinic avee le polyédre au

|
et + f

1 A, Ay,

nombre de 2p (p > 0). Soit « un point de cette droite

compris entre les deux premiers points a gauche A, ct

A.; la semi-droite oA, coupera la surface en 2p —

points: donc le point « est intéricur au polyedre et P'on a
20 —1 =1 et p=1.

Done, 4i p v’est pas nul, on a nécessairement p =1.
.
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Réciproguement, si une droite indéfinie coupe un po-
lyédre en deux points au plus, ce polyédre est convexe :
car, les semi-droites issues d'un point intérieur coupant
le polyédre en un nombre impair de points, ce nombre
impair, élant au plus égal a 2, est nécessairement égal
Al

Remarque. — 1l suit de la que si P et P’ sont deux
points, situés sur la surface d’'un polyédre convexe et
non situés dans une méme face, tout point situé sur le
segment de droite PP’ est & ’intérieur du polyédre.

Tutorime V. — 8i l'on prolonge indéfiniment le
plar d’une face quelconque d’un polyédre convexe, le
polyédre est situé tout entier d’un méme coté de ce
plan.

En ellet, soit (fig. 2) © le plan de la face F et suppo-

sons qu'il y ait, de part et d’autre de 9, deux points A

?

et Bappartenant au polyeédre; soit alors C un point quel-
conque de la face I et considérons le plan P qui passe par
les trois points A, B et C; ce plan coupera le polyédre
suivant un polygone dont un des cotés sera situé sur la
droite o, intersection des plans P et =z, et contiendra le
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point C. D’ailleurs ce polygone passera en A et B: done
il ne sera pas convexe, puisque A et B sont de part et
d’autre de ¢. On pourra donc trouver une droite D,
située dans le plan P, qui coupera le polygone en plus de
deux points et, par suite, qui coupera le polyédre en plus
de deux points. Le polyédre n’est donc pas convexe.

Réciproquement, si un polyédre est tel qu’en pro-
longeant indéfiniment le plan de I'une quelconque de
ses faces le polyédre soiL situé toul entier d’'un méme
coté de ce plan, ce polyedre est convexe.

Car, sile polyédre n’était pas convexe, on pourrait
trouver un point intérieur « et une semi-droite ax, issue
de o, tels que ax coupe le polyédre en plus d’un point,
par exemple en trois points A,;; Ay, A;; maisalors, en
prolongeant le plan de la face a laquelle appartient le
point du milien A,, A, et A; seraient de part et d’autre
de ce plan et le polyédre ne serait pas tout entier d'un
méme coté de ce plan,

Corollaire I. — Les faces d’un polyedre convexe
sont des polygones convexes,

Corollaire 11. — Un polyédre convexe n’a pas de
droites singuliéres.

Tntorive VI.— Zout point intérieur ¢ un polyédre
convexe est situé, par rapport au plan de chacune des
Sfaces, du méme c6té que le polyédre, et réciprogue-
ment, st un point est situé, par rapport au plan de cha-
cune des faces, du méme coté que le polyedre, il est
intérieur.

La proposition directe résulte de la troisiéme partie
du théoréme III; démontrons la réciproque :

Soit A un point situé par rapport a loutes les faces du
polyédee convexe P, du méme coté que ce polyédre;
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soit « un point pris dans une face. Si A était cxtérieur
a P, la semi-droite Ao couperait le polyédre en un
second point {3 et un seul. Soit alors F la face qui con-
tient celui des deux points o ou 2 qui est le plus voisin
de A : A ct Tautre point d’intersection seraient alors
situés de part et d’autre du plan de F et, par consé-
quent, A et le polyédre P seraient situés de part et
d’autre de ce plan, ce qui est contraire a I'hypothése.

Corollaire. — Si un point A est extérieur & un po-
lyédre convexe P, il existe au moins unc face de P telle
que A ct le polyédre P soient de part et d’autre du plan
de cette face.

Ici se placeraient maintenant, dans un cours complet
sur les polyédres, la définition et I'étude des polyedres
convexes simples : prismes et pyramides, troncs de
prismes ct troncs de pyramides, ainsi que la recherche
de 'expression de leur volume. Nous laissons au lecteur
le soin de faire cette étude en restant dans ordre d’i-
dées dans lequel nous nous sommes placé et nous passons
immédiatement aux polyédres non convexes, en consi-
dérant cette étude comme faite.

Définition. — On dira qu’un polyédre P est décom-
posé en un certain nombre & de polyédres, sil'on a
trouvé k polyédres Py, Py, ..., P satisfaisant aux con-
ditions suivantes :

1° Un point quelconque situé a Vintérieur de 'un de
ces polyédres est extérieur a tous les autres;

2° Deux polyédres peuvent avoir en commun une
face, ou une aréie, ou un sommet §

3¢ Silon supprime les faces et les arétes communes
dans tous ces polyeédres, la figure formée par les faces
restantes est identigue aa polyedre P.
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Lemye. — Si dewx polyédres convexes P et P sont
tels qu'ils sont tous deuwx situés d’un méme cété du
plan de l'une quelconque des fuces de lun d’eux, ces
deux polyédres coincident.

Pour démontrer ce lemme, nous allons montrer que
tout point intérieur a 1'un est intérieur i 'autre et que
tout point extérieur a 'un est extérieur a I'autre. Soit T
un point intérieur a P, et soit IV une face quelconque
de I, I et P sont situés d’un méme ¢oté du plan <’ de 17
puisque Iest intérieur a P (théoréme III): donc I et P’
sont situés d’'un méme coté de @', I, é¢tant du méme coé
que P’ par rapport aux plans des faces de P/, est, en
vertu du théoréme VI, intéricur a P'. On verrait de
méme que tout point intérieur a P’ est intéricur a P.

Soit E un point extérieur & P. D’aprés le corollaire
du théoréme VI, il existe au moins une face F de P telle
que E et P soient de part et d’autre du plan » de F;
mais alors, comme P et P'sont d’'un méme coté de o, on
en conclut que E et P/ sont de part et d’autre de 2. Done
(théoréme 1II) E est extérieur a P'.

L’identité des points intérieurs et extérieurs a P et P/
entraine nécessairement celle des points situés sur ces
surfaces.

Tutortme VII. — Zout polyedre qui n’est pas con-
vere est décomposable en polyédres convexes.

Soit P un polyédre non convexe dont les faces sont
F,, F., ..., I',. Prolongeons indéfiniment, dans tous
les sens, le plan o, de la face F, et, si ce plan rencontre
le polyédre, nous imaginerons qu’il le coupe.

Preécisons cect : le plan 9, pourra couper certaines
des faces Fy, ..., F, suivant des segments de droite et
partagersainsi ces faces en deux polygones ayant un coté
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commun. Imaginons alors que 'on considére, pour un
instant, le plan o, comme résultant de la superposition
de deux plans ¢ et ¢} situés, I'un a gauche, I'autre i
droite de o, ; et chacun de ces segments de droite comme
deux segments de droite superposés situés I'un dans o),
et autre dans ¢|. En outre, considérons chacun des
cotés de IFy comme tracé dans celui des deux plans ¢, ou
) qui se trouve, par rapport a ¢,, du méme coté que la
face, différente de I, a laquelle appartient ce coté (ceci
revient a dire qu’on laisse chaque coté dans la face, dif-
férente de I', a laquelle il appartient).

Nous avons ainsi imaginé deux systémes de segments
de droite situés dans les plans o et 9. Il est aisé de se
rendre compte que les segments de droite (intersections
de o, avec les faces Iy, ..., I, ... et cotés de I) tracés
dans 'un quelconque de ces deux plans forment un po-
lygone fermé, a contour unique ou multiple, en remar-
quant que I'extrémité d'un quelconque de ces segments
de droite est sur une aréte, que par une aréte il passe
toujours deux faces et par conséquent que toute extré-
mité d’un de ces segments est I’extrémité d’un autre.

Cela étant, considérons les portions des plans ¢} et o)
limitées par ces deux polygones et composées des points
intérieurs a ces polygones, que nous appellerons I
et I, Remplagons alors dans le polyédre P chacunc
des faces Iy, ..., I, par deux faces ayant un coté com-
mun situé dans le plan o, et la face I, par les deux
faces I, et 1”,.

Par cette opération, nous aurons substitué au po-
lyédre P un ou plusieurs polyédres répondant bien a la
définition des polyédres (cela est aisé a voir) et jouissant
des propriétés suivantes :

1° Chacun de ces polyédres est situé tout entier d’un
meéme coté du plan .
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2° Si 'on supprime dans ces polyédres les arétes et
les portions de faces communes, ’ensemble des arctes et
des faces restantes reproduit le polyedre P.

Cela fait, imaginons qu’on prolonge de méme, dans
tous les sens, le plan ¢, de la face F, et, si ce plan ren-
contre les faces des nouveaux polyédres, nous imagine-
rons de nouveau qu’on ait tracé les segments de droite
d’intersection avec ces faces. Nous recommencerons la
méme opération que précédemment en remplacant cha-
cune des faces rencontrées par deux faces ayant un coté
commun et en introduisant deux nouvelles faces situées
dans le plan ¢,. Nous aurons ainsi substitué aux nou-
veaux polyedres et, par suite, au polyédre P, des po-
lyédres tels que :

1° Ils sont situés d'un méme coté de o, et o3

2" 81 Von supprime les ardies et les portions de faces
communes, ou reproduait P.

Mous prolongerons ensuite 2, el ainsi de suite jusqu’a
Sn- Au bout de la n'™¢ opération, nous aurons substitué
a P plusicurs polvédres Py, Py, ..., Py jouissant des
propriétés suivantes :

1° s sont tous convexes, car le plan de 'une quel-
conque des faces de 'un d’cux est un des plans ¢y,
Say «+ ey ¢y cb chacun d’eux est situé tout entier d’un
méme ¢oté de 'an quelconque de ces plans;

2° 8il’on supprime les faces communes et Jes arctes
communes, les faces restantes constituent le po-
lyedre P

3° Un point quelconque intérieur a 'un de ces po-
lyédres P; est extérieur a tous les autres. En eflet, il
exisle toujours au moins un plan o, tel que deux des
polyedres, P; et P;, soient de part et d’autre de @,. Car,
si P; et P; étaient tous deux d’un méme coté par rapport

atous les plans Syy Day -+ Pny ils coincideraient, en
3
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vertu du lemme, puisque les plans de leurs faces sont
tous compris dans la suite @,, 9oy -« o, 9.

Soit alorsI un point intérieur a D;, il est du méme coté
de o4 que P; (théoréme IlI, 3°) et, par suite, il est de
coté différent de o5 que P; : il est donc extérieur a P;
(théoréme III, 2°).

Les polyédres convexes Py, P, ..., Pi constituent
donc bien une décomposition du polyédre P.

Remarque I. — 1l est aisé de se rendre compte que,
puisque la surface du polyédre P est unigue, on peut
toujours trouver une suite de polyédres pris dans la
suite Py, Py, ..., Py commencant par un polyédre
donné P; et se terminant par un autre Pj, et telle que
tout polyédre de la suite ait une face ou une aréte com-
mune avee le polyédre précédent, c’est-a-dire qu’on peut
trouver une suite continue de polyédres rattachés les
uns aux autres et formant ainsi une chaine reliant deux
polyédres quelconques P; et Pj.

Lemarque 1. — Quand deux polyédres P; et Pj ont
en commun une arcéle ¢t une arcte seulemenl, on voit
immédiatement que I'une des faces de P; aboutissant &
cette aréte doit &tre dans un méme plan avec une des
faces de P; aboutissanl a cette méme aréte, car sans cela
le plande 'une de ces deux faces traverserait le polyedre
auquel elle n’appartient pas, ce qui est impossil)]('
puisque les plans de toutes les faces de P; et P; appar-
tiennent a la suite 2y, ¢4, ..., 9, €t que ces deux po-
lyédres sont chacun situés en entier d’'un méme coté
par rapport a chacun de ces plans. On en conclut que
la suppression de cette aréte commune donnera dans le
polyédre P une droite singuliére. Donce, si un polyeédre
n’a pas de droites singuli¢res, deux polyédres de la dé-
composition n’onl jamais unc aréte seule en commun :
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s’ils se touchent, ils ont en commun soit un sommet,
soit une face. Donc, dans ce cas, un polyédre de la suite
qui lic deux polyédres P; et Pj a en commun, avec le
précédent, une face tout entiére.

Tutorive VUL — Tout poly édre peut éire décom-
posé en tétraédres.

1° Je dis que tout polyédre convexe est décomposable
en tétraedres. En eflet, les faces étant des polygones
convexes, on peut décomposer chacune de ces faces en
triangles en joignant un sommet quelconque a tous les
autres (tout point intérieur & un de ces triangles n’est
situé i Vintérieur d’aucun autre). Par ce procédé les
faces du polyédre sont décomposées en triangles ¢,
L3y «ovy b Soit alors (fig. 3) O un point quelconque

intéricur au polyédre : je joins O a tous les sommets dn
polyédre. Les sommets des triangles 1y, 75, ..., tx coin-
cident avec les sommets du polyédre; done les trois
droites OA. OB, OC qui joignent le point O aux trois
sommets qui déterminent un triangle ¢; forment, avec ce
wriangle, un certain tétraédre T;. Nous formons ainsi
A tétraédres Ty, Ty, ...y T Ces tétraédres ont deux
& deux une face commune : car, si deux triangles t;ev 7,
ont un c6té commun AC, les téiraédres T; et T ont en
commun la 1ace OAC.

Tout point situé a Vintérieur d'un téiraédre T, est a
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I'extérieur de tous les autres : en effet, soit « un point
intérieur a T;; la semi-droite Oa, prolongée au dela
de 2, coupera t;; d’ailleurs, comme le polyédre est con-
vexe et que O est intérieur, Oa coupe une face et une
seule du polyédre : elle ne rencontre donc aucun autre
triangle que ¢;. La semi-droite issue de « et de direction
opposée a la direction 2O ne coupe aucune des faces des
tétraédres autres que T : o est donc extérieur a tous ces
tétraédres. Enfin, il est bien clair que, si 'on supprime
les faces communes, telles que AOC, il ne restera que
les triangles ¢y, ta, .. ., £; qui constituent la surface du
polyédre donné. Les tétraédres Ty, Ty, ..., Ty décom-
posent donc ce polyédre.

2® Un polyédre quelconque est décomposable en té-
traédres. En effet, commencons par le décomposer en
polyédres convexes, puis décomposons chacun de ces
polyédres convexes en téiraédres; mais, dans cette dé-
composition, nous aurons soin de décomposer unc face
communc & deux polyédres de la méme facon dans les
deux polyédres. Nous aurons ainsi obtenu la décomposi-
tion demandée.

Turvorinve 1X. — Quand un poly édre P est décom-
posé en un certain nombre de polyédres Py, Py, ...,
Ph .

12 Lout point intérieur < un /)o{)/i'a'/'e P; est inte-
rieur aw polyédre P;

2® Tout point extérieur a la fois & tous les polye-
dres Py, Py, ..., Py est extéricur au polyédre P.

En cflet :

1> Soit A un point intérieur a P;; A sera extérieur a
tous les polyédres P;(j 74 i). Considérons une semi-
droite Ax issue de A ect ses intersections avec tous
les polvédres Py. P., .... P4 : cette semi-droite coupe
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P; en un nombre impair de points et chacun des autres
¢n un nombre pair de points. Le nombre total des
points d’interscction est donc impair. Or ces points
d’intersection sont composés d’abord des points d’in-
tersection de Az avec les faces de P et en outre des
points d'intersection avec les faces communes. Chaque
point d’intersection avee une face commune a deux po-
lyédres est comptée deux fois et deux fois seulement : le
nombre total de ces points d’intersection est donce pair.
Donc Ax coupe P en un nombre impair de points : A
est intérieur a P.

2° 51 A est extérieur a Py, Py, ..., Py, Az coupe
chacun des polyédres Py, ..., P, en un nombre pair
de points; elle coupe donc P en un nombre pair de
points et A est extériewr a P.

Corollaire. — Tout point intérieur 4 P est intérieur
a un polyedre P; et aun seul.

Done I'ensemble des points intéricurs a P est iden-
tigue a Vensemble des points intéricurs aux divers po-
Ivedres composants Py Py, ...y Py

Previinr constQurnce. — L'intérieur d’un polyédre
est égal ala somme des intériewrs des divers polyédres
composants.

L'intérieur d’'un polyeédre est donc mesurable et le
volume d’un polyédre est égal 4 la somme des volumes
des polyédres en lesquels il est décomposé.

En particulier, si I'on décompose un polyédre P en
tétraedres Iy, Ty, ..., Ts, ona

vol. P =nvol. Ty—vol.Ty—+...+vol.T;.
. , . . )
Skconne coxstQuence. — Si un polyedre P sla pas

de droites singuliéres, on peut toujours trouver un
chemin eontinu, situé tout entier a l'intéricur du po-
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lyédre, et allant d’un point intérieur quelconque a un
autre point intérieur.

En effet, soient I et J deux points intérieurs a P. Ima-
ginons qu’on ait décomposé P en polyédres convexes Py,
P,, ..., Py, et soient P; et P; les deux polyédres & I'in-
térieur desquels se trouvent respectivement I et J
(théoréme IX, corollaire).

Soient P;, P;, ..., P, des polyédres tirés de la suite
Py, ..., Py ettelsque lasuite P, P, , ..., P, , P;forme
une suite continue (théoréme VII, remarqueI), P; et P;,
auront une face commune I, (théoréme VII, remar-
quell), P;, et P; une face Iy, ..., P; ¢t P; auront unc
face commune F,,.

Soient alors Ay, A, ..., A,y des points situés res-
pectivement a Uintérieur des faces I'y, Ia, ooy .
Le chemin polygonal 1T\ Fy... I ,J) scra situé tout
entier & lintérieur de P; car chacune de ses parties,
par exemple IVF,,, étant a Vintérieur de P; (théo-
réme IV, remarque) tout entiére, est située a I'intérieur

de P.

Remarque. — Dans le cas des polyédres admettant
des droites singuliéres, on peut encore trouver un chemin
continu situé 4 I'intérieur et reliant deux points inté-
rieurs quelconques, mais ce chemin pourra quelquefois
traverser la surface en des points situés sur des lignes
singuli¢res. En tous cas, c¢ chemin se composera de
points intéricurs ct d’'un nombre fini de points situés
sur la surface et ne contiendra pas de points extérieurs.

POLYEDRES SEMBLABLES.

Définition. — Deux polyedres- P ct Q sont dits cor-
respondants si I'on peut établir entre leurs éléments
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une eorrespondance univoque et réciproque, de telle
facon qu’a chaque sommet de P corresponde un sommet
de Q, a chaque aréte une aréte, etc.; et, de plus, de
telle facon que deux couples de sommets correspon-
dants soient reliées par des arétes correspondantes, que
deux arétes correspondantes soient i l'intersection de
faces correspondantes, ete. ().

Tatorkme X. — Lorsque deux polyédres corres-
pondants ont leurs angles polyédres correspondants
égaux et les faces correspondantes égales, ils sont
superposables (on suppose évidemment que les éléments
qui se correspondent dans les angles polyédres et dans
les faces sont des éléments égaux:).

Soient I' une face du polyédre P, I’ la face correspon-
dante égale dans le polyédre P'. Faisons coincider I
avec |7 en faisant coincider les sommets correspondants.
Soient A un sommet de I, A’ le correspondant dans I3
soient AB et AC les cotés de I' qui aboutissent en A,
"B’ et A'CY les cotés correspondants dans F/. A’B' et
NC comcident avee AB et AC; done deux arétes de
I’angle polyédre A’ coincident avec leurs correspon-
dantes dans I'angle polyedre A, et les angles polyedres
A et A’ coincident. On verrait de méme que tous les
angles po]yédrcs Bet B, Cet €. ..., aux dilférents

(') Je rappelle qu'on peut imaginer une correspondance toute pa-
veille pour les polygones plans et pour les angles polyédres. Deux
polygones plans, égaux et correspondants, coincident quand deux
cOtés correspondants coincident et cette coincidence n’est possible
que d’une seule maniére (ainsi il n’y a qu'une seule maniére de
faire coincider deux triangles équilatéraux correspondants et égaux
si I'on fait coincider les éléments correspondants). De méme, deux
angles polyédres, correspondants et égaux, coincident si deux arétes
cofncident avec leurs correspondantes, et cette coincidence @’est pos-

sible que d’une seule maniére.
s
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sommets de IV etde 17, coincident. Mais alors la face 17,
adjacente a I suivant A’B’, coincide avec sa correspon-
dante Iy, adjacente a I suivant AB, car A'B’ coincide
avec AB, et les deux c6tés de I7, passant par A’ et B’ et
ditlérents de AB coincident en direction avec leurs cor-
respondants dans I',. On verrait de méme que toutes les
faces adjacentes a IV coincident avec leurs correspon-
dantes. En recommencant pour ces faces le méme rai-
sonnement que pour I”, on verrait de proche en proche
que toutes les faces de P’ coincident avec leurs corres-
pondantes dans P; car nous avons supposé que I’on pou-
vait aller d’un point quelconque de la surface d’un po-
lyédre 42 un autre par un chemin continu tracé tout
entier sur Ja surface.

Définition. — Deux polyédres sont dits semblables
s'ils sont correspondants. siles angles polyédres corres-
pondants sont égaux ct les faces correspondantes sem-
blables.

Les éléments correspondants de deux polyédres sem-
blables sont appelés éléments homologues.

Remarque. — Le rapport de similitude de deux faces
homologucs de deux polyédres semblables P et P’ est le
méme quelles que soient ces faces. Soient F et F, deux
faces de P ayant un c6té commun AB; les deux faces ho-
mologues dans P', I’ et 1", auront un coté commun A’B’;
le rapport de similitude de I a I, ainsi que celui de I, &

"R

B . ‘
I, est N deux faces voisines sont donc dans le méme
AD

rapport de similitude avec leurs homologues. 11 en est
donc de méme pour deux faces quelconques, car, puisque
la surface est unique, deux faces quelconques d’un po-
lvédre sont reliées par une suite de faces ayant deux a
" deux un c6té commun.
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Ce rapport de similitude commun a toutes les faces
homologues des deux polyédres est ce qu’on appelle le
rapport de similitude des deux polyédres.

Il n’est pas évident @ priori qu’il existe un polyédre
semblable a4 un polyédre donné dans un rapport de simi-
litude donné : nous allons montrer qu’il y en a un.

Tuiorime XI. — [l existe un tétraédre semblable
un tétraédre donné dans un rapport de similitude
donné et un seul. (Nous passons cette démonstration.)

Tutorime X1 — 87 L’on décompose un polyédre
quelconque P en tétraédres Ty, Ty, ..., Ty et si Uon
construitdes tétraédres T, T,, . .., T} semblables aux
précédents, dans le méme rapport de similitude n, les
tétraddres I, T, ..., T pourront éire assemblés de
la méme facon que les tétraédres Ty, Tay ..., Ty et
lewr ensemble, aprés suppression des faces communes,
constituera un polyédre semblable au poly édre pro-
posé P, dans le rapport de similirude .

Supposons d’abord que les deux téwraédres Ty et T,
aientune face commune <. Soient ( fig. 4) A, B, C; cette
face dans T, et A,B.C, cette face dans T, : A, coincide

IFig. 4.
T, T;
Y
/0N ,
Q ,
0 C
C A
B’ L4
A
B T,

avee A,, cte. Soit A’ B, C| la face de T, homologue de
Ay B, C; et A B, C, celle de T, homologue de A,B,C, :

A B C' et A, B, C, sont deux triangles égaux et corres-
1 1 1 2 2 2 o kel
)
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pondants comme semblables a des triangles égaux dans
le méme rapport de similitude ). Faisons alors coincider
ces deux faces en faisant coincider A}, avec A, B, avec B,
C, avec C| (ce qui est possible), puis supprimons cette
face commune dans T, et T, ; de méme supprimons <\
dans T,, Ty. Nous obtenons ainsi, par la superposition
deTyetTy, T et T, deux polyédres Q ct Q' qui sont sem-
blables. En effet, les polyedres sont correspondants : il
suffit de considérer comme correspondants les éléments
qui se correspondaient soit dans T, et T',, soit dans T,
ct T, 5 les angles polyédres correspondants sont égaux :
Pangle polyédre Ty est égal & T et Ty a T,; je dis que
Pangle A’ est égal a I’angle A; portons A’sur A de facon
a faire coincider le point A’ avec A, que A’C’ prenne ia
direction AC ct A’DY la direction AB, i cause de la cor-
respondance et de I'égalité des angles A’B'C'T', et ABCT,,
A'T, prendra la direction AT, et de méme A'T), prendra
la dircction AT,.

Les faces sont semblables : car, si aucune des faces
de T, n’est dans un méme plan avec une des faces de T,
aucune des faces de T, ne sera dans un méme plan avee
unc des faces de T, et les faces correspondantes de Q
et (), étant des faces correspondantes des tétracdres
composants, sont scmblables. Supposons, au contraire,
que AT,Cet AT,C soient dans un méme plan : alors
le quadrilatére AT, CT, scra une face de Q, AT, (' ¢t
A’'T, (! scront aussi dans un méme plan et A'T,C'T),
sera une face de Q' qui sera semblable & AT,CT,,
comme composée d’'un méme nombre de triangles sem-
blables et correspondants. Les deux polyédres Q et Q'
sont scmblables.

Supposons cn second lieu que les deox tétraédres T
et T, aient une aréte commune. Soit(AB), AB,, A, B,
cette aréte dans T, et Ty, les deux faces ABT, et ABT,

Ann. de Mathémat.. 3° séric, t. VIII. (Aot 188).) 25
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ainsi que les faces ABC, et ABC, sont dans un méme
plan, ct Pensemblede T, ¢t T, forme, aprés suppression
de Iaréte commune (AB), un polyédre Q ayant quatre
faces triangulaires et deux faces quadrangulaires AG, BC,
et AT, BT, [(AB)est une ligne singuli¢re de Q]. Les
deux arétes A", B, et A, B, dans les tétraédres T, et 'L,

Fig. 5.
T,
N
O \w
~. (‘._ CI’ é;,/yf/,z TS
AT
N/

sont ¢gales comme semblables a deux arétes égales A By,
Ay B, dans le m¢me rapport de similitude A, Pour la
méme raison les diedres A, B et A, B, sont égaux. Fai-
sons alors coincider A’ et A}, B ct B et disposons le
tétracdre T, de facon que la face A’B'T", soitdans le méme
plan que la face A’BT, et extérieure a ceite face. Les
deux diedres A’ B et A, B, seront alors dans la position
de deux diedres opposés par 'aréte et A’B'C, sera dans
le méme plan que A'B'C et extérieure a cette face. Si
Pon supprime I'aréte commune (A’B') on obtient un po-
lyédre Q" ayant deux faces quadrangulaires A’C/, B'C, et
A'T, B"T’, qui sont évidemment semblables respective-
ment aux faces AC,BC, et AT, BT, de Q.

D’ailleurs les angles polyédres de Q et (O sont égaux.
Ciestégala C\, Coa Gy, Tya'l', Toa'l'y; A’estégal a A,
carsi I'on porte A’ sur A de facon que A’C’, prennela di-
rection AC, et A’C), la direction AC,, la droite singuliére

3
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A'B' prendra nécessairement la direction AB et les deux
di¢dres ABG, Ty et A’B'C|T) coincideront, puisqu’ils
sont égaux ct que deux arétes correspondantes A'B et
AB,A’C) ¢t AC, auront la méme direction; A'T', prendra
donc la direction AT, et de méme A'T", prendra la di-
rection AT, : les deux diedres A’C,C\T,T, ct
AC,C, T, T, sont donc ¢gaux. Les polycdres Q et
sont semblables.

Cela étant, un des deux tétraédres T, ou T, aura soil
une ardte, soit une face en commun avec un des tétraé-
dres Ty, ..., Tx: par exemple, T, aura une face com-
mune avec 'I'y et, aprés suppression de cette face com-
mune, 'ensemble des tétraédres T, 15T, ¢’est-a-dire
Pensemble de Q ct de Ty formera un certain polyédre R.
On verra alors aisément, par des raisonnements identi-
ques & ceux que nous venons de faire, que T, et T
pourrout étre assemblés comme Ty et Ty et que Pen-
semble de Q" et de T, forme un polyédre R’ sem-
blable 4 R. Eua coutinuant de la sorte, on verra de
proche cn proche que, puisqu’a deux tétracdres de la
série ('T'), ayant une aréte ou unc face commune, cor-
respondent deux tétracdres dans la série (T7), pouvant
étre assemblés de la méme facon, on pourra assembler
successivement les tétraédres ('17) de la méme fagon que
les téwaedres (1), et que les polyédres successifs (,
R,...,Q, I, ... scront toujours semblables. Donc,
tinalement, on pourra superposer tous les tétraédres (")
de méme que les tétraédres ('T). et le polyédre final P’
obtenu sera semblable au polyédre P dans le rapport de
similitude A.

Nous avons ainsi prouvé qu’il existe un polyédre sem-
blable & un polyédre donné, dans un rapport de simili-
tude donné; nous allons maintenant montrer qu’il n’y en
a qu'un seul.
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Tatorkme XIII. — Si deux polyédres Py et Py sont
semblables & un méme poly édre P, dans le méme rap-
port de similitude ), ils sont identiques.

En effet, faisons correspondre dans P, et P, les élé-
ments qui sont homologues d'un méme élément de P :
les deux polyédres P, et P, sont done correspondants.
D’ailleurs, deux angles polyédres correspondants sont
égaux, puisqu’ils sont égaux a un troisi¢me, et deux
faces correspondantes sont égales, comme semblables a
une méme face de P dans le méme rapport de similitude.
Donc (théoréme X), P, ct Py sont superposables.

Corollaire 1. — 11 v’y a qu'un scul polyédre sem-
blable a un polyédre donné dans un rapport de simili-
tude donné.

Corollaire 11. — Deux polyédres secmblables sont
décomposables en un méme nombre de tétraédres sem-
blables et semblablement placés.

Tuatorime XIV. — Lerapport desvolumes des deux
tétraédres semblables est égal au rapport des cubes
de deux arétes homologues. (Nous passons cette dé-
monstration. )

Tatorime XV. — Le rapport des volumes de deux
polyédres semblables est égal au rapport des cubes de
deux arétes homologues.

En effet, soient P et P’ deux polyédres semblables
dans le rapport . Supposons P décomposé en tétraédres
Ty, Ty, ..., Tx ct soient T, T,, ..., Ty les tétraédres
semblables dans le rapport . On aura

vol.P = vol. T;+ vol. Ty +. ..+ vol. Ty,
vol.P'= vol. T, + vol. T +.. .+ vol. T};
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d’ailleurs
N — vol. Ty _ vol. Ty,  vol.Tj _ vol.T)+...4vol. T}
T ~vol.T;  vol.Ty ~ 77 vol. T~ vol.T;+...+vol.T;
Donc
s vol.P’.
A= vol. P

X est égal au rapport de deux arétes homologues quel-
conques de deux tétraédres semblables T}, T;, et par
conséquent A est égal au rapport de deux arétes homo-
logues quelconques de P’ et P.



