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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D'AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES EN 1888;

A

Pir M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Rouen.

J. — MATHEVATIQUES FLIVENTAIRES.

Soient dewrx points A et A’ et deux droites D) et 1Y,
paralléles a AN et équidistantes de cette drotte :

10 Démontrer qu’a tout point P, pris sur la droite
D, correspond un point P, pris sur IV, tel que la
droite PP’ soit tangente aux cercles S et ' circonscrits
Uun au triangle PAA', Uautre au triangle P’AA’;

2° Trouver le liew décrit par la projection de chacun
des points A et A" sur la droite PP’

3° Construire les droites PP qui passent par un
point donné Q

4° Démontrer que les cercles S et §' se coupent sous
unanglé constant ;
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5¢ Soit O le milieu du segment AA"; étudier les va-

N
riations de ’angle POP'.

1° Soit C le centre du cercle déterminé par les trois
points A, A, P : une perpendiculaire élevée en P sur CP
détermine la tangente au cercle C; cctie droite coupe

AA’en et ladroite D' en P,

De 1A.1A'—1P , on tire 1A A = 1P" , a cause de
IP = IP’; donc PP’ est tangente au cercle de centre €/
qui passe par les trois points A, A’, P'.

2° Projetons A et A’en H et H’ sur PP'; le point P
en K sur AA’; tracons A’H, et remarquons que la pro-
jection de A’H sur AH est égale a A’H’ (Ie point A est
supposé entre le point A et la droite PP'). Les triangles
semblables AIH, A'1H’, PIK donnent

\l _\'_l{' __ Pk

AT TP
d’ou Von tirve
LAY PK
A TAT T Ty
AN T 5

et, comme les dénominateurs sont égaux, il en est de

méme des numérateurs ; donc le produitA_H.X’—ﬁ’— cst
constant et égal au carré de la demi-distance des paral-
leles D et 1.

Ceci obtenu, le triangle A A’H donmant I’égalité

—

AN = Al AH — 2 AH.AH,

—2 ——-2
on en conclut que la somme AH ~+ A’H est aussi con-
stante.

Le licu géoméirique de H est done une circonférence
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qui a le point milicu O de AA' pour centre. Le point H/
décrit le méme licu. Le rayon de ce cercle a pour valeur

P —

)

Y :
\/ -~ Pk
|
Remarque. — De ce qui précéde, on conclut que la

droite PP’ est constamment tangente a une ellipse qui a
pour fovers les points A et A, et dont le cercle précé-
dent est le cercle principal, ce qui suffit a la déter-
miner. Elle est tangente aux droites D et D',

3° La construction des droites PP’ qui passent par un
point donné Q revient a mener par ce point des tan-
gentes a ellipse que nous venons de cousidérer; ou bien
a joindre le point (Q aux points d’intersection du cercle
principal de cette ellipse avec la circonférence qui
aurait AQ ou A’Q pour diamétre. Le probléme est donc
impossible quand le point Q est situé A 'intérieur de
Pellipse.

4’ Soient B et B’ les points ou les droites D et D
sont coupées par leur perpendiculaire commune menée
par le milicu de AA’. Tracons AC, AC/, AB, AB'. Si
l'on prend BCG et B'C/ pour bases des triangles ABC,
AB'C, ces triangles auront méme hauteur et seront
proportionnels a BC, B'C’. Mais les triangles sembla-
bles BCP, B'C/P" donnent

B P Gy GX -AB

PR Y — Ty )
BCT W T WA T 5 Caw

car
A\B = \B'".
On a done

tnangle ABC CA .- AB
triangle AB'CV T 73
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. N a5 0y . ,
ce qui exige que les angles BAC, B'AC' soient égaux ou
supplémentaires. Or ils sont évidemment aigus tous les
deux, donc ils sont ¢gaux.

X “/\‘1 /\’ .

Il en résulte que les angles CAC’ et BAB' sont aussi
égaux. Donc les cercles de centres C et €' se coupent
sous un angle constant, qui est le supplément de

NG

I’angle BAB'.
5° Tragons enfin OP et OP'. La double symétrie de
Pellipse a laquelle la droite PP’ doit rester tangente

montre qu'il suffit d’étudier la variation de l’ang]e'@,
de la valeur qu’il a quand la droite PP’ est perpendicu-
laire a AA/, 4 celle qu’il prend quand cette droite de-
vient paralléle a AA’, tout en restant toujours tangente
a lellipse. La demi-valeur initiale de cet angle étant

toujours moindre que 45°, I'angle @ part d’une va-
leur moindre que go°, et il varie d'une maniére con-
tinue de cette valeur a go°, valeur qu’il prend quand
OP a la direction AA’; et OP’ la direction perpendicu-
laire, car alors I'un des cercles qui passent en A el en A’
se réduit a la droite AA’ prolongée indétiniment.

La méme question a été résolue par M. G. Leinckugel, ¢léve du

lycée de Douai, et par M. G.-H. Niewenglowski, éléve de Mathéma-
tiques élémentaives au lycée Louis-le-Grand ( classe de M. Humbert ).

II. — MATHEMATIQUES SPECIALES.

On donne un ellipsoide S et deux points P et P, et
l'on considere les ellipses C et C' suivant lesquelles
Uellipsoide est coupé par les plans polaires des points
PetP :

1° Démontrer que les coniques C et (' et les points
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P et P’ sont situes sur une quadrique X qui est en génc -
ral unique;

2° Discuter cette quadrique en supposant que le
point V' se déplace dans Uespace, le point P et I'ellip-
soide S restant fixes;

3¢ Les points P et P érant supposés fixes et situés de
Jacon que la quadrique S soit indéterminée, trouver le
licu du centre de cette quadrique ;

4° En supposant que les points P et Y se déplacent
de facon que la quadrique S soit une sphéere, trouver
la surface enveloppe Y. de cette spheére;

5° Peut-on déterminer un point A tel que la trans-
Jormée par rayons vecleurs réciproques de la surface
E, en prenant le point A pour pdle, soit un cine du

second degré?
1* Soit Pellipsoide rapporté a son centre et a ses
axces

(S) 'é, -

P(a, 3,v) et P'a/, 3,47 éraut les deux points donnés,

I,

leurs plans polaires ont pour équations

ar  3v ~ 3 a'x 8’ v's
a? pr T T T ot T T THES

ct toute quadrique passant par les points P et P’ ¢t par
les coniques, intersections de I'ellipsoide S et des plans
polaires des points P et P/, a une équation de la forme
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a laquelle il faut joindre les deux conditions

. /a2 2 o2
A -4—2——%—{——1>

a2 c?
(1) 2 B o a B3 yv
-+ <E -+ ﬁ -+ ;‘j!- I> <-(;2— —b—z‘ l) = 0,
‘ X <§; -+ il - —‘/E —-1)
(2) - a? b2 ¢
ad’ 8% 4y ar By
"%$*7*§HXJ+H+F”F“

Supposons d'abord que les deux points P et P/ ne soient
pas situés sur I’ellipsoide donné. Alors on pourra diviser

I’équation (1) par G + T 1, et Péquation (2)
1 par 2 ) 1

2 ' h2 c2
13 S’g 2

par 5 —+ = + - — 1, ct ces deux équations se rédui-
a? b2 c?

ront a I’équation unique

’ ’
arar

BB
e T T

qui détermine unc seule valeur de . L'équation (A)
devient alors

Si 'un des points P ou P est situé sur ellipsoide
donné, 'une des équations (1) et (2) est vérifiée identi-
quement et I’autre donne la méme valeur de ), déja ob-
tenue.

Mais si les deux points P et P’ sont tous les deux
situés sur lellipsoide donné, les équations (1) et (2)
sont vérifiées identiquement, quel que soit % : il y a donc.
dans ce cas, une infinité de quadriques répondant a Ja
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question, tandis qu’il n’y en a qu'une seule dans les
deux autres cas.

2° Pour discuter plus commodément 1’équation (B),
je rapporte momentanément 'ellipsoide S a trois dia-
métres conjugués dont I'un, ’axe des z, passe au point P.
Appelant a', 8/, ¢’ les trois demi-diamétres conjugués,
P’équation a écrire se déduira de I'équation (B), en fai-
sant a = = o, et supposant que o/, 3/, ¥’ ety soient
les nouvelles coordonnées des points P’ et P. Ce sera
donc

e \ /a2 oy a2
\Tz"') ar b1 e !

2
vz o r 8y ¥'z \
[} . ' —
—<2?_'><a’?+ﬁ*ﬁ_l} o

7

(BY

Je suppose les points P et P’ non situés sur Pellip-
soide et, par suite, qu'il n’y a qu’une quadrique X satis-
faisant aux conditions énoncggs.

Toutes les quadriques qu’on (¥ent en faisant varier
seulement le point P’ ont une direction commune de
diamétres conjugués; c’est la direction de Vaxe des z,
et les équations de ce diamétre, pour une quadrique
délerminée, sont données en égalant a zéro les dégivées
du premier membre de (B) par rapport a .xeta y,

On obtient ainsi

20y —)x—(y5—c?)a'=o.
2(yv' — )y —(v3 —c?)8 = o;
L) v i ¥
d’'on
vg — of2 vz 't
e Y 7= gl B
2(yY — ') 2(yy'—¢'?)

Ces valeurs de x et de v substituées dans I’équation
(B) conduisent, pour déterminer les z des points d’in-
tersections de la quadrique avec son diameétre paralléle
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a Oz, a 'équation

s ‘{2[a’2 N % N 4('."{,:“6‘"")] 52

1
/9 lz _
(3) § —oachy E;+E_;+2(w 012)(V+v)
" Lar b2 '3y
' a‘2 ( —c' )
Tc‘[ﬁ+b'z+4w *{]

En écartant le casde yy' — ¢'? = o, qui donnerait pour
la quadrique £ deux plans, ceux des coniques C et C/,
on peut écrire ainsi la condition de réalité des racines
de 'équation (3)

4 2 a2 —_— L
t4) (e O Bl S

a'? B (y'— .l,_)-zJ

Si I'on regarde o', §', ' comme des coordonnées cou-
rantes, les équations

H— a2 B2 (Y —)
@z o T2 =0
' R 2 ' )
c_ ¥t B Ay =)
K= e -+ i -+ -y =o0

i
représen:ent : la premiére, un cone circonscrit a I'ellip-
soide donng suivant la conique C et ayant le point P
pour sommet; |2 seconde, un paraboloideily -
gent au plan de la conique C au point ou st

percé par I'#¥€des>ya@inscrit dang le cone H suivant

la courbe déterminée sur ce cone par le plan
(2«{2_ c'2)-» — C 2 { = 0.

Cela posé, distinguons deux cas.

I. — Le point P est extérieur a l'ellipsoide donné!

On a alors
¢t —20.

La condition (4) montre que, si le point P’ est a Pexté-



( 350 )
rieur du cone H, 'équation (3) aura ses racines imagi-
naires, et par conséquent la quadrique ¥ sera un Zyper-
boloide & une nappe. Si le point Plest sur le cone H,
les racines de (3) sont égales et I représente un cone.
Mais si le point P cst a 'intéricur du cone H, I'équa-
tion (3) aura ses racines réelles et distinctes. 1l faudra

alors examiner si ces racines sont toutes les deux supé-

9
. . , e . C* . .
rieures ou inférieures a — » ou bien si e]l(‘s (‘mnprennont

entre clles cette qu:mtité.
. . . . "2
Or la substitution a z, dans I'équation (3), de —,
- . . 1
conduit a I'expression

(e’ — o2
“(""_“__(’(.,2_0';)‘
)

2
)

qui est positive. Done. si le point P est situé a Uinté-
. ., 02 .
rieur du paraboloide K, la quantité —- sera comprise
)
entre les racines de(3), et la quadrique  sera un ellip-
soide 1éel, tandis (ue, si le point P’ est extérieur au
R c?' .. .
méme paraboloide, — sera extérieure aux racines de (3)
]

ct S sera un hyperboloide & deux nappes.

jié point P’ vient sur le paraboloide K, I'équa-
tion (3) acquiert une racine wniv, ¢l devient un
paraboloide elliptique.

1. — Le point P est intérieur a Uellipsoide donné,

Alors on a
PR - v2> o:

les racines de (3) sont toujours réelles et distinctes.
La discussion cst analogue a la précédente. Ainsi la

. . (LN . . ..
substitutian de — & la variable = dans (3) donnant ici

I
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un résultat négatif, sile point P’ est intéricur au parabo-
loide K (qui n’est pas le méme que dans le cas précédent),
T sera un hyperboloide & deux nappes, et si ce point
est extérieur a K, la quadrique T sera un ellipsoide réel.
Ce sera encore un paraboloide elliptique si le point P
est situé sur K.

Les cas particulicrs se discutent facilement.

3° Je conserve encore le méme systéme d’axes, sauf
que je suppose que le plan des zr contient le point P/,
d'o B'=o.

La quadrique T est indéterminée, avons-nous dit,
quand les deux points P et P’ sont situés sur ellipsoide
donné. On doit done supposer ici

N , a2 2

(3) = et - s — 1= 0,
a'? c'z

ct I'équation générale des quadriques S sera

< (12 y2 52 s—c fdx s A
M = s s — 1) - — + ‘55 —1)=o.
a2 b2 2 ¢’ a'? c?

g \

En égalant a zéro les dérivées du premier membre de
celte équation par rapport a x, y ct z, on obtient

S ' ’
dshr  s—c a
S —— — o,
La? o a?
2AV
== =o.
b2
2h3 s—dc g ~'s
- L 4+ sy — 1 =0
o o a’? 2

et, pour toute valeur de X diflérente de zéro, on voit que
le licu cherché cst tout entier dans le plan des zx.
En éliminant %, on arrive a I’équnation

ry

~

drt— A g s — Y — o) r 'Y s = o

N
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. b ’1
Si 'on multiplie par 2’ et si Von remplace — par
I i gl |
'2
1— 55> on peut la mettre sousla forme

(’+"Yr—as][(c'—~"Yr—a'z—c2']=o0:
i [

et elle représente la droite qui joint I'origine au milieu
du segment PP, et la droite PP’ elle-inéme.

Remarque. — Les quadriques T sont Lloutes tangentes
aux deux plans

- 4 o4
S-—c— o, — e A — Lm0,

anx points P et P' de ellipsoide donné. Parmi ces qua-
driques se trouve évidemment Vellipsoide S; done 'ori-
gine devait faire partie du lieu obtenu. L’ensemble des
deux plans tangents en P et P’ a Pellipsoide constituant
une variété des quadriques ¥, on doit trouver leur inter-
section comme faisant partie du lieu. Mais, comme cette
variété ne peut s’obtenir qu’en faisant h = o, dans I'é-
quation générale des quadriques T, on ne pouvait pas
trouver cctte partie du lieu par la méthode précédente.

Il faut faire .= o0 dans les trois équations du centre.
Alors on n'a plus nécessairement ) = o, ¢t I'on obtient
en cffet les deux équations

, a'r ~'z
z- ' —o, -

a’:
qui déterminent Pinterseetion cherchée.

4* Je reprends les coordonnées rectangulaires, et, par
suite, I'équation (B), obtenue en supposant que les

points P et P’ ne soient situés ni 'un ni I'autre sur I'el-
lipsoidg S.
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Cette équation dévcloppée devient
38y 2 w oy y?
<m*%~"0@*(?*7? Qm

2’ BB 32

[N W Y
_PYT N o+ ~(a i — ap'+ pa’
b2c2 c2a? ¢ a2 bg Ty
' n ’ N o war ot
+“+1x+r+?yéf+:;_ ar B vy,
a b2 - c? NZ X 2 )T

Elle représentera une sphére si l'on a

( 3' o >L _fax Y 1
TV e T u‘ - _[>Z§
_ PB P LI
al 2’

By + B =ay'+ 2= 1?»'-'~- 82 = o.

Supposons que Pon ait @ > b>¢. Il faudra fanie
%= p/=o0, ce qui est, dua reste, tout indiqué par ce fait
queles ellipses C et C' devront ¢tre des cercles.

On obtient facilement les expressions de o', %' ety en
fonction de o, et 'on a

, azn? le , — acln

gl — - — ) — =

fagey B E— = — 2 prng
a(at— c2— b2y’ ! an ' ! alat- c2— br)’

en posant, pour abréger,
02— 2= 2, a2— ct=m?2, ar—br=n?,

et en remarquant que ces différences sont toutes posi-
tives.
L’équation de la sphére devient alors

natc(x®+ y*+ 32 )— ncf(at+ ¢ — b2) a2+ nlat]xr
—al[(a*+ c2— b2)x2— n2a?]s
+ natc(n:—1I12)a=o;
Ann. de Mathemat., 3¢ série. t. VITL (\out 188g). 23
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et, en ordonnant par rapport a a,

(2= 22— 02 )(ner — als)a?
—na2ce(x?— y2+ 32— n2— [2)a
“+atn2(necr —als)=o.

En exprimant que cette équation en 2 a ses racines
¢gales, on aura 'enveloppe cherchée. On oblient ainsi

[ @izt 2o 32 i 1)
{ —Aa2—c2—Db2)(c2n2xr— a2l2352)=o.

(K)

Cette enveloppe est done une surface du quatriéme
ordre qui admet le cercle de 'infini pour ligne double;
c’est une des anallagmatiques de M. Moutard, ¢’est-
a-dire une de ces surfaces ui demeurent invariables
quand on les sonmet a une transformation par rayons
vecteurs réeiproques convenablement choisie, ct 'on
sait qu’clles posscedent cette propriété par rapport a cing
poles différents. Clest aussi une des surfaces étudiées
sous le nom de evelides, par M. Darboux, dans son Mé-
moire Sur une classe remarquable de courbes et de
surfaces algébrigues.

5¢ Proposons-nous de trouver un pole tel que la
wransformée de (E) par rayons veeleurs réeiproques
soit un cone du second degré. Les formules de transfor-
mation sont
2 : 2
3 \, . e d — 7

Rr = k2.

Portons lorigine des coordonnées au point A (g, 5o, 20);
I'équation (E) deviendra

@A [(x + 2 )2 (Y + ¥+ (5 + 5o )2+ n2— 122
—j(a@+c2— b)) | n2c(x + 2y )2 — a2 (5 + 50)] = o.

Développant et emplovant les formules ci-dessus,
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cette équation devient

[a*cX (23 +yd+ 53+ n2— 122
— (at+ ct— D) (n2ctxd— a2 1233 | ( X2+ Y2+ Z2)°
+— 4K [a2e2(w} + yi+ 33+ n2— 1) (2o X+ yo Y+ 50Z)
“+2(a?+ c2— b2 (n2ctz X — a2 l25,2)](X2+ Y2+ Z12)
+2a2c?KH (@} + y2+ 33+ n2— 2)( X2+ Y24~ Z2)
+ a2ctK (a0 X 4290 Y + 2507 + K2)2
— jK¥(a2e?—D2)(n2e2 X2 — a2 l2Z22)= o,

On apercoit facilement la solution
Ty =0, Sy =0, yi—nr—l=o.
Elle ne sera véelle que si I'on a
2> p2,
e’est-a-dire
2b2> a2y 02,
L’équation précédente se réduit alors a
a4+ et —Db2)(n2e2X2— q2]272)
—all’ﬂ(K‘-’:*‘ a7 nzY)z,— o
ct représente bien un cone du second degré, dont le
sominet est au point ayant pour coordonnées
+ K

! 4/1-—— n?

11 y a méme deux solutions, symetrigues parrapport

(o) et 0,

au plan des zx.

TH. — ANALYSE I'T AVPLICATIONS.

Tutonie. — Démontrer que, si ’aire d’une por-
tion continue de surface I limitée par un contour fermé
et donne est la plus petite possible, la somme des
rayons de courbure principaux est nulle aux divers
points de la portion de surface considéree.

Définition des surfaces minima. Intégration de leur
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équation aux dérivées partielles. Formules de Monge.
Formules de M. TV eierstrass.

Arrrication. — 1° Trouver la surface minimaréelle
qui admet pour ligne géodésigue la cycloide définie en
coordonnées 1'ecl(mgulai/‘es par les équations

xr=a(v—siny),
Y = a(i —cos¢),

S = 0.

20 Indiquer la forme de la surface ; montrer que le
plan des xy est un plan de symétrie et que les tan-
gentes & la cycloide en ses points de rebroussement
sont des axes de sy métrie de cette surface;

3o Montrer que la surface peut étre coupée par une
infinité de plans suivant des paraboles du second
degré ;

4° Former l'équation différentielle des lignes de
courbure de la surface. Demontrer qu'un plan, per-
pendiculaire & la base de la cycloide et & égale dis-
tance de deux points de rebroussement consécutifs de
cette courbe, coupe la surface suivant une hgne de
courbure.

Pour la théorie, voir I'Ouvrage de M. Darboux :
Lecons sur la théorie générale des surfaces. Voici la
solution du probléme donné comme application.

Les formules de M. Weierstrass sont

1

= - /(l—-ul)l*“(u)du—!—i [(l—u’{)]’l(ul)(lu,,

v,

y:i /‘(l—;—u?)l“{u)({u——é /‘(l%—-ll?)Fl(l(l)dui,

A

: = /ul“(u)(lu —J—/u,l“,(ul) du,.
& .
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et I'on sait que, pour qu’elles représentent une surface
réelle, il faut que les variables « et uy soient imaginaires
conjuguées ainsi que les fonctions F () et Iy (uy). De
plus, les intégrations doivent s’effectuer suivant des che-
mins imaginaires conjugués.

Cela posé, les quantités u, uy, F(u), I (u,) devien-
nent, pour un point quelconque de la cycloide donnée,
des fonctions de la variable réelle ¢, ct, pour exprimer
que la cycloide est une ligne géodésique de la surface
inconnue, il faut écrire que la normale & cette surface
en un point quelconque de la cycloide est contenue dans
le plan des ay. Or les cosinus des angles que fait cette
normale avee les axes sont proportionnels aux binomes

u—uy, uwy—u ct yuy—iu.

On doit donc poser uu,— 1= 03 d'ou
1 duy — 1 du

Uy = —, L
! u de u de

~ . . 1
Substituons a u, la valeur - dans les formules de

Weierstrass, ct identifions, pour un point de la cy-
cloide, avec les équations de cctte courbe ; puis dif-
férentions les équations ainsi formées. Nous aurons

dv

i(|—‘,—u-’\ﬂ[F(u> +L, ,<—I—>J —=a2asiny,
dy u* u
du | - (1\
m[F(u)—;J, 1_()] = o0,

d’ou 'on tire

(l—ul)du [F(u) -+ 1{7F1<—|

] =va(t— cosp),

i 1 .
ﬁF‘ <;) = F(u),

(r— u'—’)F(u)% =a(1—cosv),
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ct
. | du .
fi+u2)F(u)y—— = asing,
dy
A du a1 — cosy) L asing
Flu)—5— = — —_— = —
dy {— u? 1+ u?

L’égalité formée par les deux derniers rapports, né-
cessaire pour que les équations précédentes soient com-
patibles, détermine « en fonction de v. On en tire

' v 1 — u?
ang - = — { ———
o 1w’
puis
§ .. ¢
CON— — [5in =
5 >
W= —— — p—vi:
¢ L.
COS = = (SIn —
Pl Dl
o
d’ou
. du . .du
v logu =— ¢, 92— =—tdy, de = 20— -
u u

D’autre part, on trouve facilement

.oae (t—u?)?
I —CON¢ =8I0 — = — ——— .
D 2U>

L’équation
du (1--cos9)
Fiu)—=— =a————
() dy T— u?
devient alors
.a(1— u?)
F(u)=—¢;222"_ 71,
(@) us
La fonction F (u) étant déterminée, la fonction F, (1,)
est par cela méme, puisqu’elle doil étre imaginaire
Pest ¥ 1 3 1 g
‘onjuguée de I'(w).
conjuguée de F(u). ’ o
Flle est du reste inutile, et on a. pour les équations
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diftérentielles de la surface cherchée,

——a}{z[(l_u du,
us

¥ - aR f

——'AaBi[:,Llldu,
1w

(lu,

il

0

R désignant la partic réelle de la fonction devant la-
quelle cette lettre est placée. L'intégration donne

a. . 1
r———-Rilwt— — — {logu| +
2 w?

gl{[tz—i— ]-+—(
2

. 1
ZKIRl[lL—‘— — ] - G,
u

]

14}
Il

G, (¢, €7 ¢rant des constantes réelles. Posons

a et 3 étant des quantités réelles. Les équations précé.
dentes deviendront

a , ..
T = ;R | — fe*(cosB — isinfB)
+ fe=%(cosB +isinB)+2i(a—Fi)| + G,

— ’:L R|ex(cos3— isinf)

<
I

- r S ein '
+ e~2(cosP + isinB)] + C',

& [} f
=oaR| ie?(cost —L'sinE
B 2 2

-

_z n p
. > 2 ..
-~ 1 *{CcOos= —-(<in— -— &,
9 2

(3]
]
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et, en séparant les parties réelles et les parties imagi-

£]

[

]

naires,
e% e~ ° ,
xr = < sin fj)+(‘.

ok =2
cosf+ Q'

y=—a

=20 Sll]—((" — ¢ )—i c".

Remplacons « par «, 3 par v, u ct ¢ élant des va-
puis déterminons les constantes de ma-

riables réelles ;
niére que, pour u = 0, on obticnne les équations de la

cycloide proposée, nous aurons définitivement

(:lt -+ ()~Il
Sl - —————xing ),
2

,:Il+p—ll
() Py =all - ——— cose ),
. \ >
" n
¥ e
MEER YA e ?/sm—-
2

\

Pelles sont les équations qui déterminent la surface

cherchée.
Discussion. — Remarquant que on a

"

"

e't+e-":<32—e ‘1) -+ 2,

on élimince facilement u entre les équations (C); et 'on
peut alors regarder la surface comme engendrée, soit
par la parabole variable définie par les équations

. a—Yy
52— S8a?sin? - <—} —l> =o,
2 a cosy

(n ( )si
a—y)sing
e y)ane L —a¢ =o0;
cosy
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soit par celle qui est définie par

. ,9 fav—ux
—8a?sin?~ ([ ——— —1) = o,
2 \ asing
()
ay —
——=——COS¢ + ) — @ = o.
sing

Ces deux paraboles sont identiques pour une valeur
donnée de v; on emploiera les équations (1) pour les
valeurs de ¢ qui annulent sing, ct (2) pour celles qui
annulent cos¢.

Ces équations montrent que la surface que nous étu-
dions est coupée par une infinité de plans suivant une
parabole. Cette parabole a son plan constamment paral-
lele a Paxe des z, et son axe dans le plan des xy. Son
sommet déerit la cycloide donnée, comme on le con-
state facilement, et, pour les valeurs de v égales &

= B o=
- — ¢y el — 4 o< — )
o, B 2

les paramétres de ces paraboles sont les mémes; elles
sontsymétriquement placées par rapport au planx = a=x.
Les plus remarquables de ces paraboles sont don-

— 2
J

a

nées par les valeurs de v égales a o, ;, T, =

¢t 27,
Pour v = o et pour v = 2=, on obtient par (1) I'axe
des y et sa paralléle menée par le point x=2ax, y=o,
z = 0. Ce sont Jes tangentes a la cycloide en ses points de
rebroussement. Ces tangentes sont donc situées sur la
[ 3w

T

T 3 . .
surface. Pour v = 5 et pour v = —=, les équations (2)

donnent les deux paraboles égales

(3) y=a, ;2+4a1'—2a2(’z—2) = o0,

(4 f=a, &~ far-42a2(2-+37)=o0.
(4 . i
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situées toutes deux dans le plan  — a = o, mais orien-
tées cn sens contraire.
Enfin, pour ¢ = =, les équations (1) donnent la para-

bole

J= AT, 32— 8ay +16at =o,

située dans le plan x — a= = o, perpendiculaire a la
base de la cycloide, en son milien. C’est la parabole de
paraméire maximum.

En général, pour

¢ (.zA‘-%-I)E,
on a, si k est pair, la parabole
Y —a=o. 24+ far—oa[(vk+1)7m —2] =o0;
ct si k est impair, la parabole
V—a = o, s2— juxr +oa|(2k +1)m+2] =o.

Le mode de génération qui vient d’éire étudié indique
d’unc maniére assez exacte la forme de la surface.

En donnant & u et a v d’abord les valeurs uq ct ¢,
puis les valeurs u-—=—uy, v = vy, les formules (C) don-
nent les mémes valeurs de et de y 5 celles de z sont
dégales et de signes contraires; ce qui prouve que les
points M(ug, vy), M'(— wy, 1) sont symétriques par
rapport au plan des .y, Ce p]an est done un plan de
symétrie de la surface.

Si Pon fait «=w,, v =v,, puis u=u,, v=-— v
les mémes formules donnent les mémes valeurs pour &
ct pour z; mais les valeurs de ) sont égales ct de signes
contraires. Les points M (ug, vo ), M/ (44, — ¢4 ) sont donc
symétriques par rapport 4 'axe des y. Cette droite est
donc un axe de symétric de la surface. On ferait voir
de la méme maniére que la tangente au point de re-

broussetient & = 2kwa, y =0, z = o ecsl aussi un axe



( 363)
de symérie de la surface. 1 suflirait pour cela de donner

au et ieles deux conples de valears

Uy, vo— 2 AT,

Uy, — g+ 2AT.

Ez]unliou r/iﬂ'é/'mzlit’l/e des lig/u’s de courbure de la
surface. — Les cosinus directeurs de la normale a la
surface au point (@,3, z) étant proportionnels aux bi-

nomes
-+ u. Ly — u). uuy—1,

les équations de cette normale peuvent s'éerire

N\ =71 —(uy+u)l.
Y = +i(u —u)r,

7- s+ (uuy— 1)}

Exprimons qu’il existe sur la surface un déplacement
tel que le point (X,Y,Z) de la normale décrive une
courbe tangente a cette normale. Nous dovrons éerirve

X dY dZ.

uy+u (uy—u) wuy—1’

ce qui se rameénc aisément 2

dr duy— du wy+u |
dy  i(du;— du) (wy—u) | =o.
dz wduy+ uy du uiy — 1

En substituant daus cetle équation les valeurs de dr,
dy, dz qu'on tire des formules de M. Weicrstrass et
en effectuant les caleuls ¢t les réductions, on arrive a
I’équation bien simple

() F(u)du—F (u;)du? — o,

aprés suppression du facteur 2(1 + wuy)?.
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Mais on a trouvé plus haut

1——u2_
us

F(u)y=—a

les équations cherchées scront done

T— u?
R f die=const.,
w3
P —u?
f\/ —_— ju = const.

Mais on peut tirer directement ces équations des for-

n‘i_

mules (C), indépendamment de toute quantité imag

naire. On obtient ainsi

¢ v
(et — e=t) cox 5 duz— (et + e~ — )~ - du ds
)
(1) «

0
— (et — e 1) cos—de? = o,
>

les variables w et ¢ étant réelles. L'intégration ne parait
pas possible par les fonctions élémentaires.

En effectuant les caleuls qui conduisent a 'équation
(E), on remarque la relation

14

L= ——(‘()l{’ga

(/ 2

P ct g élant les dérivées partielles de z par rapport a x
et ay, ce qui montre que, pour v =%, c¢’est-a-dire pour
tous les points de la parabole obtenue en coupant la
surface par un plan perpendiculaire 4 la base de la
cycloide, a égale distance de deux points de rebrous-
sement consécutifs, on a p = o. Mais les cosinus direc-
teurs de la normale a la surface étant proportionnels a
P, ¢ et — i, on en conclut que la normale a la surface
est, pour tous les points de la parabole considérée, dans
un plan ‘perpendiculaire a I'axe des r, ¢’est-a-dire dans
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le plan méme de cette courbe qui est dés lors & la fois
une ligne géodésique ct une ligne de courbure de la
surface, tout comme la cycloide donnée.

IV. — M¥CANIQUE RATIONNELLE.

Tatorie. — Les équations du mouvement d’un sy s-
téme matériel étant supposces mises sous la forme ca-
nonique, montrer comment Jacobi a ramené l’inte-
gration de ces équations a larecherche d’une intégrale
compléte d’une cyuation aux dérivées partielles du
premier ordre.

AvericaTion. — Ktant donné un hyperboloide o
une nappe représenté en coordonnées rectangulaires
par Uéquation

(Y
S
e
Al
10

22
J— + La
a? b2 c

f
I

[

ot Uon suppose a < b, déterminer le mouvement d’un
point materiel non pesant dont la masse est égale a
Uunité, qui est assujetti & rester sur la surface de
Ulyperboloide et qui est attiré vers le centre par une
Sforce égale au produit d’une constante w* par la dis-
tance du mobile au centre.

A Uinstant initial, le mobile est situé dans le plan
des xz, a la distance b du centre, et la vitesse v, est
paralléle o l'axe des y.

Discuter les diverses formes que peut affecter la
trajectoire suivant les valeurs de vy 3 indiquer notam-
ment les lignes de courbure de Ulyperbolvide entre
lesquelles elle est comprise. On déterminera la position
du mobile sur Ulyperboloide a une nappe a laide
des coordonnées elliptiques ) et v définies par les deux
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€quations
.I,"" 'V'Z ;2
- = —+ =1.
h - a2 r+b2 " h—¢?
2 y? 52
L . -
at—p | bBr—u 2+

en supposant ¢*<h el a*< u < b

Foir la Dynamique analytique de M

. Emile Ma-

thicu, o un calcul analogue est fait pour Icllipsoide.



