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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL EN 1889;

Pir M. G. LEINEKUGEL,

Eléve de Mathémaliques spéciales au lycée de Douai.

On donne un cercle ayant pour centre le point O et
une parabole P, on considére les coniques C inscrites
dans le quadrilatére formé par les tangentes com-
munes au cercle et & la parabole. Cela posé, on de-
mande :

1° De trouver Uenveloppe des polaires A du centre
O par rapport aux coniques G

2° L'enveloppe des tangentes & aux coniques C
telles que la normale au point de contact passe par O;
I’enveloppe des axes des coniques C. Le lieu géomé-
(rigue des pieds des perpendiculaires abaissées de O
sur A, sur les tangentes ¢ et sur les axes de C.

1° Nous nous appuierons sur cette propriété bicn
connue (Cnisces, Zraité des Sections coniques) :

Le lieu des centres (¢) des coniques circonscrites a
un quadrilatére donné est une Iy perbole équilatére.

Cette hyperbole équilatére, dite hyperbole des neuf
points, pass¢, comme on le sait, par les sommets du
triangle formé par les diagonales du quadrilatére, par
les milieux des cotés et des diagonales intéricures. Elle
a pour centre le centre de gravité du quadrilatére.

Si P'on suppose que le quadrilatére abed auquel sont
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circonscrites les coniques (¢) est déterminé par 'inter-
scction d'un cercle (O) et d’'une conique (p), hyper-
bole équilatere (%) des neuf points relative aux coni-
ques (C) aura ses asymptotes paralléles aux bissectrices
de deux cotés du quadrilatére, puisque ce sont les di-
rections des axes des deux paraboles circonscrites a
abced.

Les axes des conigues (c) sont, d’ailleurs, paral]bh»s
a ces meémes droites (théoréme de Joachimstahl).

Cette hyperbole équilatére (%) passera par le centre
du cercle (O) qui fait partie de la famille des coniques
(c) circonscrites a abed. Supposons en outre que la co-
nique (p) passe par le centre de (O).

Sinous transformons la figure précédente par polaires
réciproques par rapport au cercle (O), nous obtenons la
réponse a la premiére question :

Lenveloppe de la polaire A du centre d’un cercle
(O) par rapport aux coniques (C) inscrites dans le
quadrilatére circonscrit au cercle (O) et & une para-
bole donnée (P) est une parabole (H) inscrite dans le
triangle autopolaire commun aux coniques (C) et ad-
mettant pour directrice la droite qui joint les milieur
des diagonales du quadrilatére circonscrit @ (O) et

a (P).

Cette parabole (H) est la transformée de (/) par rap-
port a (O). De sorte qu’au lieu des poles a de la droite
de l'infini par rapport aux coniques (c) correspond
Penveloppe de la polaire A du centre de (O) par rapport
aux coniques (C).

Cette transformée est une parabole parce que (h)
passe par le centre du cercle (O). De plus, comme I'hy-
perbole équilatére (/) passait par les milicux des cotés
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et des diagonales intéricures du quadrilatére abed, les
six droites menées par les six sommets du quadrilatére
ABCDEF [circonscrit a (O), les points de contact érant
a, b, ¢, d] parallélement i leurs polaires respectives
seront six tangentes a cette parabole (H).

On peut voir a priori que les quatre droites AC, BD,
EF ct la droite de linfini sont des tangentes a 'enve-
loppe cherchée. Les trois droites AC, BD, EF peuvent,
en cllet, étre considérées comme représentant trois co-
niques inscrites dans Ie quadrilatére ABCDEF. Les po-
laires de o par rapport a ces coniques réduites a des
droites doubles sont précisément ces droites. Quant a
la droite de 'infini, ¢’est la polaire de o par rapport au
cercle (O) qui appartient aux coniques (C) inscrites
dans le quadrilatere ABCDEF.

L’hyperbole (%) passant par les sommets du triangle
MNP formé par les diagonales de abed, la parabole (H)
sera inscrite dans ce triangle. Sa direction passera, par
suite, par le centre o de (O) puisque MNP est auto-
polaire par rapport a ce cercle. Je dis maintenant que
cette directrice est précisément la droite joignant les
milieux des diagonales du quadrilatére ABCDEF qui
contient o ct qui est appelée droite de Newton.

Nous nous appuierons pour cela sur ces deux pro-

priétés ;

Lemme I. — L’hyperbole (h) lieu des centres des
coniques (¢) passant par l'intersection d’un cercle (O)
et d’une conique (p) qui passe par son centre O a pour

tangente en ce poinl o la normale & (p).

Lemme . — Quand on transforme par polaires ré-
ciproques une parabole, le centre du cercle (O) par rap-
port anguel on transforme etant sur la directrice, on
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obtient une hy perbole équilatére tangente a la direc-
trice au centre du cercle (O) et réciproquement ().

Cela posé, quand nous transformons la conique (p),
la direction des diamétres de la parabole (P) trans-
formée de (p) par rapport a (O) est la droite A de
Newton relative au quadrilatére ABCD.

Cette droite n’est autre que la normale a (p) en o,
qui est la tangente a (%) en ce point (lemme I) et,
d’apres le lemme II, ce sera la directrice de (H).

Comme les paralléles menées par ABCD a leurs po-
laires par rapport a (O) sont quatre tangentes a (H), il
résulte de la que le quadrilatére inscriptible a3y8 aiusi
formé est tel que la droite A’ qui joint les milieux de ses
diagonales est perpendiculaire a la droite A de Newton
du quadrilatéere ABCD, d’ou ce théoréme :

Tntorime . — Si, par les quatre sommets d’un qua-

(') Considérons une hyperbole équilatére (4) de centre G (2, 3),

(h) zy — By —ax —o,
(o) Tyt —p? = ol

La transformée par pnlaives réciproques sera, par rapport au cercle
(0),

(H) (2) — Bz — o) —(Ppx =0,

qui est une parabole (H) admettant pour direction des diamétres la
droite ay — Bx = o perpendiculaire a la droite By -i-az =o qui
est la tangente en o a (&). Cette parabole est de plus tangente aux
deux paralléles, aux asymptotes de (/) menées par le centre o de
(0).

Sa directrice est la droite 3y + ax = o perpendiculaire a la di-
rection des diamétres et passant par l'origine qui est le sommet
d’un angle droit circonscrit a (H). On voit que cette directrice
n’est autre que la tangente a (k) en ce point o.

Cette droite By -+ax = o est paralléle a la polaire du centre G
(a, B) de () par rapport & (O) qui a pour équation

By 4-ax —p* == 0.
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drilatére circonscrit a un cercle, on mene des paral-
leles & leurs polaires par rapport au cercle, ces quatre
dernicres droites forment un second quadrilatére qui
est tel que la droite qui joint les milieux de ses diago-
nales est perpendiculaire a la droite analogue dans le

premier.

La droite A’ donne en effet la divection des diamétres
de H.

Cette seconde partie se déduira immédiatement de la

propriété suivante, que nous allons élablir :

Lrevvwe I, — Lhyperbole aux pieds des normales
menées du centre d’un cercle i l'une des coniques qui
sont circonscrites & un quadrilatére inscrit dans ce
cercle est la méme pour toutes les coniques et coincide
avec I'lyperbole des neuf points relative i ce quadri-

latere.

En eflet, considérons I'une des coniques (¢,) 5 'hy-
perbole (7)) aux pieds des normales menées de o a (¢y)
n’est autre que Phyperbole (/). Les axes de (¢,) sont,
comme on le sait, paralléles aux bissectrices de deux des
cotés du quadrilatere abed ;5 c’est-a-dire que les asym-
ptotes de (%) et (hy) sont paralléles. De plus, (4) et
(%) ont encore en commun le centre o du cercle (0)
et le centre de la conique (¢y) considérée; pour qu’elles
comncident, il suflit de montrer qu'elles ont un cin-
(quiéme point commun. Or, si nous montrons que ceci
a lieu pour 'une des coniques (c), il est évident, par
raison de continuité, que ce sera vrai pour 'une quel-
conque des coniques (C).

Prenons, a ceveflet, les coniques particuliéres (ac, bd),
(ab, dc) et (ad, be) s les pieds des normales menées de
o sur (ac, bd) sont les milicux des segments ac et bd.
Or ces points apparticnnent a k.
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Pour cette conique (¢) particuliére les deux hy per-
boles coincident; il en est de méme pour les coniques
(ab, dc) ; la propriété est par suite démontrée.

Si Pon transforme par rapport au cercle (O), nous
en déduisons :

L’enveloppe des tangentes & anx coniques (C) in-
serites dans un quadrilatére circonscrit & un cercle (O
et & une parabole (P) aux points o la normale passe
par le centre o de (O) est la parabole (1) tangente
aux cdlés du triangle autopolaire commun aux coni-
ques (C) et admettant pour directrice la droite de
Newton A relative it ce quadrilatére.

Remarquons que cctte parabole (H) a son axe per-
pendiculaire a celui de (P); par suite, les paraboles (1)
et (H) se coupent en quatre points formant un quadri.
latére inscriptible dans un cercle.

Nous rappelons, pour trouver 'enveloppe des axes,
cette propriété bien connue :

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un
quadrilatére est la droite jorgnant les miliewr des dia-
gonales; cette droite est dite droite de Newton rela-
tive a ce quadrilatére.

Je dis que I'enveloppe des axes des coniques (C) est
la parabole (H) déja trouvée.

Considérons, en eflet, un point w sur la droite de
Newton relative au quadrilatére ABCD 5 il existe une ct
une seule conique (C) tangente a trois cotés du quadri-
latére et admettant ce point w pour centre. Elle sera
évidemment tangente au (uatriéme cOlé. Puisqu’il
n’existe qu’une seule conique (C) admetlant ce point v
pour centre, il n’y a que deux droites rectangulaires qui
passent par ce point et (ui soient tangentes a Penve-
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loppe cherchée. Cette enveloppe de seconde classe sera
conséquemment une conique. Cette conique étant telle
que le lieu des sommets des angles droits qui lui sont
circonscrils est une droite A, c’est une parabole admet-
tant A pour directrice.

Si I'on considére les coniques particuliéres AC, BD,
EI, on voit que ces droites et les perpendiculaires
en leurs milieux sont six droites tangentes a cette para-
bole qui est précisément la parabole H comme ayant en
commun avec elle trois tangentes et la directrice.

Nous déduisons de ce qui précéde les propriétés re-
marquables, peut-étre nouvelles, du quadrilatére cir-

conscrit a un cerele.

Tutorime U. — Les perpendiculaires aux diago-
nales d’un quadrilatere circonscrit & un cercle en leurs
milicux forment un triangle dont le point de concours
des hauteurs est sur la droite de Newton de ce qua-
drilatéere.

Tutorime Il bis. — Etant donné un quadrilatére
quelcom/ue, il existe toujours une pal'abole (H) tangente
aux trois diagonales et admettant pour directrice la
droite de Newton de ce quadrilatére.

Tutorime IIl. — Ktant donné un quadrilatere
ABCD circonscrit a un cercle (O), si 'on circonscrit
le cercle (T'y) au quadrilatére ayd obtenu en menant
des points A, B, C, D des paralléles a leurs polaires
par rapport a (O), et les cercles (Ty), (T's) circonscrits
aux triangles formeés, I'un par les trois diagonales de
ABCD, l'autre par les perpendiculaires élevées aux
milieux de ces diagonales, on obtient trois cercles
(T, (Ty) et (Ty) se coupant en un méme point. Les
projections orthogonales de ce point sur les cites des



(295 )
deux triangles et sur les cotés du quadrilatére a3ys
sont dix points situés sur une droite perpendiculaire &
la droite de Newton relative au quadrilatére ABCD.

Tutorime IV. — Etant donné un quadrilatére cir-
conscrit @ un cercle, si l’on trace les s métrigues des
trois diagonales par rapport a la droite de Newton
relative & ce quadrilatére, on obtient trois droiles
concourantes sur le cercle circonscrit au t/ tangle formé
par les trois diagonales.

Trtorime V. — La perpendiculaire mende du centre
o d’un cercle (O) a la droite de Newton relative & un
quadrilatére circonscrit & ce cercle passe par le centre
G de gravité du quadrilatére inscrit dans ce cercle et
qui a pour sommets les points de contact du premier.

Ce dernier théoréme résulte de ce que la polairve (')
du centre de gravité G du quadrilatére inscrit par rap-
port au cercle est paralléle a la droite de Newton du
quadrilatére circonscrit, de sorte que GO est perpendi--
culaire a la droite de Newton.

Remarquons que la premiére et la troisiéme question
sont susceplibles de généralisation.

1° Lenveloppe de la polaire A d’un point de la
droite de Newton d’un quadrilatére quelconque par
rapport aux coniques (C) inscrites dans ce quadrila-
tere est une parabole (H,) inscrite de ce triangle auto-
polaire commun aux coniques (C).

2° L’enveloppe des axes des coniques (C) inscrites
dans un quadrilatére quelconque est la parabole (H)

(') La polaire de G est donc bien paralléle a la directrice, c’est
a-dire a la droite de Newton.
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inscrite dans le triangle autopolaire commun aux co-
niques (C), sa directrice étant la droite A de Newton
de ce quadrilatére.

H n’y a rien & modifier, pour la démonstration, aux
méthodes données. Les paraboles (H) et (H,) ne coin-
cident que si le quadrilatére est circonscrit & un cercle.
Il résulte de cette généralisation que les théorémes 11
ct IV sont encore vrais pour un quadrilatéere quel-
conque.

La scconde question ne peut se généraliser, car le
licu dans le cas d'un quadrilatére quelconque est une
quartique qui, lorsque le quadrilatére est circonscrit
a un cercle, se décompose en deux coniques : le cercle

et la parabole (H).

Cherchons maintenant la polaire de O par rapport a
cette parabole remarquable; nous résolvons ainsi la der-
niére partie de la question.

Cette polaire sera une cubique circulaire unicursale
a point double réel. puisque le point o se trouve sur la
directrice de (H). Les tangentes au point double seront
rectangulaires; pour les construire, il suflira de mener
par o des parallcles aux asymptotes de (%) ; ces droites
sont en eflet les tangentes a (H) qui passent par o.

Ces asymptotes sont paralléles aux bissectrices des
angles formés par deux des cotés du quadrilatére abed :
on a donc les tangentes an point double.

Nous voyons immédiatement, d’aptés ce que nous
avons dit sur la parabole (H), que cette cubique passera
par les six sommets du quadrilatere ABCDEL et aussi
par les pieds m, n, p des hauteurs du triangle MNP
formé par les trois diagonales du quadrilatére [ce sont
en effet les pieds des perpendiculaires abaissées de o sur
ce triangle MNP autopolaire par rapport a (O)].
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Cette cubique (I') passe aussi parles pieds wy, w,, wy
des perpendiculaires abaissées de o sur le triangle formé
par les perpendiculaires élevées aux milieux des diago-
nales de ABCD. Ainsi cette cubique circulaire passe par
les douze points A, B, C, D, E, F, m, n, Py Wy, Way W3,

Elle admet de plus comme asymptote la paralléle a
la droite de Newton Ade ABCD menée parle symétrique
du foyer de H par rapport & A. Ceci résulte de la pro-

priété suivante :

Les podaires dcs différents points de la directrice
d’une parabole sont des cubiques circulaires (T') ad-
mettant toutes méme asymptote, qui est la paralléle
@ la directrice menée par le symetrigue du foyer de la
parabole par rapport a la directrice (*).

Cette cubique (T') est suffisamment déterminée.

Cette cubique (T') n’est autre que la cubique (I'))
que I'on trouve comme lieu des foyers des coniques (C)
inscrites dans le quadrilatére ABCD. En eflet, ces cubi-
ques ont d’abord a l'infini trois points communs : les
deux points circulaires I'et J, et le point rejeté a I'infini
dans la direction de la droite A de Newton de ABCD.
Car on sait que la cubique (T')) circulaire passe par les
six sommets du quadrilatéere ABCDEL et a pour asym-
ptote la droite paralléle 4 A menée par la symétrique du
foyer de la parabole (P) par rapport a A. Outre ces trois

(1) Soit Péquation de (H)
(1) yi—epzr+ pi=o,
la podaire du point (o, ) situé sur la directrice de (1) scra
(Y)Y z[x*+(y —h))+2hax(y —h)—plz—(y —L)]=0,
la cubique circulaire (I') admettant pour asymptote

x -+ p— 0.
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points a l'infini, les deux cubiques (I') et (I'}) ont en
commun les six sommets de ABCDEF. Ayant neuf points
commans, elles coincident donc. De ce que les asym-
ptotes des deux cubiques (T') et (T")) coincident, nous en
concluons :

Tutorime VI. — Etant donné un quadrilatére cir-
conscrit a un cercle (O), si l'on consideére les deux pa-
raboles (P) et (H) qui sont [’une inscrite dans ce qua-
drilatére, l’autre inscrite dans le triangle formé par
les diagonales et admettant pour directrice la droite de
Newton A de ce quadrilatére, elles ont pour foyers

deux points tels que la droite qui les joint est paralléle
a A.

Tutorime VII. — La cubique (T') lieu des foyers des
coniques inscrites dans un quadrilatére circonscrit @ un
cercle (o) peut étre considérée comme la podaire du
centre O de ce cercle par rapport & la parabole (H).



