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SUR LES PLANS DIAMETRAUX DANS LES SURFACEN
DU SECOND ORDRE;
Par M. Cn. BIEHLER.

1. Soit f(x,y,z) =0 léquation de la surface du
sccond ordre : si 'on coupe cette surface par des droites
toutes paralléles entre elles et si 'on désigne par

les équations de I'une de ces droites. les points de ren-
contre de cette droite avec la surface sont donnés par
Péquation du second degré en p

» o , . }
e, y) 4+ o (2 fi, 06 [y, /a) + [(F0; Yo 50,) =0,

o(x,¥,3) étant I'ensemble homogéne des termes du
sccond degré de I’équation de la surface. Pour que le
point (g, 3 oy 2o ) soit le milieu de la corde, il faut que
Péquation en p ait ses racines égales et de signes con-
traires ; si donc g(d., 6, v) est diflérent de zéro, les coot-
données du point (@rq, ) o, 29) devront satisfaire a I'équa-
Lion

’

21,6 fy, 1S = o
Le point (g, )70, 39) setrouve donc dans le plan

1/; 'r‘l’))_/}’—v—“' ;’:0.
Réciproquement, tout point de ce plan jouit de cette
propiiélé que, si par un point quelconque de ce plan on
mene une droite paralléle a la direction =z, 6, vy, le point
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considéré est le point milicu de la corde correspondante.
Nous allons passer en revue les diverses surfaces du
second ordre.

I. — Surraces QuUI ONT UN CENTRE UNIQUE
A DISTANCE FINIE.

2. L’équation du plan diamétral de la direction «, €, ~
est, comme nous 'avons vu,

afr-=06fy = fi=o.

Cetle éguation nous montre que, dans le cas des sur-
faces a centre unique ou les équations f,=o, f,=o,
f:= o0 ont une solution, le plan diamétral passe par le
point dont les coordonnées sont données par cette so-
lution, et qui est le centre de la surface, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs de a, €, y. Tous les plans
diamétraux, dans les surfaces a centre unique, passent
donc par le centre.

3. Nous avons supposé jusqu’ici que ¢ (a, 6,v)2 o,
c¢'est-a-dire que les cordes paralléles a la direction «, 6,y
rencontrent effectivement en deux points la surface; le
plan

2fi B g Si= o

est alors le licu des points milicux de ces cordes.

Mais, dans le cas ou le cone asymptotique de la sur-
face o(x,y, z) = o est réel, il existe une infinité¢ de
directions «, 6,y pour lesquelles ¢ («,6,v) = 0; elles sout
données par les génératrices du cone asymptotique: alors
le plan

fi - 6 fi =y fi=0

est le lieu des points tels que, si, par chaque point du
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lieu, on méne unc paralléle a la direction asymptotique,
ces droites ne rencontrent plus la surface. Le lieu de
tous ces points est un plan qu’on appelle le plan asym-
ptote : ¢’est en méme temps le lieu de toutes ces droites.
On peut, en effet, écrire I’équation du plan diamétral
sous la forme

Ty~ y o 39y +2(Ca+ C'6—C'y)=o.

La droite

est paralléle a ce plan, puisque

a,r’ ' ”@ el =y B —0:
Su b5+ 1%y =3(x 6, 7) =o;

(S
-G

la droite ayant le point (&g, 5, 30) dans ce plan, et lui
érant paralléle, y est contenue tout entiére.

Les plans diamétraux des directions asymptotiques
sont aussi appelés les plans diamétrawx singuliers de la
surface.

Nous allons démontrer maintenant que le plan asym-
ptote est un plau tangent au cone asymptote de la sur-
face 1e long de )a génératrice asymptotique de direction
2,6,

Pour le déwontrer, nous allons faire voir que, si la
divection a, 6,y des cordes se rapproche jusqu’a sc con-
fondre avec une génératrice du coéne asymptolique, le
plan diamétral correspondant tend a se confondre avec le
plan tangent au cone asymplote le long de la génératrice
asymptotique.

Soient

O le centre de la surface (fig. 1) que nous prenons pour
origine des coordonnées;
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OA la droite de direction «, 6, y;
C la section faite dans le cone asymptote par un plan
paralléle au plan des xy;

5= 23

le plan diamétral de la direction OA est le méme pour
la surface et pour le cone asymptote.

Fig. 1.

Supposons que le point A soit dans le plan z == z,:
ses coordonndes seront

zy=ar, yi1=6br, sy=r.
Si l'on remplace «, 6,y par leurs valeurs tirées de ces
¢quations dans I'équation du plan diamétral, nous aurous

T fo+yify+afi=o.

Cette équation n’est autre que V'équation de la polaire
du point (@, ) par rapport & la courbe C, cette courbe
étant rapportée a un systéme d’axes paralléles aux axes
Ox, Oy menés par le point du plan de la courbe C, ou
Paxe des z rencontre ce plan, en faisant dans cette équa-
tion z ¢t 3, égaux a Vunité,

La polaire DE du point A n’est donc autre que la
trace du plan diaméiral de AO sur le plan de la courbe C.
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On voit donc que, si ladroite OA tend a se rapprocher
d’une génératrice du cone asymptote, le point A se rap-
proche de la courbe C, et la polaire DE se rapproche
de A; on voit donc que, si le point A vient en un point
quelconque de la courbe C, la droite DE devient tan-
gente a la courbe en ce point, et le plan diamétral de la
direction limite de OA devient alors tangent au cdne
asymptote le long de la génératrice avec laquelle vient
se confondre OA.

4. Nous avons vu que tous les plans diamétraux pas-
sent par le centre. Inversement, tout plan qui passe par
le centre de la surface est diamétral d’une certaine di-
rection de cordes. Proposons-nous de trouver cette di-
rection.

Soit

ar—+by+cz+d=o0
I’équation du plan donné; il scra diamétral de la direc-
tion 2, 6, v si Pon a
oy % 9y _ 2(Cz--C6+C'y)

11

a b c d

(AN

Soit X la valeur commune de ces rapports : on aura les

relations
A2 +B"6 +B'y —la=o,

B'a +A'6 +~By —Ahb=o,
B'a+B6 +~A"y—kc=o,
Ca+C6+Cy—Ad=o.

Ces quatre équations devant ¢tre satisfaites pour des va-
leurs de 2, 6, v, % non toutes nulles, le déierminant

A B B a[
B A" B b
BB O\ |

e o al
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devra étre nul. Cette condition exprime que le plan
donné passe par le centre. Les trois premiéres équations
déterminent 2, €, ~ en fonction de % sous la forme

a = 10)\7 6 = 60)\, Y =" )\,

%9, 69y Yo ayant des valeurs parfaitement déterminées,
puisque le déterminant

PAB B
=B v B!
B B oA

est différent de zéroy I'équation
a2 62—4" '.”)':: I

détermincera pour 2 deux valeurs égales et de signes con-
traires, qui fournissent deux directions =, 6, v de signes
contraires, et par suite une seule direction de cordes.

1I. — Parasoroiors.

3. Nous supposerons d’abord que o (a, 6, v) soit dif-
férent de zéro; 'équation du plan diamétral de la direc-
tion a6y est, comme précédemment,

afi+6fl+vfi=o.

Nous allons montrer que tous ces plans diamétraux
sont paralléles & une méme droite, I'axe du parabo-
lowde.

En effet, pour que la surface soit un paraboloide, il
faut que deux des plans des centres se coupent suivant
une droite a distance finie; nous supposerons, dans ce
(ui suit, que les deux plans f = o, f;= o sc coupent. 11
s'ensuit que les trois déterminants
SO

il:” B l\' B

‘\ B
B" \
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ne sont pas nuls a la fois; admettons que

A B
B” ’\'V
est différent de zéro.
. . N ’ ’ ’
Le déterminant du systéme f,= o, f, =0, f:=o0 cst
nul, mais le caractéristique du troisieme ordre

\ B C
B AT
BV ]; CI!

est différent de zéro si la surface est un paraboloide, au-
trement la surface admettrait une ligne de centres.
Des deux conditions précédentes, on déduit 'identité

A BLSfL A B C
B” A LS| —| B A=
B B if! B B

Cette équation est de la forme
M+ fy = fi—m=o0.
ou v et = sont différents de zéro; cette équation peut
donc étre résolue par rapport a f_; on a identiqguement
, | RN B ’
.f:’-:—' ‘"’(",/‘1“_ llf»”' )

et I’équation du plan diamétral devient

-
afi =8 fi— S Ofi—pfi=m)=0o
ou
Su(2r — (k) + [1(8y —yp) — 4= = o;
on voit, sous cette forme, que tous les plans diamétraux
sont paralléles 4 la droite d’'intersection des deux plans
Jr=0, f, =0 qui se coupent suivant la droite dans la
direction de Jaquelle le centre est rejeté a U'infini: cette
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droite est paralléle & P'axe : nous dirons que les deux
plans f, =0, f; = o définissent ladircction de I'axe de
la surface.

6. Pour que les plans diaméiraux correspondant a
deuxdirections a, 6, v, o, €',y soient paralléles entre eux,
il faut que les directions considérées soient paralléles a
an méme plan, parall¢le a 'axe de la surface.

En effet, siles plans

rou+yos+ 59, +2(Ca+ 06+ C'y) =o.

Loy Yo+ :,':/Yr»— 2(Co' + C'6 a'y)y—=o

sont paralleles, on aura

3

s
=<

[

-G
R
-G
-G
=~

mais, de I'identité

. Mfo—pfi=vfi+T =0,
on déduit
Aoy - pol -~ vl = o,

Yr: 0.

U »I YT
Aol = s - vs

Il est ais¢ de voir que la seule relation

' ’

O <7
’ = ’
ox  ¢F

entraine le parallélisme des deux plans.
On a, cn effet,

’ ’ ~ ’ ! ’ ’
$x _ 94 _ Mo+ pgs _ —voy _ 9y
O - 0 TN ’ . - ’ _ ’
ow ¢h hex o+ pgh oy oy

™ oy
= S
23 4
on déduit
!
Ga __ Yo

-6
Y

|
|
|
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et, si 'on désigne par m la valeur commune de ces rap-
ports, on voit que les deux directions «, 6, v, o/, €,y sont
situées dans le plan

©—mo)=o,
qui est paralléle au plan
/.;‘ - ’n‘f)( =0

et, par suite, la proposition est démontrée.
Inversement, si la direction des cordes est contenuc
dans un plan paralléle a I’axe, les plans diamétraux cor-
respondants sont paralléles entre cux. En cffet, si
O — mo=o.

est le plan auquel les cordes restent paralléles, on aura

3

R

’ ¢

-G
[

2= = m,
o T
7 ?8
,
d’ou
o’ o) ro! 4 po’ — vo! o
Yu 95 MOx T PYs Py _ %y.
= = 7 P T T
o Qe A9l 4 ol e el

les plans diamétraux conjugués des directions o, 6, v,
o', €,y sont donc parallecles.

7. Le plan diamétral dans les paraboloides n’est in-
déterminé pour aucune direction de cordes, ct il est re-
jeté a I'infini pour une seule direction, qui est celle de
I'axe.

En effet, pour que le plan diamétral de la direc-
tion x6y soit indéterminé, il faut que I'on ait 4 la fois

Aa+ B'6—+B'y=o,
B'a+ A'6--By =o,
B'a+B6 + A"y =o,
Ca+C6 = C'y=o.
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Ces équations montrent que les trois caractéristiques
du troisiéme ordre des équations f= o, f;=o0, f,=o0
sont nuls; cela n’est pas possible, car la surface serait
un cylindre; le plan diamétral dans les paraboloides ne
peat donc ¢tre indélerminé pour aucune direction de
cordes.

Le plan diaméiral n’est rejeté a 'infini que pour une
scule direction des cordes conjuguées. Les équations

\z B6- By =o.
Ba--\'6 -By —o,

Ba—+—B6 — A= o

sont compatibies, et les deux premieres équations nous
donnent
o P
Y 0= 0y,
2 , . . .« . , . R

2y ¢l Gy élant hien déterminés, ce qui ne fournit qu'une
seale direction, comme nous I'avons déja vu.

Nous allons examiner maintenant ce qui arrive quand
©(a, 6, v) est nul, et nous allons établir les résuliats
précédents par quv]ques considérations géométriques.

Plans diamétrave singuliers dans les paraboloides.

8. La condition ©(«, 6, )20 cst toujours remplie
quand la surface est un paraboloide elliptique; mais
¢ (a, €, v) peut ¢re nul dans le paraboloide hyperbo-
lique. La fonction ¢(x, 9, z) est alors le produit de
deux facteurs lindaires a coefiicients réels, et ces fone-
tions linéaires égalées a zéro fournissent les équations
des deux plans, qui constituent daus ce cas le cone asym-
ptotique de la surface. Les deux plans se coupent suivant
une droite paralléle a I'axe.

IFaisons, dans la surface, une section dont le plan ne
soit pas parallele & cette droitey par le centre de cette
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section, qui est toujours une hyperbole, menons une
droite paralléle a la droite d'intersection des plans
o(x,y, z) = o; prenons pour origine le point de ren-
contre de cette droite avec la surface, et pour axc des Z
cette paralléle, les axes OX et OY étant dans un plan
parallele au plan de la section. Le cone des directions
asymptotiques a alors pour équation

Ax24-ANypy2+aB'ry =0
et I'équation de la surface sera
Ar2+- A2+ oB'2y + 0075 =0,
I’'équation du plan diamétral de la direction 2, 6, v est

1S B fi= o
ou
2a(Ax+By)+6(B"2+Ay)+vC =o.

Supposons que nous fassions dans la surface une sce-
tion par un plan paralléle au plan des xy, ==z, la
section sera unc hyperbole dont 'équation, rapportée
aux axes w%, o, paralleles i Ox et Oy menés par le
point w ou I'axe des Z rencontre le plan z = z,, est

N2+ N 2o B 2y + 205 = o

Soient xy, ¥4, 2 les coordonnées du point A on la
droite OA vient rencontrer le plan Z =7, ; on aura

Ty=ar, = 51‘, Sp=r:
P'équation du plan diamétral deviendra
2 (Ax +B"y)+y1(B'z+ A'y)+ 0z =0,

¢n remplacant a, 6, v par les valeurs &y, 3 4, 5, qui leur
sont proportionnelles.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Juin 1889.) 17
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Cette équation peut étre considérée aussi comme 1'é-
quation de la section faite dans le plan diamétral par le
plan z =z, cette scction étant rapportée aux axes

v
W&, .

Si maintenant nous considérons un point A’ du plan

Ewr,, dont les coordonnées par rapport aux axes wi, o,

Fig. »
B
o
e //
Y 1
N v - h// A\
- o “\
O
e \? s . ! ¢ '
e '\\\, AN \\ 3 A
- &y \\\\\ :\ A - 1
- s ) \‘\
’ // ‘\\
- , I b
0. [
«

.

Y

sont 2xy, 23, la polaire de ce point A’ par rapport a
la section de la surface par le plan or, aura pour équa-
tion

27 (A7 — B )+ 23 (B"r — \'p)+ 205, =0;

on voit, par suite, que la polaire DE du point A’ comn-
cide avee la trace du plan diamétral de OA sur Je plan

= Z.

Cette remarque permet de faire aisément Pétude des
vans diamétraux singuliers du paraboloide.
1 S I

En eftet, guand Te point A se rapproche indétiniment
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de I'une des asymptotes de 'hyperbole,  point A’ s’cn
rapproche également, puisqu’il est situé sur wA, a la
distance w A'= 2 w A ; mais alors la polaire de A’ tend a
devenir paralléle a 'asymptote wB et, quand O\ vient
prendre la position OA,, le point A’ vient cn A’ etla
polaire de A, devient la paralléle D, E, i I'asymptote.
Le plan diamétral de OA, devient alors le plan mené
par D, E, parallelement 4 Ow et, par suite, au plan
OwB; les plans OwB, O wB' ne sont autre chose que les
plans dirccteurs de la surface.
On a donc ce théoréme :

St la direction des cordes tend « devenir paralléle
aun /)l(m directeur . le /)/ml diameti al conjugué tend
a devenir ])nl'allél(’ « ce méme /)lalz directeur.

Sila direction des cordes OA, se déplace dans le plan
dirccteur OwB, le plan diamétral correspondant se dé-
place parallelement au méme plan divecteur. A mesure
que la direction OA, se rapproche de Ow, dans le plan
OwB, le plan diamétral correspondant D, E, s’éloigne
de wB ct, lorsque la direction OA cowncide avee Ow, le
plan diamétral correspondant est rejeté a infini, et cela
warrive que pour la seule direction O .

La figure précédente nous montre aussi que les plans
diamétraux conjugués de deux directions OA, OA” ne
peuvent étre paralléles que siles polaires des points cor-
respondants A’, A”, de coordonnées moitié moindres que
celles de A, A", sont paralléles ; ceci n’ayant licu que si
les points A’, A” décrivent la droite OA conjuguée de
DE, on voit que les plans diamétraux conjugués de deux
directions ne peuvent étre paralléles que si ces direc-
tions sont dans un meéme plan avee I'axe de la surface,
et cette condition est évidemment suffisante.

9. Les considérations précédentes nous montrent
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quelles circonstances géométriques correspondent au
cas ou, la surface ¢tant un paraboloide, deux des trois
plans fi=o, fi=o0, f,= o0 sont paralléles entre eux,
le troisiéme les rencontrant a distance finie. Supposons
que les plans /7= o, f. = o soient paralléles, ces plans
sont diamétraux conjugués des directions OY, OZ; par
suite, les axes des Y et des Z sont dans un méme plan,
paralléle a Paxe du paraboloide : Paxe du paraboloide
est donc paralléle an plan des YZ.

Si deux des trois plans des centres se coupent a dis-
tance finie, le troisiéme plan, f. = o par exemple, étant
rejeté al’infini, 'axe des Z est paralléle alaxe de la sur-
face.

10. Proposons-nous maintenant de trouver la direc-
tion des cordes conjuguées d’un plan

ar+by+cs+d=o.

Soient =, 6, v les cosinus directeurs de la divection
cherchée : le plan diamétral correspondant a pour équa-
Lion

T+ Yot soy+ (G + C'6+ C'v)=o.
d’ou

011 t‘D'f, oy 2(C1+C’6+C”*{i_
« [ d ’

les premiers rapports nous donnent

. e o S e
9x _ o5 _ 9y _ Mvapog-mvoy
« b c ah—+bu—+cy

et, silarvelation entre /7, /., /. dont nous avons démon-
tré I'existence est

M+ wfirufi+m=o.
on aura
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et, par suite,
ah+bu—+cv=o.

Cette condition doit lier les coeflicients de I'équation
du plan donné pour qu’il soit diamétral d’une direc-
tion.

Cette relation exprime que le plan donné est paral-
léle aT'axe du paraboloide.

Supposons, comme précédemment, que cette direction
soit donnée par les plans

Sfr=o0, Sy=o.
Des relations
A7 —DB"w--B'v=o.
B"%A =+ X' - Bv = o,
alk+bu —cv =o

on déduit

On en tire I'identité
A B
o

\i‘-();
10 b ax—+by4cz

'
O l
)
Al

pols 0 —

,
d’on
ar—+0y +cs=No,+uo.

Cette identité, on %' et u' sont bien déterminés si nous

supposons

montre que le plan ax + by + ¢z + d = o est paral-
Iele & la droite d'intersection des deux plans [, = o,
fr== o0 qui définissent la direction de Paxe.
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Les équations

'

'
oy wp  2(Ca--C6 ()
a b d

om est la valeur com-

-

domnent la direction a, €, . S

munce (l(! ces 1'app0rts, on aura

Ax =+ B"6 — B’y = am,

Bz A6+ By =bm,

Ca+C'6+C'y =dm:
le déterminant du systéme de ces équations est différent
dezéro si la surface est un paraboloide; par suite, on tire
de ces équatious des valeurs 2, 6, v dela forme

x - .

°

o = b
~

v =Sm,

qui déterminent avee 22+ 6’2+~.'3=1 deux valeurs
dgales et de signes contraires ui définissent une diree
tion unique de cordes.

HI. — CyLinpres o cEnTRES.

11, Les evlindres a centres admettent une ligne de
centres.

s sout caractérisés par Pexistence d’une relation ho-
mogéne identique entre les dévivées fo, 17, fz,

Mop—nfy=vfi=o.

ou les coefticients 2, u., v ne sont pas tous nuls.

Dans les cylindres a centres autres que le systeme de
deux plans paralléles,on a 6 =0 ; mais les mineurs du
deuxieme ordre de 7 ne sont pas tous nuls. Nous suppo-
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serons dans ce qui suit que le déterminant

AU
}; " .& [

est différent de zéro; les plans /) = o, ;= o détermi-
nent alors la ligne des centres.

Nous allons démontrer d’abord que tous les plans
diamétraux passent par une méme droite qui est la ligne
des centres.

Pour cela, nous établirons la relation

Mfe—vfi= vfa= o,

en cherchant les valeurs des coefficients 2., 3, v.
De I'équation

AR
BTy B =o
i ’)I ]% \V/

on déduit

2J 1 }
|
B LS—C =0
PBoB =0
ou
ABO A B
Hw v oy=| B v ¢ =o

OB S

B B

Les trois déterminants caractéristiques du troisi¢me
ordre étant nuls dans le cas des cylindres, on aura

LA B
BA g =
T

cette relation est de la forme

Wi wfirvfi= o0

ou v est différent de zéro.
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On en déduint

Ao, T
.f::— ,_’f-l - :_’fy
I'équation du plan diamétral de la direction =, 8, v,
afo6f]+ fs=o.
devient par la substitution de la valeur de f, en fonc-
tion de f et f7,
(o — M) fi=(fv — ) fy = o,
. - . . .
ce qui montre qu’il passe par la droite d'intersection des
deux plans
f‘é = 0, f; = 0.

12. Pour que deux directions 2, 6, v, %/, /, v/ donnent
le méme plan diamétral, il faut et il suflit que les direc-
tions considérées soient dans un méme plan avee la di-
rection de Paxe.

Soient
W= rog-— 39, = (Ca+C8 4+ ") = o,

Loy oy e a2y 2 (Ua — Ce+0y)=o0
les deux plans diamétrau; pour qu’ils soient confondus,
il faut que Von ait

’ 9
?z —_ (f’z . ?Y p— Ci - C o - (:”‘\I,
e B S Vi TR
o o2 "Y G — C6 —0 ¢

L’égalité des deux premiers rapports entraine celle
S i Pl
des deux autres, car de Péquation

A B G
B \"  =o
BB oo
on déduit
B a
B" \’ (g =0

N L N L

-G
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par suile,

)\lc/

o+ @' @y =29 (Co+ Cy + (V5)= o;

comme on a déji

. ,
. A
Uy o
o, Y

) b
T 10

entraine les autres.
Cette égalité peut s’éerire

. .
Yx __ %2
- ,”r_’
] D2,
<6 75

ct, si m est la valeur commune de ces rapports, elle nous
montre que les deux directions =, 6, v, #/,2',7" sont dans
le plan
Op— M) = 0.
Inversement, siladirection des cordes satisfait a cette

rclation, on aura
gy— my =o.

’

'
Op— Moy =0,

ct on en déduit 'égalité des rapports

'’ ’ ol ~r 2 1
o 74 Oy i+ Co "y

Y R P O L ol
A

et, par suite, les plans diamétraux correspondants sont

confondus.

13. 11 n’existe qu'une seule direction de cordes pour
laquelle le plan diaméiral conjugué est imdéterminé.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que les quatre équa-
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tions
Aa +B"6+ By =o,
B'a + A6 By =o,
B2+ BE +A'y=o,

Ca (6 = Cy=o0

soient satisfaites pour un méme systéme de valeurs de
%, 6, .

Les denx premiéres définissent la direction o, 6, v, les
deux autres sont des conséquences des premiéres : on
voit que c’est pour la seule direction de 'axe que le plan
diamétral est indétermind.

Plans diamétraux singuliers dans les ¢y lindres.

14. Si les coefficients dirvecteurs «, 6, ~ annulent
o(x, 5, 3), équation du second degré en ¢ s’abaissc au
premier degré et Véquation

af i bfy /=0

est le lieu des points tels que, si par ces points on meéne
des droites paralléles a la direction «, €,~, ces droites
ne rencontrent plus la surface.

Les plans diamétraux sont appelés, comme précédem-
ment, les plans asymptotes de la surface.

La fonction ¢(x, 3, z) ne peut s’annuler pour des va-
leurs réelles de @, 3, 3, que dans le cas on la surface est
un cylindre hyperbolique.

Nous allons considérer ce dernicr cas :

Prenons pour axe des z la droite d’intersection des
deux plans 2 (@, 3, 3)= 0, ct pour plan des xy un plan
quelconque.

L’¢quation de la surface sera de la forme

flr.y.s)=A22+ \"p2— 9B ry+ D =o.
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Le plan diaméiral de la direction =, 6, v est alors
afi+6f=o.
Si nous coupons la surface par un plan paralléele au
plan des xy,
5= 3.
Nous obtenons une hyperbole qui, rapportée a des axes
wg, o7, paralléles a O, Oy menés par le point © ou le
plan z = z, rencontre 'axe des z, a pour équation

A2+ Ayr+2B"xry --D = 0.

Si nous désignons par x, ¥y, 3, les coordonnées du
point A (fig. 3), ou la droite OA de direction z, €,

vient rencontrer le plan z = z,, nous aurons

xryp=ar. yi=086r,- s=vr;
', .
I'équation
x ::"" 6_/'; = 0
Fig. 3
B
e
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représente alors, dans le plan Swy, équation du dia-
métre conjugué de la direction w A dans la conique dua
plan = = z,. On voit que, si le point A sc rapproche de
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Pasymptote @i, le diamétre conjugué OA’ de cette di-
rection se rapproche de Pasymptote; le plan diamétral
de OA érant le plan Ow A’ tend a se confondre avece le
plan asymptote OwB lorsque la dircction OA se rap-
proche indéfinimentdu plan O w B. Lorsque OA se trouve
dans le plan OwB, le plan diamétral conjugué corres-
pondant est le plan OwB.

On voit, de plus, que si le point A se déplace sur la
droite w A, le plan diaméiral de OA reste le méme, ct
cette condition est néceessaire pour que le plan Ow A’
reste conjugué de OA 5 par suite, pour que deux direc-
tions de cordes 2, 6,+, 2. £, ~" donnent le méme plan
diamétral, il faut et il suflit que ces directions soient

dans un méme plan avee Paxe.

15. Cecei nous explique quelles circonstances géomé-
triques se présentent lorsque, la surface étant un cy-
lindre, deux des trois plans des centres sont confondus.
Supposons que fy=o0, fi=o0 soient deux plans de
centres confondus. Ces plans étant conjugués des direc-
tions OY et OZ, les deux divections OY et OZ sont dans
un méme plan avee celle de Paxe; par suite, U'axe de la
surface est paralléle au plan YOZ.

Si les plans /.= o, f, = o se coupent a distance linie
et si équation /.= o est une identité, I'équation

Sz, v, 5)=0
représente un cylindre dont Iaxe est paralléle a Paxe
des z, car la direction de I'axc est la seule pour laquelle
le plan diamétral correspondant est indéterminé, comme
on le voit aisément sur la figure précédente.

16. Proposons-nous maintenant de wrouver la dirce-
tion conjugude des cordes d’un plan

ar-+by —cs+d=o.
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Soit 2, &, v la direction cherchée. Le plan diamétral
correspondant est

7oy +yog+ 50y +2C(a+ C6+C'y)=o0;

il faut que I'on ait

oh _ws oy _ 2(Cat+ 6+ Cy)

-G

b c d

Supposons encore que les deux plans fi=o0, f, =0
se coupent a distance finie, ct

Zo.

AW
] l}// ‘\l

Nous avons établi les identités

Aol == s 4 vl =0
TR Yo Y ?

Ny mop+2v'(Ca - C'6 + C'y) = o;
on en conclut les conditions

ak-—bu +cv =o,

al +bu'+dv=o,

auxquelles doivent satisfaire les coeflicients de I'équa-
tion du plan donné pour qu’il puisse étre diamétral
d’unce direction.

Ces conditions expriment que le plan donné passe par
I’axe de la surface.

En eflet, de 'identité

Mfp=ufy+vfi=0
on déduit

wr

A )\ - B R -+ B'v = o.
Bk + _\':). — By = o,
et Pon a de plus

ah+bu-+cv=o.
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Ces trois équations nous donnent

A B B
B A B |=o.
a b ¢

Désignons, pour abréger, par P le¢ premier membie
de I'équation du plan donné

P=ar+by-—cs+d:
de 'éqnation précédente nous déduisons

| A B Lfi—C
‘I [ N |‘: 0
L a b P—d |

ou bhien

A B Ly \ i \ B C
B" A" LS ——E B A" U =o.
a b P i a b d

I est aisé de voir que le déterminant

A B G
R” A
a b d i

est nul.
In cliet, de 'identité

WNo'i—weo -2y (Cr+CQy+ s =o

T

on déduit
AN+ B"w 4+ Gy =o,

B'N 4+ A'w'-+Cv'=o:

on a de plus
a)\’+by.'—.t—dv'=o,

pav suite,
A B G

B A =05
|« b d g
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larelation entre £, f; et P devient done

A B ;f"
B” \' if) |=o0,
a b P

et dans cette relation, le coefficient de P étant différent
de zéro, P est une fonction linéaire et homogéne de f.
¢t fy; par suite le plan P = o passe par I'axe du cy-
lindre.

I’équation

qui entraine toutes les autres, nous donne le plan au-
quel toutes les cordes conjuguées du plan =0 sont
paralléles.

IV. — CYLINDRE PARABOLIQUE.

17. Lorsque I'équation /(x, y, =) = o représente un
cylindre parabolique, 'ensemble homogéne des termes
du second degré est le carré d’une fonction lindaire; les
dérivées particlles de la fonction (2, y, =) sont done
de la forme

o =2l O(xz, y,3),

o, = oameO(r, ¥, 5),

~ ot~

v, = 2n 0(x, ¥, 3).
O (x, y, z) étant une fonction linéaire de , y, =.
Le plan diaméiral de la direction =, £, devient dans

ce cas
(lz +my +ns)08(2,86,y)+ Cz+ C6+ C'y=o.

On voit que tous les plans diamétraux sont paraliéles

catre eux.
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18. Pour que deux directions de cordes 2, 6.+, o/, €'~/
donnent le méme plan diaméiral, il faut et il suffit que
ces cordes soient dans un méme plan paralléle aux
nératrices du cylindre.

gé-

Car il faut pour cela que T'on ait

0(a,86,v . e(a, 8.y
Co+C6+C'y  Co-C6+ C".{f’

ce qui indique que la direction des cordes est paralléle
au plan
6(r,y,5)—m(Cr+Cy+Csz)=o,
m étant la valeur de 'un des membres de Pégalité pré-
cédente.
Inversement, si la direction des cordes satisfait a la
relation

O, y.5)—m(Cr +Cy —C's)=o,

les plans diamétraux correspondants sont les mémes.

Plans diamétraux singuliers.

19. Si la direction des cordes annule »(z, v, z), le
plan diamétral correspondant est, comme précédem-
ment, le lieu des droites qui, menées parallélement 4 la
direction 2, &, v, ne rencontrent plus la surface.

Dans ce cas, le plan diaméiral est rejeté a Vimlini, car
2(xy 0, 7) esty aune constante pres, le carré de

e, v, s).

Légalité < (2,6, )= o0 entraine 0 (=, §,y)=o, et,

par suite, I'équation du plan diaméiral sc réduit a

Ca-C8 vy =o.

Le plan diamétral sera indéterminé si les coeflicients
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7, G, ~ satisfont aux deux conditions
6(x,6,v)=o,
Co— U6 + 'y =o,
¢'est-a-dire si la direction des cordes est paralléle aux
génératrices du cylindre.
On peut aisément suivre la variation de la position du
plan diamétral lorsque la direction des cordes varie.
Prenons pour axe des z une génératrice du cylindre,
pour origine un point quelconque de cctte génératrice,
pour axe des x et des ) deux droites quelconques pas-
sant par ce point., L’équation de la surface est alors
\r2- A2—H B2y —0Ce 00 - o
avec
AA'— B"2=o.
FFaisons une section dans la surface par le plan z—=1=,:
cette section est une parabole, et la trace du plan dia-

MNe. 4.

. / ‘A
i /
/ y/
l/i/’/’/.-o
0
/y/

wménal de OA (fig. 4) sur le plan z =z, est précisé-
ment le diamétre VLN de la divection o A dans la para-

bole.

Ann. de Mathemat.. 3¢ ~ciie, t. VI (Juimn 138q.) 18
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Si le point A se déplace sur w A, ¢’est-a-dire si OA se
déplace dans le plan OwA, le plan diamétral reste le
méme; a mesure que le point A se rapproche de A, situé
sur la droite wA, paralléle 4 MN, le diamétre corres-
pondant a la direction w A s’éloigne a 'infini : par suite
le plan diamétral de OA, est rejeté a l'infini.

Si le point A s’approche de w, le plan diamétral cor-
respondant 4 OA a une position bien déterminée pour
chaque direction de OA, suivie par le point A, mais le
plan diamétral prend une position quelconque si I'on
considére des directions quelconques OA 5 par suite, le
plan diamétral conjugué de Ow est indéterminé.

20. Etant donné le plan @x +by +cz4+d=o,
proposons-nous de déterminer le plan des directions des
cordes conjuguées de ce plan.

Pour qu’il soitdiamétral d’une direction 26y de cordes,
il faut que

18(aby) - m e (aby) _ n8(a6y)  Ca -6+ ey

« A ¢ 174
On en tire

! m n Cr -0'6 -

_ - - — e = = = 7.
a b e dOab)
soit Ala valeur de ce rapport.

On voit que
lr+my —ns 5

le plan donué doit done étre parallele an plan
lr—my ~ns—o
ou

O(r .. 3)=o0:

cette condition suffit pour qu’il soit diamétral d’une in-
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finité de divections situées dans un plan, car I'équation
Ca+C'6-+Cy=21d8(2,6,7)

nous montre que, si la direction des cordes est dans le
plan
Cr—+Cy~Csz=xrd6(z, y,2),

les trois équations d’identification sont satisfaites, et
toutes les droites tracées dans ce plan ont pour plan dia-
métral le plan donné.

Enfin, si le cylindre parabolique se réduit & un sys-
teme de deux plans paralléles, toutes les directions de
cordes donnent le méme plan diamétral : nous ne nous
y arréterons pas.



