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NOTES SUR UN POINT DE LA THEORIE DES SERIES;
Pir M. Aveuste GUTZMER.

Dans scs Remarques sur divers articles, concernant la
théorie des séries ('), M. Cesaro s’occupe de telles séries
ou le quotient de deux termes consécutifs peut devenir
aussi grand que 'on voudra, bien que la série soit con-
vergente. Peut-étre n’est-il pas sans intérét de constater

(') Voir ce Reeueil, 3¢ série, t. VII, p. 401 & jo-.
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qu’on connait depuis longtemps des séries jouissant de
cette propriété. Ainsi M. Stern dit, dans une Note de son
Lehrbuch der algebraischen Analysis (') : Wenn die
Glieder theils zunehmen, theils abnehmen, lassen sie
sich, wie sich von selbst versteht, bei der grossen Man-
nigfaltigkeit der hier moglichen Fille, eine allgemeine
Regel geben. Cette petite remarque prouve que M. Stern
a eu en vue, en effet, des séries jouissant de ladite pro-
priété; mais il ne donne aucun exemple.

De méme M. Eugéne Catalan a considéré ces séries
et il a consacré, dans son Zraité élémentaire des sé-
ries (*), un paragraiﬂw a des séries a termes croissants
et décroissants. Dans l‘n"s 40 et 41 de son Livreil dit:
« Jusqu’a présent, nous avons supposé que les termes
de la série proposée décroissent indéliniment, du moins
a partir de 'un deux ; et nous avons indiqué diverses re-
gles au moyen desquelles on peuy, dans tous les cas, re-
connaitre la convergence ou la u{i‘v%'crence. Mais il peut
arriver que le terme général u,, tout :?ﬁ\yant pour limite
zéro, soit exprimé par une fonction de n tantdt croissante
et tantot décroissante. Il parait trés difficile de trouver
des régles simples, relatives a ce cas singulier. Nous
nous contenterons d’énoncer la proposition suivante :

Tuéorkvr XV. — 5S¢ les quantités oo
Uy, U, Uz, ..., Up,

en nombre infini, peuvent former des groupes

S1= U — Uy—— oo == Uy,
Se2=" Uppy == Upra— o0 = Uy,
3= Uqge~+ Ug+2— ... +— Up,

(') Leipzig, 1860, p. q1.
(*) Paris, 1860, p. 27.
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qui diminuent indéfiniment (en wvaleur absolue); les
séries
(U) Uy +~Us - ...--Up— ...

(G) Gl —&e+ oo =i ..

sont en méme temps convergentes, divergentes ou indé-

terminées. De plus, si elles sont convergentes, elles ont
méme somume.

M. Catalan n’a pas énoncé le théoréme démontré par
M. E. Weyr (*). Mais il ¢cn a donné, dans le n° 42 de

son Traité, trois exemples. En premier lieu, il cousidére
la série
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dont le terme général est
u '_’ !
T (na-1a-cosnm)?

DM posant généralcmcm

&= ! - .l i
(2¢e—10)*  (20-+2)°

M. Catalan conelut que gi<2(—i'_—”__,; par conséquent
la série (G) est convergeute et, d’aprés le théoréme eité
ci-dessus, de méme la série (U). En second lieu, M. Ca-
talan démontre, par un groupement analogue, la diver-
genee de la série dont le terme général est

1
Uy = ————

— 9
n—1-+ Ccosnm

et, en dernier licu, il démontre, de la méme maniére, la

(") Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas. t. VIIL.
p- 97 a 100.



convergence de la série
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Cette remarque littéraire montre qu’on a déja connu
depuis longtemps des séries jouissant de ladite propriété;
mais il restait dans la théorie de ces séries une lacune,
remplie maintenant par les nouvelles recherches provo-
quées par les deux articles de M. Lerch (*). Quant a ces
derniers, ajoutons quelques remarques tirées d’une
lettre que M. Lerch m’a adressée.

Dans les Contributions & la théorie des séries infi-
nies, M. Lerch a employé la notion, un peu généra—
lisée, du dérivé d'un ensemble de points ( Punktmenge),
dans le sens de M. G. Cantor, pour les éléments de la
théorie des séries. En particulier, il a considéré I'ensem-

Uy+

ble caractérisé par la formule !, ou les uy sont les

v
termes positifs de la série infinie

U=wup+uy+usg+....

Il a reconnu alors que la convergence de la série « n’a
, . . . u,

pas pour conséquence l'existence d’une limite de —’;i'-

v

(pour v infini), mais que ce quotient peut surpasser méme
toute quantité donnée. Il a montré cela pour quelques
cas particuliers qui sont de la forme

(1) ay-—by+ay b, -+ ay-+-by+...,

(1) Contributions a la theorie des series infinies (Comptes
rendus des séances de la Socicté royale des Sciences de Bohéme.
Prague, 13 mars 1885).

Remarque sur la Theorie des series (Jornal de Sciencias ma-
thematicas e astronomicas, t. V11, p. 70).
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ou Xa, et b, sont des séries convergentes; les exemples
plus sunples de M. Cesaro sont du méme type.

M. Lerch m’écrit qu'il n’aurait pas publié ces séries-
la ¢’il n’avait pas eu, pour son but, un autre exemple.
Pour démontrer le théoréme que la série Sva,x¥~' est
convergente dans la méme 1€gion que la série Ta,xv, on
s’appuic sur la remarque (') que le quotient de deux
termes conséeutifs, du moins a partir de 'un d’eux,
doit ¢tre inféricur a I'unité, ce qui n’est pas vrai. Mais,
si l'on n’avait pas d’autres séries que celles de la forme (1),
on appliquerait seulement la démonstration 4 chacune
des séries régulicres

@y T Ayt +

byr by byxrs+ ..
pour conclure de la cony ergence de la série
ay byr+ ayxr* Dbird—ayrt+byri— ..

celle de la dérivée. Clest poutquoi M. Lerch a construit
la oéric

1

Y logn 1+ logn N
(2) Zan (IU,.'II)‘?.’ (o<1 < g),

n
ou (logn) désigne la partie entiére du logarithme vul-
gaire de 7 ou le nombre des chiffres de 225 et ¢est pour-
quoi celle-ci me semble étre plus 1emarquable que celle
de la forme (1).

Eu outre, les series de laforme (1) et les séries ana-

logues de la forme
R

1 (R ’ (1 2 L

a, day ayg a, —ay-+ . -ay .
1 ) 1A

a, —a, - ..—ay,—.

() Vou. pat exemple HarNsw, Dec Ilemente der Dyferential
wnd Integralicchnunsg  Lapzig 18N
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ont la propriété que, si le quotient de deux termes con-
sécutifs peut devenir infiniment grand, il doit aussi de-
venir nécessairement infiniment petit. Cette circonstance
ne s’offre pas dans la séric (2) de M. Lerch.
La convergence de la série (2) n’exige pas, en eflet,

- 1 . .
la condition g < 5 Pour avoir un exemple d’une série

irréguliere, il suffit de prendre
u, = on—(n) g(n)’ (0<3 <1 <g),

ou (n) est le nombre des chifires de n. Mais, si n est de

Up+1

la forme 10¥—1, on aura = g2+ par consé-

Unp

(uent, le quotient peut surpasser toute quantité donnée.



