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SUR LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES
EN FRACTIONS SIMPLES;

P M. V. JAMET.

1. Luvvie. — Le polyndme entier, de degré n,
I'(.x), est identiquement nul, si l'on peut trouver des
quantités a, b, ¢, ..., Ly telles que Uon ait identique-

ment
F(a)=o, F(ay=0. . ., Fa-1U(a)y=o,
F(b)=o, F(by=o. .... FB3=0(h)=u,
F(l)=o, F'(l)y=o0. ..., F)\‘“(/) =0
et

28+ AR

car, s'il en éait autrement, I'équation F'(x) = o aurait
a racines égales a a, 2 racines égales a b, ..., hracines
égales a [ par conséquent, plus de racines qu'il n’y a
d’unités dans son degré.

11 s’ensuit que deux polynomes f(x) et ¢(x), dont le
premier est de degré n, le second de degré m, sont
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identiques, si l'on a
Sfla)y=r(a), [f(a)y=¢(a), .... fa-U(a)=qg2-1(a),
FBy=s(b),  f1(B)y=c'(b) ... fO(b)=ub-D(b),
Sy =9(), S) =¢'(1), ..., fO0(1)=0el=1 (1)
et

a+B4y+... 4+ h>n2m;
car la fonction entiére f(x)— o(x) est alors identi-
quement nulle.

2. Cela posé, soit f(x) un polynome entier de degré
inférieur au degré de la fonction entitre F(x) definie
comme il suit:

F(z)=(x —a)*(xr —0)B...(r — 1)\

Soient aussi

wa(x) = (& — D)W (r—c).. .(x— ),

wa(r)=(r—a)(x—cW.. . 0r— Dk

el
elry . ,,[)171[_ Sty
Fr) 2.3 a—1 (& — @ )wy ()
—T-__,_l___AD.'i—l : 7./.(1)) o
12.3...86—1 " (-~ b)yog(h)
! 7 — /()

._________;l)l 1{_;_# .
T R i (r — Oy (1) ]

La fonction ¢ (), délinic par cctte égalité, est une
fonction entiére, car ’expression

(1) Dfﬂ: ﬁﬂ~«]

(z — A)wala)

est égale & une fonction rationnelle de a, dont le déno-
minateur est (& —a)*. Le produit de cette expression
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par I'(x) est donc une fonction entiére de x, et il en est
de méme pour tous les autres termes du second membre
de Pégalité précédente ; il faut remarquer, en outre,
que la fonction o(x) est d’un degré inférieur a celui de
I'(x); car le numérateur de la fraction rationnelle
équivalente & (1) est d'un degré inféricur a o; de méme,
le deuxiéme terme est une fonction rationnelle, dont le
numérateur est d'un degré inférieur a 3, ...

3. Soit maintenant p un nombre enticr inféricur a a;
proposons-nous de calculer Ja valeur que prend /P (),
¢est-a-dire la dérivée dordre p deo(a) quand on y rem-
place x par «.

Observons, a cet ellet, que Ja dérivée dlordre p de
Pexpression

| 0 ’ /Il ] <
S [—” -_J F(z)
bo2d.. B —1 (0 —b)msh)
sera nulle, ainsi que les dérivées des expressions ana-
logues, quand on vy remplacera x par «; il y aura ex-

ception pour l’cxprcssiun suivante :

(2)

i Sla) .
L-I‘—ﬂ)_wx(a)] (r

1.2.3...

Je dis que celle-ci sera égale a f(P'(a). En cllet, si
dans Vexpression (2) on applique a la dérivée d'ordre
o —1 qu'clle renferme la formule qui fait connaitre
les dérivées suecessives du produit de deux fonctions
données; si Vou pose

Jtay

ARAR A
Wx(”) .(a)y

et si l'on mu]tiplic tous les termes du dévvloppcmcnt

obtenu par F(.v). ou (e — a)*w, (.r). on voit que cette
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expression est égale a

Ya)wu(@) + ¢ (a) " wa(2)
(3) +¢"(a)(—ﬁ%ﬁma(m)+...

(2 — a)*—1

“+ -1 () Wy (2).
1

1.2.3...0 —

Dans ce dernier développement, considérons le terme

(r — a)
L) y—— )
LW (¢ Wy (T
! PRI Ak

et observons que sa dérivée d’ordre p est nulle pour

x = a, si V'on suppose £ > p. Dans le cas contraire, elle
cst dgale a

W(ay T, . -
o (e a)’m';{”(ar)—L—]—L(z—a prlmp Uy~ ..
2000000 1

~ﬁl»(yp—l)(p——')‘)...(/)—i~.~1)1'6(3{'“”(.7:)].
Pour x = a, clle se réduit a

plp—n...(p—i+1)
1.2.3...0

Vi ™ ().

Done, pour x = a, la dérivée prme de la fonction (3)
se réduit a

$(a)wf(a)+ Ly (a)sf ™ (a)

+ @;—I—)wm)m&”‘”(a)—e—. co VP (@) my(a),

¢ est-a-dire a

Difdonymy(o].
ou [P (an.
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4. On conclut de 1a les identités suivantes :

gla)=fla), o'(@)=f"@), ¢()=/"(a) ... ¢¥V(a)=/*1(a),
o(by = f(b), @' (b)=[f"(b), <" (b)y=[f"(b), .... &B=1(b)=[fB-1(d),

......................................

oy =iy, <) =10, ()y=f"(), ... o001 = fR-1(1).

Done la fonction  est identique a la fonction f et
Pégalité qui définit la fonction o (&) constitue une for-

mule propre a fuire connaitre un mode de décomposi-

. . . xT . .
tion de la fonetion rationnelle lf(( 1_2 en fractions sim-

ples, savoir

Jir) _ IR [ A

I'(e) L —)wyla)

1 o /(/)\
[N S —
. =1 | o»]

I———)



