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SUR L'ADDITION DES L\TÉGR4LES ELLIPTIQIES DE PREMIÈRE,
DEUXIÈME ET TROISIÈME ESPÈCE;

PYR M. DOLBMA.

1. Le célèbre théorème d'Abel, exposé dans le Mé-
moire Précis d'une théorie des fonctions elliptiques (1 ),
se rapporte, comme on le sait, à l'addition de toutes les
fonctions transcendantes ayant des différentielles algé-
briques. A l'aide de ce théorème, comme nous verrons,
on obtient, d'une manière très simple, les formules
d'addition des arguments de première, deuxième et troi-
sième espèce. Quoique la question qui nous occupe soit
à peu près épuisée, néanmoins une façon nouvelle de la
poser mérite peut-être quelque attention.

Nous nous proposons, a priori, de rechercher les va-
leurs de x pour lesquelles

s'exprime par une fonction rationnelle et entière de.r(2).
Ces valeurs se déterminent par l'équation algébrique

( i) A.r = a-+- bx — ex2-^-.. . -7- lxm

ou

(•2) (\x )2— (a -+- bx -h cx2-\-.. .-\- txm)2 — o.

dont le degré et les coefficients sont des quantités arbi-

(*) Œuvres complètes, t. I, p. 5i8; 1881.
(z) L'idée fondamentale développée ici est indiquée dans l'ou-

-sra^c de M. Halphen ( Traite des fonctions elliptiques et de leurs
applications, t . I , p . 3o, "î1 ,̂ >i">: 1 S 8 6 ) .
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traires. Si nous désirons que les équations (•*) aient
p racines arbitraires

X\, X-y, . . . . Xp, p </H,

nous prendrons dans la première partie de l'équation
p coefficients arbitraires.

Une si grande généralité de l'équation (2) permet de
traiter la question de l'addition des arguments ellip-
tiques de différentes manières. Pour le but proposé, il
suffit que l'équation (2) ait trois racines, et par con-
séquent deux coefficients arbitraires. Dans l'ouvrage de
MM. Briot et Bouquet [TJiéorie des foJictiojis ellip-
tiques, p. 688; 187D), on donne à l'équation fondamen-
tale la forme suivante

( \x)2 — (1 -+- p x -h q x2 y2 = o.

Au moyen de cette forme, on \oit de suite que, après
la disparition du facteur ,r, il reste une équation du
troisième degré, qui , par conséquent, aura trois ra-
cines. Cn peut disposer arbitrairement de deux de ces
racines, car les coefficients p et q sont indéterminés.

Vbel (*), et après lui d'autres auteurs (2), donnent
à l'équation (2) la forme

( Z) (1 —.r-)(i —/,2.r2) — (a.r-J- 3.r3)2 = ƒ ( # ) = o.

Cette équation a six racines

Si X\, J"2) «**3 satisfont à l 'équation

A.r — ( OLX -h $x:i ) = o,

( ' ) Œuvres complètes, t. I, p. 538; 18S1.
(2) J. BLP.TUAND, Calcul intégral, p. 58>; 1870.



les racines (— .r, ), (— , r 2 ) , (— .r : ï) satisferont à l 'éqna-

lioii
\X -4- a 37 -J- uX3 =r ().

Prenant la différentielle totale de (3 ) , nous aurons

ƒ ' ( .r ) <7.r — i \x(x doi -h xz d[i ) = o.
(l'on

A.r y (.r) , / ' ( . / • ; '

OU
.r2 clv .r:i .r5

 jr

A./- ./(•>*•) . / <J ']

par conséquent,

1 1 1

D'après le théorème bien connu d'Enier ( ' ) , nous

aurons

donc

d'où

I ~~A7 " "^ / ~T7-, " "" / ~

( ' ) HALHIKN, Traite des fonctions elliptiques et de leurs appli-
c a f i o n s , t . î , p . M ( ) , 2 1 7 : i K N ( > .



Dans cette équation, on peut disposer arbitrairement

des racines xt et x%. Supposons Xi = x2= o, il en ré-

sulte nécessairement «r3 = o ('), et comme ^ = x'f 0:̂ X3,

si nous avons Xj = x2 = ,r3 = o, 011 obtient

donc

et, par conséquent,
eonst. = o

x*Tl dx.

Reniai (/un. — La propriété des racines .r,, x2, x;},
par laquelle, si Xi = x2~ o, on a

peut être démontrée de la manière suivante. JNous
avons

d'où

a,r2 -f- 3.7'9 — AJTO -•= o.

.r, .r} A./-!

2 .ri A.r2

A.7-3

En faisant X\ — o, on obtient

o o i

ou

./ 2 7 2

./ 3 J •>

T-, — Xr,.

—- O,

( l ) BERTRAND. Calcul intégral, p. 58r; 1870.
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Si donc X'2= o, nous aurons

./•3 = o.

2. De l'équation

dr .r
d H

on déduit

d'où
x'd.v,

Posons

nous avons

Ii'é(]viation (4) nous donnera

J — / ) ; ' / / , ^ / | -r- 1 À 2 ^ 2 r / / / 2 - l - / L-u du.
\ ' 0 • 0 ' 0

Supposons (pie /f:i soit une quantité constante, alors

En dijlerenliant (G) relativement à u^ nous aurons



( 2 O 9 )

d'où
. . X*w, —X*w2A( Ui-h u2) = ; ; ,

A M | [Jl Z/2 V lf.2 — A ll-i \X M, VM,

O U

Nous voyons avec quelle simplicité on obtient la for-
mule fondamentale de la théorie des fonctions ellip-
tiques proprement dites. L'addition des arguments ellip-
tiques du n° 3, troisième espèce, est obtenue tout aussi
simplement, quoique le calcul en soit plus compliqué.

Nous avons évidemment

/ x2 v (a-— .r2 )ƒ'(./• ) ( a-- — .r~ )/'{.r) *"

En décomposant les deux fractions

( a2 — j-"2 )/'{x) {a2— x- ) ƒ '' ( x )

d'après les règles bien connues, nous aurons

•)a2r a2 f \ r \ o(x )
[a2—x2)f'{j-) 'f'(a)\a — x (( -x) ' f(x\

_ _ _ _ _ i _ _ i _ | _

i a1 — . r - ) / ( . / • ) f (a) \ a - x a -— x I / ( x

ici le degré de 'f(x) est moindre que le degré de / 1

et le degré de ç(x) moindre que le degré f'(x).
Par cette raison,

Mathèmat., 3e série, t. VIII. (Mai 1889.)



Mais

_] i \ _ fia).
— .7', """ rt r Xt) ~~ j \ a ) '

par conséquent,

^ _ a* dy

En posant aa -i- $a* = 'Ç, nous avons

f (a) ' (la Y1— Ç* a A« \ Aa-+- Ç A<7 - Ç /

et, par suite,

Are-h a<7 — y<7 Y .,

Si j , = X o = j 3 ^ o, on obtient

Ö = X, a =

par conséquent C = o -, clone

a

^ / d.rf a /aa+[jflJ+Afl\la \ -

4̂ . L'équation d'Abel

se transforme en celle-ci

En remarquant que — est la fonction linéaire el en-



tière de la fonction pu ( Weierstrass), l'équation (i), re
lativement à la fonction pu, sera de la forme

(2) ƒ(>) = 4p3M _

M. Halphen emploie cette équation dans son impor-
tant ouvrage, que nous avons eu déjà l'occasion de citer.
Par un raisonnement très simple, on obtient

db x ,
au — v -:.-.—- -h 2 -y, da,

(3) ii\ -1' u2-- Mj = nnr pt'riodo.

D'ailleurs,

Or

par conséquent,

(4) V ƒ pUidUi= ™ -f-COnSt. = Zir.\/pUl-r pU-z-r-

Posons «3 = const. ; alors du{ = — rff/2.
En différentiant (4) relativement à «M nous aurons

p't^t — p' u2

(5) P" P« =

d'où

(A)

C'est la première formule fondamentale.



De l'équation (4) on déduit

C.

oui = ± i.
Posons u, -(- «24- "s — o,

nous aurons

d'où

— -r'iC.

Posons //| = co (une demi-période); alors

Ç ( 10 ) — 7), ? ( «0 -!- 7/2 ) H" S ( ( 0 — U1 ) = 2 Ti '

par conséquent,
C - o,

et

En posant ici 1 iITI( ẑ 4 ) = o, nous voyons que la partie
principale du premier membre de cette équation est

- , et celle du second ; par conséquent,

i = — ii



et l'on a

C'est la seconde formule fondamentale (HALPHEN,

p. i38).

6. Remarque. — L'exactitude de l'équation

peut être démontrée comme il suit.
Posons

3

\ / X2u£ dut — /IÀMJ Xw2 Xu i t

où

En différentiant relativement à u^ on obtient

X2 //,, — X2 II^ — — k X ( Ul -f- U2 ) ( X U2 [X Ux VUx — \ll\ [JL U2 V W2 )•

En posant ici «2== o, nous aurons

d'où
/x — - ^ I . c . Q. F . D.


