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SUR L'ADDITION DES INTEGRALES ELLIPTIQUES DE PREMIERE,
DEUXIEME ET TROISIEME ESPECE;

Pir M. DOLBN\IA.

1. Le célébre théoréme d’Abcl, exposé dans le Mé-
moire Précis d’une théoriedes fonctions elliptiques ('),
se rapporte, comme on le sait, a 'addition de toutes les
fonctions transcendantes ayant des différentielles algé-
briques. A T'aide de cc théoréme, comme nous verrons,
on obtient, d’'une manié¢re trés simple, les formules
d’addition des arguments de premiére, deuxiéme et troi-
sicme espece. Quoique la question qui nous occupe soit
a peu prés épuisée, néanmoins une facon nouvelle de la
poser mérite peut-ctre quelque attention.

Nous nous proposons, a priori, de rechercher les va-
leurs de x pour lesquelles

Ar=y/(1—ai)(1—2z?%)

s’exprime par une fonction rationnelle et entiére dex(?).
Ces valcurs se déterminent par I'équation algébrique

(1) Ar=a+br—ex?+...«—lxm
ou
(2) (Ar)r—(a—+bxr +cxri+...+ lzm)2=o0.

dont le degré et les coefficients sont des quantités arbi-

(') Fuvres complétes, t. 1, p. 518; 1881.

(*) Lhdée fondamentale développée ict est indiquée dans 'ou-
vrage de M. Halphen ( Zraite des fonctions elliptiques et de leurs
applications, t. I, p. 30, %, >15: 1886).
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traires. Si nous désirons que les équations (2) aient

p racines arbitraires
X1, Ty, ... Tp, p<<m,

nous prendrons dans la premiére partic de 'équation
p coeflicients arbitraires.

Une si grande généralité de ’équation (2) permet de
traiter la question de I'addition des arguments cllip-
tiques de différentes manieres. Pour le but proposé, il
sullit que I'équation (2) ait trois racines, ct par con-
séquent deux coellicients arbitraires. Dans 'ouvrage de
MM. Briot ct Bouquet (TVéorie des fonctions ellip-
tiques, p. 6835 1875), on donne a I'équation fondamen-

tale la forme suivante
(Az):— (1 ~+ px 4+ qgx2):=o.

Au moyen de cette forme, on voit de suile que, apres
la disparition du facteur x, il reste unc équation du
troisicme degré, qui, par conséquent. aura trois ra-
cines. Cn peut disposer arbitrairement de deux de ces
racines, car les coeflicients p ¢t ¢ sont indéterminés.

\bel ('), et aprés lui d’autres auteurs (?), donnent
a Iéquation (2) la forme
(3) (1—a)(1— A2x?) — (2x == 3x3)2 = f(x) = o.

Celte ¢quation a six racines
el STl & Tl

Si &y, xa, xy satisfont a l’équation

Ar — (2z + Ba3) = o,

1

(') OFuvres complétes, t. 1, p. 538; 1881,
(¢) J. Birtraxp, Calcul integral, p. 58>: 1850.
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les racines (— @y ), (— aa), (— xy) satisferont a P’équa-
tion
Ar +ax =+ Sx3=o.

Prenant la différentielle totale de (3), nous aurons

S(r)ydr —2Ar(xda—+a3d3) =

d’ou
dr xr 73
— = 2 Az -9 ———d}
Ar J o) Sy !
oun
r2dr PR a8
= da + > — d3:
A J o) Som
par conséquent,
3 3
~ 2 de, R
2 L =2 dx A fl”z
Ay S /(u)
1

Drapreés le théoréme bien conun d’Fuler ('), nous

aurons
3
NS
———- = 0,
S
1
’ Bl
N i
: —_ = e —-
Jern v
1
done
7
ds
= !
‘J
d’on
ety RN "
/ R -,+ [ .7':,(/.]’_; ) [ T J I .
4L —_— I = -- -- COnDs
. . . (J
o Ay A Ay A Ay )

(1) HaveneN. Traite des fonctions elliptiques et de leurs appli-
cations, t. I, p. 016, 2171 1886,
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Daus cette équation, on peut disposer arbitrairement
des racines xy et x,. Supposons x,=x,= o, il enré-
| : : 1 L B St
sulte nécessairement s =o ('), ct comme = XX, xs,

S1 1IOUS avons X, = X'y = X3= 0, on obticnt

done
const. = o

et, par conséquent,

a Xy RE “
‘rydr *r? dr, ‘r}dry
—_ + -+ = LIy

7o Ary Jo Axy Jo Arg

Remarque. — La propriété des racines zy, xs, Xy,
par laquelle, si &y =xs= 0, on a

X3 = 0,

peut ¢tre démontrée de la maniére suivante. Nous

avons
ar 4 8t —Ar;=o,
ary—+ Bl — Ary=o.
23— Borl— Azry=o.
’ .
d'on
ry o} Ar
roory Ary | =o.
xry o rd Arg

En faisant x, = o, on obticent

0o o I
' xry o 12

T 7_§ Ar, | = = ; =0,
I : ry o} S
| vy 13 Arg

ou

(') BERTRAND, Caleul intégral, p. 5815 1850.
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Si done x, = 0, nous aurons
ry=o0.
2. De I’équation

dr xr %
=2 ——dz -+ —— d5.

Ar Jea) St
on déduit

3

~ (.r; O o N
SoL =2z ‘ 2 (!3 et
Ar; j (i) 21 Jee

1
d'ou
(3) [ "dr; / Eolry /‘ Yl o
) i = o
A AJ‘, M Ar» Jy Ay
Posous
[ “dr /‘"" dr [‘ e ,
—— = Uy o = Uy, R
Sy A JyooAr Jooo A

nous avons
Uy =~ Uy Uz = 0O,
Uy =— (U U>),

Ty = huy, xy= Ny, ry= huj.
I.’équation (4) nous donnera

— huy hus (- us)

(()) 1, ", iy
| = [ 12wy duy [ 1205 iy - [ 7220 du.

\ LI} Lt} 0
Supposons ¢ue u soit une quantité constante, alors
duy=— du,.

En difi¢ventiant (6) relativement & u,, nous aurons

— AUy W) (R vy MUy — JUs Uy hUY) = N2 Uy — A2Usy,
2) (2 2 — HUa 1 1 2
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.
d’ou
22— A2u,
Muy+ uy) = < s
Ay 2us v us— Aty muy vy
ou
Aty LUy vy -+ WUy sU VU
2 2 bt 1 1
(8) Muy+ uy) = Havits : .

L — K202 W2 u,

Nous voyons avec quelle simplicité on obtient la for-
mule fondamentale de la théorie des fonctions ellip-
tiques proprement dites. L’addition des arguments ellip-
tigques du n° 3, troisitme espéce, est obtenue tout aussi
simplement, quoique le caleul en soit plus compliqué.

Nous avons évidemment
202 r 2a?r3

= — dy - e — 3.
(e-— ) j () (ar—.r) f'(ar)

En décomposant les deux fractions

2>a*r vare’

(@ =) f(r) (@@= [r)

d’aprés les regles bien connucs, nous aurons

var a2 ( 1 T w(r)
@—anh e fayta—r @ )Ty

rarrd at ( I [ oy
=) Fla\as T a—2) Ty

ici le degré de ¢ () est moindre que le degré de f/(r),
et le degré de &(x) moindre que Je degré /().

Par cette raison,

3
? dr;
s e
1 1 — — JAxr
a2
3

a? . at 1 ) T
_ <f--,(a)dufj.,(7) (l,e/)z<_—a_ﬂ ~;71>
1
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O dr; a2 at
2 S o S ey PR )
x} Jia) Jla)
1 1— — JAr,
a?
En posant 2a -+ 3a? = {, nous avons

T [ 1 1 N X
Sla)  (Aapr—7* 7 alda Aa—ﬂ—:_S(_l_:i)

ety par suite,

3 T
N dr, “ A+ aa —Bad\? C
e T — 102 —_—— - .
2‘ ( a2 23¢ " \Ad —aa — Ja?
1 1— — Ay
0 a'—’-) !

par conséquent C = o; donc

Qg

aa+ Bad+ Aa‘)'—’

dr; a
2 _— = ——log( ———F———
xr? 2 Aa aa -+ Bad— Aa,
o ( Ar;

4. L’équation d’Abel
1— (= )2+ kv — (ar = Ba3)2=o0

()

sc transforme cn celle-ci
1 1 A2 /o 2
_‘—‘(l’“/ﬁ)"ﬁ’ﬁ*‘kﬁ—i*re) = 0.

£rh

1 . . ., .
En remarquant que -5 est la fonction linéaire ct en-
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tiere de la fonction pu (Weierstrass), I'équation (1), re-
lativement & la fonction pu, sera de la forme

(2) S(r)=4p’u — gspu— gy— (apu-+b)2=o,

puU = 2.

M. Halphen emploic cette équation dans son impor-
tant ouvrage, que nous avons eu déja 'occasion de citer.
Par un raisonnement trés simple, on obtient

du=»o b 2 da

=V 2 o da,
VACO VAT

(3) Uy -t Uy -~ 1y = une période,

D’ailleurs,

PIIRIEES Tdb N rida
(¢} (f'a1) (S
.

r? I

2_3’1_:0 A S
S'(x1) ' AT

da
Zpu, du, = -

(4) Efpul duy = —(—)l —+const. = ==y/puy -+ puy—- puy—+ G.

par conséquent,

Posons ug = const. ; alors duy =— du,.
En différentiant (4) relativement a «,, nous aurons

‘g — p'u
(5) puy— pus =15 R e Bt ’
2y/ply—+ pus+ pus
d’out
. ) _ 1 (plu—pu\?
(A) P plaT plla= 7 ( Py — pus >

C’est la premiére formule fondamentale.
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De Véquation (4) on déduit

(6) 3 2 [ull "'./0‘” <7‘% ——pul) du,]

— iVpuy+ puy+ puz—+ C.

ouni=—=Fr1.
Posons u, + uy~+ usy= o,

t N u L_ \ ., .
T [ <u‘-’ pu)du_s(u).

<0

nous aurons

(¢ pluy—pu .
Ly + Qluy) — Ly -y = = ETZ0 12 )

2 puy— pus
d’ou
v puy+p'u
Lluy)— 4(uy) — Gy — uy) —= = S0 T2
Stuy)— L(uy L(uy 2) > ply— pity
.
. u .
2L(uy) — [C(uy =+ ug) + L(uy—ug)] =1 _r —2C.
Pl — puy
Posons 1, = w (unc demi-période); alors
Lw) = 7. Z(w - 1) + L(w — uy) = 27, p'w—=o0;

1)31‘ COllSé(I“Clll ,

o
|
2

ct
' '
P uy— puy

;
C(wy) = Z(u L(uy—+—ug) = -
Cuy) =Z(wa)  L(uy 2) 2 pus— pis

En posant ici lim(u,) = o, nous voyons que la partie
principale du premier membre de cette équation est

1 4 ,
—, et celle du second — —; par conséquent,
u u

tl=—1I,
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etl’'on a

! ’
v opluy—pu;
() + Zug) — Luy—+— ty) =— — PP,
2 pUy— Pl

C’est la seconde formule fondamentale (Havrpeuex,

p- 138).

6. Remarque. — L’cxactitude de I'équation

y ‘r} > da;
= -+ 1Ty

AI‘,

peut étre démontrée comme il suit.
Posons

3
Ef)ﬂ i du; = kg hug hus,
i

ou
k=-=1.

En différentiant relativement a «,, on obtient
My — MNuy=—kh(uy+wz) (hwy prgvieg— Ny puavity).
En posant ici uy = 0, nous aurons
Ny = A2y,
d’ou

k=1, ¢. Q. F. D.



