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SUR LES APPROXIMATIONS NUMERIQUES;
Par M. GUYOU,

Examinateur d’admission 4 ’Ecole Navale.

I. — CLASSIFICATION DES ERREURS; OBJET ET DIVISION
DU PROBLEME DES APPROXIMATIONS NUMERIQUES; FOR-
MULE GENERALE DES ERREURS.

L’introduction du probléme des approximations nu-
mériques dans les programmes d’Arithmétique, trés jus-
tifiée quand il s’agit d’éléves ne devant pas dépasser les
notions les plus élémentaires, me parait constituer une
surcharge inutile pour ceux qui ont acquis les premicres
notions sur les dérivées; il y aurait, je crois, avantage,
pour ces derniers, a restituer a la question sa véritable
place, en Algébre, ou clle pourrait étre traitée plus sim-
plement et constituerait une sorte d'introduction a la
théorie générale des errecurs.

L’ensemble du sujet pourrait étre exposé ainsi qu’il
suit; je considére le cas onles calculs doivent étre effec-
tués sans Tables.

Classification des erreurs du résultat d’une formule
numérique. — Le plus généralement, les formules nu-
mériques contiennent des nombres obtenus par des me-
sures directes ; ces nombres sont toujours aflectés d’er-
reurs dues a l'imperfection des instruments et des
procédés de mesure; de sorte que ces formules, au lieu
de représenter la valcur exacte du nombre cherché,
n’en représentent qu’une valeur aftectée d'une certaine
erreur que nous appellerons erreur provenant des don-

néees.
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En outre, lorsque I'on effectuera les opérations indi-
quées dans la formule donnée, on commettra en général
une seconde errcur, que nous appellerons erreur de
calcul.

L’erreur totale du résultat sera égale a la somme algé-
brique de ees deux errcurs partielles; si I'on désigne en
cffet par N la valeur exacte du nombre cherché, par N
la valeur exacte du nombre représenté par I'expression
numérique dans laquelle on a introduit les nombres
obtenus par des mesures divectes, et enfin par N la
valeur approchée de N obtenue par le calcul, on a, en
grandeur et cn signe :

Errcur provenant des données. . ... N'—N
Ervcur decaleul ... ..o oo ool N —2N\
Erreur totale ... ..o ool NV — N

et enfin
N'—N=(N—N)+(N—N).

Les erreurs commises sur les données sont toujours
inconnues en grandeur ct en sens, mais on peut tou-
Jours assigner a la valeur absolue de chacune d’elles
une limite supéricure, ct, de ces limites supérieures, on
peutdéduire une limite supéricure de I'errcur provenant
des données (N — N); ¢’est-a-dire une limite que N'— N
peul atteindre, mais qu’elle ne peut dépasser.

L'erreur de caleul N7 — N, qui s’ajoute & celle-ci, peut
¢trerendue aussi petite que I’on voudras mais, lors méme
qu’elle serait nulle, on ne pourra pas compter au résultat
final sur une approximation plus grande que la limite
supéricure de Vautre crreur.

Par conséquent, la limite supérieure de I’erreur pro-
venant des données représente I'approximation la plus
grande sur laquelle on puisse compter au résultat final.
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Objet et division du probléme des approximations
numeériques. — Désignons par f(a, b, c, ...) une for-
mule numérique dans laquelle a, &, ¢ représentent les
valeurs exactes de certains nombres que 'on obtient
par des mesures directes, et soit N la valeur exacte de
cette formule :

N=f(a, b, c, ...);
soient o', b', ¢’, ... les valeurs approchées obtenues
pour les nombres a, b, ¢, .. ..

Le probléme des approximations numériques consiste
a calculer la valeur de N 4 une approximation donnée,
connaissant @', b, ¢, ... et les limites supéricures des
erreurs cominises sur ces nombres.

Il est clair que le probléme ne sera possible que si
Ierreur provenant des données ne peut pas atteindre
Papproximation demandée : il conviendra donc tout
d’abord de déterminer la limite supérieure de cette er-
reur. Il faudra ensuite calculer I'expression

N'= f(a, 0y, ...)

avee une approximation telle que la somme de I'erreur
de calcul et de la limite supérieure précédemment ob-
tenue soit au plus égale a I'approximation demandcde.

On est ainsi conduit a diviser le probléme en deux
parties :

1° Déterminer une limite supérieure de I'crreur pro-
venant des données ;

2° Calculer avec unc approximation donnée une for-
mule numérique donnée.

1l est clair que, lorsque les nombres contenus dans la
formule seront tous connus cxactement, ou, du moins,
seront susceptibles d’étre exprimés avec une approxi-
mation indéfinie, Ja deuxiéme partie du probléme subsis-
tera scule,
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La solution de ces deux problémes est fournie par
Papplication de la formule générale que nous allons
établir.

Formule générale des erreurs. — Soiv f(x, y, z)
une fonction de trois variables indépendantes ; désignons
par of 'accroissement que prend cette fonction lorsque,
apres avoir donné aux variables les valeurs a, b, ¢, on
lear donne les valeurs a + 8«, & + ¢b, ¢ + cc; on aura

of = f(a+2a, b+ b, c+3dc)— fla, b, c).
que l'on peut écrive identiquement
of =f(a+8a,b-+8b, c+tc)— f(a,b—23ob, c—dc)
-~ f(a. b+2b, ¢c—+8c)— fla, b, ¢ +—dc)
—f(a, b,c—ce)— f(a, b. ¢).
Appliquant a chacune de ces différences la formule des
accroissements {inis, on obtient
of =8af,(a—-08a.b—¢b, c+3c)
+ b fy(a, b+ 0'8b,c—+dc)
-+ Bcﬂ(a, b: c—0 60)

Désignons d’une maniére générale par o', o, d”, D',
0", 0", ¢, ¢, ¢ des nombres compris entre a et a + Ga,
bet b+ab, cet ¢+ ce, ou égaux a ces limites elles-
mémes, on pourra écrire plus simplement

aj: Bafa’(a’, v, C')-{— abf,’,(a”, b”, C”)—w— Bcﬂ(a”'. Z)W, C’").

Cette formule donne une expression de 'erreur que
I'on commet lorsque, dans une formule numérique

f(a7 b7 c)Y
on remplace les nombres exacts @, b, ¢ par les valeurs
approchées a + da, b + b, ¢ + oc; etil est clair qu’clle
est applicable 2 un nombre quelconque de valeurs ap-
prochées a, b, ¢, . ...



(169 )

Les nombres &', b',¢', ", 0", ... qu’il faut introduire
dans les dérivées partielles £, f;, f., ..., pour obtenir
les facteurs des erreurs da, ¢b, oc, sont inconnus, mais,
en prenant pour ces nombres leurs valeurs maxima ou
leurs valeurs minima, de maniére & donner & ces facteurs
les plus grandes valeurs qu’ils puissent prendre, on
pourra déduire de cette formule une limite supdricure
de Verreur of.

Remarque. — 1l n’est pas inutile de faire remarquer
ici que les erreurs ca, ¢b, c¢c, ... élant en général trés
petites, les valeurs des dérivées £, f;, ... varient tres
peu lorsque Von fait varier les nombres &, 0/, ¢, ...
entre leurs limites extrémes ; par conséquent, cette for-
mule permet d’obtenir non seulement une limite supé-
rieure de Verreur ¢ £, mais encore une limite trés voisine
de la valeur de P'erreur elle-méme.

II. — PREMIERE PARTIE DU PROBLEME DES

APPROXIMATIONS NUME:RIQUES .

Soit proposé de calculer I'erreur provenant des don-
nées a, b, ¢, ..., sur le résultat d’une formule numé-
rique

Jla,b,c, ...)
dans laquelle les nombres @, b, ¢ sont connus a == Aa,
&= Ab, == Ac prés.
On a, en désignant par of, ca, ¢b, ... les valeurs

exactes des erreurs en grandeur et cu signe

§f = dafia, b, ¢, ...)
—8b fi(a", ., .. )+ e fo(a’, b "y )+

Désignons par a,, by, ¢, les valeurs approchées con-
nues de a, b, .
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Les sens et les grandeurs des erreurs c¢a, cb, cc, . ..
sont inconnus, mais leurs valeurs absolues sont plus
petites que Aa, Ab, Ac, .. .; les nombres &', &/, ¢ com-
pris entre e et ay, b et by, c et c, sont a fortiori compris
entre

a;+Aa et ay— Aa.
b+ Ab et by— AD.
cp—Ac et c¢;—Ac:

si, par conséquent, dans les dérivées partielles, on rem-
place le nombre @ partout ou il se trouve, soit par
@y + Aa, soit par ¢, — Aa, de maniére a forcer la valeur
de cette dérivée, et que P'on agisse de méme pour les
nombres b, ¢, ..., on obtiendra des valeurs supéricures
a celles que pourront prendre les facteurs des errcurs
des données.

On obtiendra donc une limite supéricure de erreur
¢f en multipliant ces limites supérieures des dérivées
particlles respeclivement par Aa, Ab, Ac, ..., et cn
faisant la somme des valeurs absolues des produits.

Remarque. — Pour moutrer par un excmple com-
menton peut obtenir des limites supérieures des valeurs
des dérivées, supposons que 'on ait

ac

f( = —\/ZI,—~:_()’T[)’

les valeurs approchées connucs a,, by, ¢, ctles valeurs
ecxacles a, b, ¢ sont Comprises entre

a;—Aa ¢l a;—+ Aa.

bi— b el by AD,

cp—Ac¢ el ¢y Ac.
Pour obtenir la valeur cxacte du coeflicient de cc, il fau-
drait remplacer a, b, ¢ par des valeurs o', b, ¢’ com-
prises entre a et ay, b et by, ¢ etey oudgales a ces li-
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mites; en rcmplagant a au numérateur par a, + Aa, ct
au dénominateur par @,— Aa,, nous augmenterons le
numérateur ct nous diminuerons le dénominateur; nous
forcerons donc la valeur de Pexpression. Nous obtien-
drons le méme résultat en remplacant au numérateur ¢
par ¢, + Ac, et enfin en remplagant au dénominateur b
par b, + Ab sous le radical et par b, — Ad en dchors; on
aura ainsi évidemment

(a;+ Aa) (e, + Ac)

Se(a ') < = .
( ) Viai—=3a)—(b1+ Ab)+ (b — Ab)

On peut donc formuler la régle suivante :

Pour obtenir une limite supérieure de Uerreur pro-
venant de données incertaines, on remplacera dans la
Sormule numérique ces données par des letires a, b,
¢, ...y 0on prendra les dérivées partielles de I’expres-
sion ainsi obtenue par rapport & chacune d’elles; on
remplacera dans ces dérivées les lettres a, b, ¢, ...
par des valeurs limites par excés ou par défaut des
nombres qu’elles représentent, de maniére a forcer leurs
valeurs; on multipliera les résultats obtenus respecti-
vement par les limites des approximations Aa, Ab,
Acy, ..., et Uon fera la somme des valeurs absolues
des produits.

Lixemple I. — Dans la formule numérique

les nombres 0,117 ¢t 1,43, obtenus par mesures dircectes,
sont connus a une uuité prés de lordre de leur dernier
chiffre; on demande une limite supérieure de Verreur
qui peut affecter le résultat N.
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En suivant textuellement la régle, nous avons

(am+0)?

S(a,b)= = ’
Vo35
. owlaw—+1 ., 2(am =0
Ja= k————-«’—**)—)’ Jo= of—‘*’a = 2%
Vo3 +5 Voys+5

Remplacons aux numeérateurs @ et b par des valears
par exces 0,118 ct 1,44, il vient
27(0, 1187 —+1,41%) , (o, 1187 +1,4%)
1o - , 280, LA,

Suol e [i<

Vo3 +5 Vay3 5

En multipliant ces nombres par 0,001 ¢t par 0,01 et
cn faisant la somme, nous obtiecndrons non sculement
une limite supérieure de Perreur, mais encore une li-
mite tres voisine de celle qui peut étre atteinte, puisque
Aa et Ab peuvent atteindre 0,001 et 0,015 mais dans
Papplication on n’a pas intérét a connaitre une valeur
aussi préeise, et I'on évalue en nombres ronds les va-
leurs des facteurs des errcurs, en ayant soin toutefois de
toujours arrondir les nombres de maniére a forcer les
valeurs de ces facteurs; ainsi au numérateur nous rem-
placerons = par 4, au dénominatcur \/3 par 1 ct \/5
par 2 on aura ainsi
8(0,472+1,44)

2

8.

Ja<

L X L1
S —)’ <2
On a donc finalement

8\ < 8 X 0,001 -+ 2 X 0,01 ou °N < 0,078,

Remarque. — 11 ne faut pas perdre de vue que, lors
meéme que les dérivées cussent été négatives, il aurait
fallu faire Ja somme des produits.
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Exemple 11. — Dans un triangle ABC rectangle en A,
on a obtenu par mesures directes

c=12"5 a Fo,1 prés,

C=122° a £=30 prés.

On demande une limite supéricure de erreur qui
peut affecter le ¢6té & calculé avec ces éléments.
On a
b=ccotC=f(c, C),

!
fl=rcolG, fi= sm?(,
ct, par suite, .
' , , 12,6
fi<ecotar’3o, fo< Jniarlo

On trouve, a ’aide d’une Table des valeurs naturelles
des lignes trigonométriques,

Se<mbe fE<i2,6 (2,72 < 117

il reste & multiplier par Ac et AC. On ne doit pas perdre
de vue ici que les expressions usuelles des dérivées des
lignes trigonométriques ont été obtenues en supposant
I’accroissement de I’arc exprimé en fonction du rayon;
on devra donc exprimer AC de cette maniére : on aura
ainsi

Ae =o,1. AC = .

=" 360’

il viendra donc enfin, en faisant les produits et ajoutant
les valeurs absolues,

1177
8b < 2,6 0,1+ 3(;0
190
8b < 0,96 6o ™
30 < 0,26 + g on <™.
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Remarque. — La formuale que nous avons considérée
ici ne peut pas étre calculée arithmétiquement, mais,
cette premiére partie du probleme des appraximations
¢tant indépendante du procédé de caleul, la méme mé-
thode convient a tous les cas.

IIl. — DEuxiEME PARTIE DU PROBLEME
DES APPROXIMATIONS.

Actucllement, sans nous préoccuper de origine ni
de ‘I’exactitude des nombres donnés, nous avons 4 cal-
culer & une approximation donnée le résultat d’unc for-
mule numérique donnée.

Résultat complet d’une formule ou d’une opération
arithmétigue. — Nous appellerons résultat complet
d’une formule numérique complexe ou d’'une opération
arithmétique simple la valeur exacte de cette formule
ou du résultat de Popération; ce résultat ne peut étre
exprimé le plus souvent qu’a aide d’un nombre indé-
{fini de décimales ou du moins a 'aide d’'un nombre de
décimales supéricur a celui dont on a besoin.

Ordre du dernier chiffre & conserver dans le résultat
approché d’une formule numérigue. — 11 ne suflit pas,
pour résoudre le probléme que nous avons en vue, de
calculer uu nombre diffiérant du résultat complet de
la formule d’une erreur moindre qu'une quantité don-
née, il faut encore que ce résultat soit exprimé avec le
plus petit nombre possible de chifives; or, quel que soit
ledegré de précision avee lequel on effectuera les calculs,
le résultat complet de la derniére opération diflérera
toujours du résultat complet de la formule elle-méme
d'une petite quantité, et, si 'on supprime les chiflres a
partic d’un certain ordre, méme en forcant le dernier
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chiffre conservé, on ajoutera a cetle erreur une nouvelle
erreur qui pourra atteindre 5 unités de lordre du pre-
mier chiffre supprimé; la nouvelle erreur pourra, il est
vrai, étre moindre, mais, comme le nombre cherché est
inconnu, on ne peut pas affirmer a priori qu'elle sera
moindre que 5 unités de I'ordre du premicr chiffre sup-
primé.

Supposons que I’on demande le résultat & 2 unités de
lordre «, 1 étant au moins égal 4 un; si 2 est plus
grand que J, soil 7 par exemple, on pourra exprimer le
résultat en unités de 'ordre qui précéde « : il suflira en
cffet de conduire les opérations de manicre que le ré-
sultat complet de la derniére, celle qui donne le résultat
final, soit erroné de moins de deux unités en plus ou en
moins de l'ordre 2, car, en supprimant les chiffres de
Iordre o+ 1 ¢t ¢n forcant au besoin le dernicer chiffre
conservé, on ajoulera a cette erreur une erreur moindre
que 5 : lerésultat conservé sera donc erroné de moins de
7 unités en plus ou en moins. Mais si 7z est plus petit
que 5, on ne pourra pas faire cette suppression; pour
n’avoir qu’une scule régle convenant a tous les cas, nous
conviendrons que, lorsque I'on demandera le résultat
d’une formule numérique a moins de n unités (n >1) de
Pordre a, nous devrons exprimer ce résultat en unités de
cct ordre.

Ainsi un résultat demandé a4 moins de == 0,00332,
c’est-a-dire de == 3™, 52, devra ¢ére exprimé en mil-
liémes ; en d’autres termes, ’ordre du dernier chiffre
conservé devra étre celui du premier chiffre signifi-
catif & droite du nombre qui exprime l'approxima-
tion.

Des formules numériques simples. — Nous appelle-
rons formule numerique simple unc formule numérique
dont le résultat peut s’obtenir par une seule opération
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arithmétique; ainsi les formules

sont des formules numériques simples.

Mais une formule telle que (6,45)® n’est pas une for-
mule simple, car le résultat ne peut &étre obtenu que par
deux multiplications.

Lorsque l'on aura a calculer la valeur d'une expres-
sionde ce genre i une approximation donnée, on sera
en général conduit a remplacer les valeurs exactes des
nombres qui entrent dans Pexpression donnée par des
valeurs approchées plus simples; si I'approximation du
résultat complet de la nouvelle expression est de ==p
unités de l'ordre a ct que 'on supprime les chiffres de
Pordre o+ 1 en forcant au besoin le dernier chiffre
conscrvé, on commettra unc nouvelle erreur plus petite
que == 5 unitésdel’ordre 2 + 1, ou ==} unitéde 'ordre a:
le résultat conservé sera donc approché a moins de
== (p +3) unités de Pordre 2. On est donc conduit ala
régle suivante, applicable a tous les cas :

St U'on wveut obtenir le résultat d’une opération
simple & moins de n unités de U’ordre a(n’>1), on
pourra substituer aux nombres & opérer des nombres
tels que la somme des influences des erreurs sur le ré-
sultat complet soit plus petite que (n—3%) unités de
Uordre a; on effectuera ensuite lopération sur ces
nombres plus simples et l’on supprimera au résultat
tous les chiffres qui suivent celui qui exprime des unités
de lUordre a, en forcant ce dernier d’une unité si le
premier chiffre supprimé est plus grand que 5 ou égal
ab.

Remarque. — Lorsque les nombres a opérer sont
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donnés directement, au lieu d’étre les résultats d’opéra-
tions antérieures, on disposera du sens des erreurs qui
seront commises sur ces nombres lorsqu’on les rempla-
cera par des nombres plus simples : on pourra ainsi
prendre ces erreurs dans un sens tel que I'erreur sur le
résultat complet soit dans un sens connu ; supposons que
ce soit par exces : alors le résultat complet sera approché
par exces a moins de 2 unités de 'ordre a; si ’on sup-
prime a ce résultat tous les chifires qui suivent celui
d’ordre o, on commettra une erreur par défaut ¢
moindre qu'une unité de cet ordre; par conséquent, le
résultat simplifié sera approché a moins de n unités de
I'ordre o par excés, et a moins de ¢ par défaut; ¢ étant
plus petit que 1 et par suite que 7, le résultat scra encore
approché a moins de n unités d’ordre o, mais on ne con-
naitra plus le sens de I'approximation.

On pourrait donc, dans ce cas, se borner a prendre
les nombres a opérer avec une approximation telle que
Perreur sur le résultat complet soit plus petite que
n unités de l'ordre a au lieu de » — 1, comme dans le
cas précédent; mais 'avantage obtenu ainsi est si faible,
lorsqu’il existe, qu’il est préférable de s'en tenir a la
régle précédente, qui convient a tous les cas.

Calcul des formules numériques simples. — Une for-
mule numérique simple peut contenir un nombre seu-
lement, ¢’est le cas des carrés, des racines carrées ct des
racines cubiques, ou deux nombres, comme la multipli-
cation, la division, la soustraction, ou enfin plusieurs
nombres, comme 1’addition.

Pour calculer & moins de n unités de 'ordre a, (n > 1),
la valeur d’une formule numérique simple, on commen-
cera par remplacer par des lettres A, B, G, ... les
nombres que l'on supposera susceptibles d’étre sim-

Ann. de Vathemat , 3* ~éric. t. VIII. (Avril 1889.) 12
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plifiés, on appliquera ensuite, 4 I'expression obtenue, la
formule générale des erreurs.
On obtiendra ainsi une expression de la forme

3f=M3A+ N3B-P3C-+....

On déterminera, comme on va le voir, les valeurs limites
a donner 4 ¢A, sB, ¢C, ... pour que of soit plus petit
que n— 3 unités de P'ordre 25 on prendra ensuite les
nombres A,, B,, C,, ... avee les approximations ainsi
détermindes ; on effectnera 'opération avec ces nombres,
et 'on supprimera les chiffres qui suivent celui qui ex-
prime des unités de'ordre o, en forcant ce chiffre ou en
le conservaut, suivant la valeur du premier chiffre sup-
primé.

Dans le cas de I'addition et de la soustraction, la for-
mule des errcurs est de la forme

S—=\ -B--C, ...
D=A—B,

S =3\ 3B -3,
D = 3A —3B;

s oy

dans les autres cas, les facteurs M, N, P dépendent en
général des nombres a opérer, ct ces nombres doivent y
¢tre remplacés par des valeurs comprises entre les va-
leurs exactes et les valeurs approchées; ces dernicres ne
sont pas connues; il en est de méme des premiéres
lorsque les nombres doivent ¢tre déterminés par des
opérations anléricures ; mais, d'une maniére générale,
on peut toujours prendre deux valcurs assez écartées
I'une de I'autre pour étre certain a priori qu’elles com-
prennent la valeur exacte et la valeur approchée. On
peat donc ainsi déterminer des limites M/, N/, P’ supé-
ricures des valeurs de ces facteurs.

On prendra alors pour 6A, 0B, 3C des valeurs telles
que la somme des valeurs absolues des produits M'GA,
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NGB, P’ ¢C soit plus petite que n — { unités de I'ordre a;
si 'on dispose du sens des erreurs ¢A, 6B, 8C, on pourra
encore prendre ces erreurs de maniére qu’une partie des
produits ail le signe +- et I'autre partie le signe —, et
I'on prendra ensuite les erreurs telles que chacune des
sommes des produits de méme signe soit plus petite que
n — 1 unités de 'ordre o, car la somme des erreurs sera
plus petite que le plus grand des deux groupes.

Exemple. — Soit a calculer a == 0,00475 la valeur de
la formule simple

o <pg
3,35681
Q===
3,141
Nous poserons
Y
on en déduira
N A\
20 =-,8\ — — ox

Vapproximation demandée est 0,00473, soit 4™™,75 = n;
on devra prendre ¢A et 6= de maniére que 5Q soit plus
petit que (2 — 1) milliemes ou 4™, 25.

Si I'on prend ¢A et on par défaut I'un et Pautre, il
suffira que chacun des deux termes soit plus petit que
(n—1) milliémes; il faudra donc que
A'cm

smm =
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Si I'on ne veut pas s’astreindre a fixer le sens des ap-
proximations A et ¢w, on prendra chacun des termes
plus petit que la moitié de (2 — }) milli¢mes, savoir
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Résolution des inégalités. — On sera donc ainsi
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conduit en général i résoudre les inégalités de la forme
S(A,B)YdA < m.

Ces inégalités se résolvent & vue en nombres ronds,
mais il importe de ne pas oublier qu’en arrondissant
les nombres il faudra toujours agir de maniére a forcer
les premiers membres et a réduire les seconds, afin que
les inégalités que 'on a a résoudre soient vérifiées a
Sfortiori; de plus, il ne faudra pas hésiter a prendre
pour A’et B’ des valeurs maxima et minima assez écartées
Pune de I'autre pour étre certain qu’clles compren-
dront entre elles la valeur exacte et la valeur approchée,
car si ’on prenait des limites trop rapprochées, on pour-
rait constater, une fois le calcul terminé, qu’elles ne
comprennent pas ces deux valeurs, et il faudrait recom-
mencer.

Exemple. — Considérons 'exemple cité plus haut,

et résolvons les deux inégalités
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s~ ymm 1 < gmm -
— < 0 12, T 2,0,
T ™
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Pour forcer les premiers membres, nous remplace-
rons = par la valeur par défaut 3, et A par la valeur par
exces 4; on aura
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chassant les dénominateurs et arrondissant les seconds

membres en les réduisant, il vient

a\ < 6""", 4 '67: < [8mm
61 < 4mm;

on prendia done
\ = 3,57, = =3,14:

on fera le quotient 3,57 par 3,14 jusqu’aux dix-mil-
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liemes ; on trouve
Q =1,1369;

on supprime le chiffre g et 'on force le 6 d’une unité;
il vient donc enfin

Q =1,137 & == 4™ 75 prés.

Formules complexes. — Les formules numériques
complexes sont celles dont la valeur ne peut étre obte-
nue que par une série d’opérations simples successives,
dont la derniére a pour résuliat le nombre demandé.

Il est clair que, de 'approximation exigée pour le
résultat final, on peut, en appliquant la régle qui pré-
céde, déduire 'approximation avec laguelle doivent étre
connus les éléments de la derniére opération; de V'ap-
proximation de ces éléments, on pourra déduire celle
(ui est nécessaire pour les nombres a I'aide desquels on
les obtient, et ainsi de suite; on arrivera ainsi a con-
naitre ’approximation des nombres de la premiére opé-
ration, on effectuera ensuite les opérations en s’arrétant
aux unités de ’ordre indiqué par I'approximation qu’on
a reconnue étre nécessaire pour les résultats, et en for-
cant au besoin le dernier chiffre.

Le calcul d’une formule complexe n’offre donc aucune
difficulté nouvelle; mais les calculs successifs doivent
éire faits avec beaucoup d’ordre, et nous engageons au
moins les débutants a se conformer a la régle pratique
énoncée ci-apres.

Pour mieux faire saisir les différentes parties de cette
régle, nous les appliquerons a 'exemple suivant, a me-
sure que nous les formulerons.

Exemple. — Calculer a == 0,035 la valeur de Pex-
pression

1) < 50,2136 {2

N=¢{/—

o VAN
3,1 113920
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RicLE. — 1° Remplacer par des lettres A, B, C, ...,
dans Uexpression donnée, le nombre ou les nombres
auxquels on espére pouvoir substituer des nombres plus
simples.

On écrira ainsi
\ = ‘/—-

2° Préparer un Tableau en quatre colonnes ayant
respectivement pour titres : (1) Opérations a effectuer,
(2) Résultats approchés par excés et par défaut, (3) Ap-
proximations nécessaires, (4) Résullats définitifs.

(Les nombres inscrits dans les colonnes du Tableau
ci-aprés seront obtenus comme on va 'indiquer.)

(1). (2). (3). (4).
Résultats approchés
Opérations — e ——
a par par  Approximations Résultats
effectuer. défaut. exces. nécessaires. définitifs.
A 50 51 0,01 50,21
P=3>x<A 2200 2300 1 2259
T 3 § 0,001 3,141
\\
Q== 550 800 1,2 7,9
N—=yQ 20 30 0,035 26,81

3° Indiquer dans la colonne (1) les opérations a
eflectuer successivement, en désignant par de nouvelles
lettres les résultats de ces opérations, et en ayant soin,
lorsque, dans une de ces opérations, on aura & utiliser
un des nombres qui ont été désignés au debut par
des lettres, de placer la lettre qui désigne ce nombre

avant U'opération elle-méeme.

Ainsi, pour I'exemple considéré, la premiere opéra-
tion a effectuer estle produit 45 >< A : onle désigne par
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P et on inscrit avant P la lcttre A; on aura ensuite

a effectuer le coefficient Q = %; ayant a utiliser le
nombre = dans cette opération, on inscrira cette lettre
avant 'opération. On indiquera enfin la derniére opéra-
tion & effectuer N:\/Q; de cette maniére, tous les
nombres dout il y aura lieu de déterminer 'approxi-
mation sont inscrits dans la colonne (1) et dans I'ordre

méme dans lequel on aura a les employer.

4° Dans la colonne (2), on inscrira des waleurs
grossiérement approchées par défaut et par excés des
nombres mentionnés dans la colonne (1).

Il est possible que dans la suite quelques-uns de ces
nombres restent inutiles, mais I'étude préliminaire qui
serait nécessaire pour reconnaitre @ priori ceux dont on
pourrait n’avoir pas besoin demanderait un travail au
moins égal a celui qu’exige leur évaluation; il n’y a
donc aucun avantage a faire cette étude.

5° Inscrire sur la derniére ligne de la colonne (3),
en regard de W, Y approxiumation demandée, déter-
miner ensuite ['approximation nécessaire aux éléments
de la derniére opération, Uinscrire en regard de ces
éléments, et continuer en remontant jusqu'a ce que la
colonne soit remplie.

On écrira ainsi, en regard de N, Papproximation de-
mandée 0,035; on aura ensuite, conformément a la
régle des opérations simples,

~

3 1 o cQ , N
3N = ——¢Q -Z 0,035 — 1 cent,, o < 0,03, 2Q< 1,2,
P 2 i
N 1. P e _
2Q = P — om L1, — , unité  ou 0,7,



¢’est-a-dire
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Il ne faut pas perdre de vue qu’en arrondissant il faut
forcer les premiers membres et réduire les seconds.

6° On écrira immédiatement, dans la colonne (4),
les valeurs des nombres qui ont été désignés au dcbut
par des lettres, avec I’approximation indiquce en re-
gard, et Uon effectuera enfin les opérations indiquées
dans la colonne (1) en poussant les calculs jusqu’ aux
unités de lordre du premier chiffre significatf a
gauche de Uapproximation inscrite dans la colonne (3),
et en forcant ouw en conservant le dernier chiffre, sui-
vant que le premier chiffre supprimeé est plus grand que
5 ou égal & 5, ou qu’d est plus petit que .

Ainsi, dans 'excmple considéré, nous écrirons pour A
et = les valeurs 5o, 21 et 3,141; nous calculerons P en
conservant au résultat le chiffie des unités qu'il n'y a
pas lieu de forcer; nous calculerons ensuite le quotient

»

— en dixiémes; nous extrairons enfin la racine carrée en

poussant jusqu’au chiffre des centiémes, 'aspect du reste
montrant que le chiffre suivant est plus petit que 5;
nous conserverons le résultat 26,81, qui est ainsi la
valeur de N a 10,035 pres.
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EXERCICE.

(o,11702 =+ 1,43115)%

Calculer N = L 30,02 prés,
\/2 V3 + 5,01264
. (Am+Bp
\/2 V3 +C
Résultats
approchés
Opérations  ———
a par par Approximations Résultats
effectuer. défaut. exceés. necessaires. définitifs.
A 0,1 0,12 0,00007 0,117
T 3 4 0,002 3,14
P=A.m 0,3 0,5 0,001 0,367
B 1,4 1,5 0,001 1,43
S=P+B 1,7 2 0,0025 1,798
K 32 2 4 0,015 3,23
R=y3 1,7 2 0,0025 1,733
D =2R 3 4 0,01 3,47
G 5 5,1 0,01 5,01
E=C~+D 8 g,! 0,026 8,48
F=yE 2 3 0,007 2,912
K
N= ¥ » » 0,02 1,1

DETAIL DU CALCUL DES APPROXIMATIONS.

K o 1 K .
1 P .
==, O6N= = 0K— =z 0F < 0,02 —1cent. ou < o,015
F 7 F oF <0025 101,
- N
oK 0,015 ¢K 0,015 e .
< — — < —— <K ZJo,01)
2 2 2
K'¢F _ o.015 4 0,015
Ll by 9 b3 P
Fz < " ’ ’{OF\/ —7,_’ sl < 0,007.
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Numérateur.
28'8S < 0,015 — ’3 cent. << 0,01,
4§8S < o,or, ¢S < 0,0025,
ol 4+ ¢B < 0,0025 — f; mill.,
ol + ¢B < 0,002,
P

oB

< 0,001,

< 0,001,
A%+ 7' 84 < 0,001 — ! mill,,
A'ex -+ 7w ¢A < 0,0003,

-

A 0,0005
Ao g 21—
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5.\ < 0,00007.
Dénomenateur.

ok =0k < 0,007 — L mill.,

I
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ok
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oU

< 0,006,

< 0,020,

= ¢C + 8D < 0,026 — % cent.,
cD < 0,020,

%G Z 0,01,

D Zo,or1.
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¢R -Zo.01— Leent..

SR < 0,005,
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sR -J0,0025.



