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SOLUTION DE LA QUESTION 1570, PROPOSEE PAR M. ROUCHE;
Par M. WORONTZOFF,

Itant donnée la relation

sin(x — y)= msin(x +y).
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dans laguelle m désigne un nombre donné dont la
valeur absolue est infericure & 1, développer y en
série suivant les puissances croissantes de m, et indiquer
la forme du reste lorsqu’on ne prend qu’un nombre
limité de termes ().

De 'équation donnée

sin(z —y)=msin(x + y)=msin[ar —(xr —y)],

1—m :
y = arctang [< ) tanng,
I-=m

on déduit

msin2r
r—y =arctang | —-———— )+
v SYr4mceos2x
Comme
L (l —m tan
r — y = x —arctang g
J Sl\i+m e

msina2x >

= arctang (—-——-—
[+ M cos2x

\

= -)]—L tlog[1+m(cosax+1isinar)]—log[1 -+ m(cosaxr — isinar));:
(i=v=1)
et

msinaa
D7, arctang ( >

I+ mcos2z

—_—q)n -1
=( )—.—1.‘).3...(11——1)
2L
(cos2x — tsinoz ) (cosaxr — isinax )t
[1+ m(cosarx + Esinax)|r  [1+ m(cosarxr —isinaz))s

1.2.3...(n—1)
=(—pt
(142 m cos2x + m?2)#

. n . .
= [sm'),nx-{— T msmz2(n—1)x

n(n—1u)

- no e
m?sin2(n —2)r +...+ — mrtsinazx|,
1

(') Nouvelles Annales de Mathematiques, p. 504, novembre 1887,
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ou

, msin2a
D}, are tang { —————— =(—p"tro3...(n—1)sinanar
PA\1-=mcosax/ | =y U

77\
<D21: - )

dmn j’

au moyen de la série de Maclaurin, prise avec le terme
complémentaire (7,) de Cauchy, on trouve

‘

Y=z —msinaxr

sin4a sinb.r
‘ +1n‘3-—v4——m3——,,——+...
(1) . 9, 3
sin2(n —0)r
, (1)t tmn-t —————— R, (),
. n—i ’

on

(—1)ytmn(r — )1
(1—20m cosaa — §2m2)n

Ry =

< [%in*) nr—ndmsina(n —in)r

n(n—u) . . i
- ~(~|—)—— (hm)zsino (n— 2)ar ...+ n(Omn-1 sm')rrJ .

(*) En posant ev=pel e = ¢, ona généralement

L fpm)+ 7 (gm)]
=®d(m)=f(o)+mcosaf' (o)
- % cosraf" (o) 4.+ TTW?;;'—_F) cos{n —1)af (o)

mn L
1.2.3...n 2

[P D2 (), cptn+ 7" DL () g ],

= L/ (pm)—flgm)]

=@, (m)=msinaf' (o)

m* . ” mrt . ot
-+ T sin2af"(0)+... - TZ—%N-(T:T) sin(n —1)af*' (o)
mn 1
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Cette série peut ¢tre obtenue aussi a I'aide des formules

o[ ful(m)]|

=F[®(y))
:tF(.Z‘)
(») — F[#(2)]
k=n—1 (L)
z - ; []‘(? D;] F[(s ]: 4R
n=1 Jz=r= o0

ou
r=P(y),  fly)y=m, [f(r)—o,

. IN"_ S It (n} - ~ )
R = o n { I_.T'I—;_) D:] Fl#(2)] g: #0309 —3)

y - ety

mn \ 1 (n) )
- =0t = D.| Fla(s
1.2.3. (ngn[‘ ] ]I:f(«’:) ”] [ )JS: So0uim)
nz" f(3)|n—1 1 (n'
— R _ —— D2 Fldz :
I. (/L——x)%[l Jty) | / :I L= s:‘-l‘-rﬁ\)ﬂ)

ct, pour x = d{ 1\:1,

‘ F[ fo(m)]

- For)
(3) ‘ l(‘(:_l:n—l
k . {
R e RS
on

o I)l’iu B ‘ o (n) .
Il/l - 1_2.3...”-([.f'(;) DZ] F(v)% “

,n"
( — Q‘)n 1

|

123 ... (n— (
- mn \ f15)
—WT,T_TH[' /mJ

‘0,(1}7),~0 SO =fl540(v—

() Nouvelles tnnales de Mathematiques, p. 3627 aout 1888,



1

( 147)

En prenant

. __sin(r - v) _ o
/()= sz, Fo)=yp,

on a
f(z)=o, r=fo(o)=ux,
()= Sm2w
So= sin2(r—y)’
L sin2(xr = )
J(y) T sinez

1 _osin2(xr )

7(7) > sinox

1 12) T 1
- D, e — D, —— D ,
i e Vet i E

sin?2(x = y)sina(r - y)

sinZax
T%ﬁ D.]('”y —(—r1a3 () ST __s’;/n):;l(“"")’
([.7%};—) D‘](m'}/s;—:r:x:('—ﬂ”"‘?'l“(n_ Nsinona;
Slr+0(y—a)]
J(r)
sin[22 - 0(y —x)]sin(y — x)—sinO(y —x)sin[22 ~(y —x)]
sin[2z — 0(y —)]sin(y —x)
_sinax[sin(y - x)cosO(y —x)—cos(y —a)sinb(y —r)]
sin[2z +0(y —x)]sin(y —r)

. sin2zsin[(1—0) (y — )] .

sinfaz--0(y —a)]sin (y —x)

Par conséquent, d’aprés la formule (3),

k=n—1

inok:
)= 2 (— 1)k mk llil - N

k=1
t—m

= Y= ar o ——— j tangxr
_/V(I?I) alctan,[(lgm> [ J,



on

sin|a.r —0(y —x)|sinn|ar -+ 0:(y —a)]
nsin?ax

sin? [ - [, (83 m)]

Iy — (1)t mn

=(—1)"mn S iniag sinn[z—+ f,(6;m)]
(= 1) (1 — 0, -t sin?[ 2 -+ f,(0ym)]sinn[.c—~f,(0,m)]
! sin#ax

— (— 1)t e sin[22 0y —a)]sin(y —a)—sin By —a)sin(1—ax) ) !
= sinuxrsin(y —x) )

= sxn[z,:-;;‘(;(;' =) sinnf2x +0(y — )]
—(— 3\ 0 ﬂ('—o\()/ _ T)] )”_l
=(=nm 3 oy —2)

Csinfor =0y —a] . .
M e T sinn[2a =0y —z)].

Note pE M. RoucHE.

En méme temps que M. Worontzof, MM. Darmanine et Au-
dibert nous ont envoyé des solutions de la question 1370. La
<olution de M. Darmanine ne différe pas au fond de celle de
M. Worontzof, et celle de M. Audibert est une application du
théoréme de Maclaurin.

Quand nous avons proposé ce probléme, nous avions en vue
la solution suivante, qui est & la fois simple et directe :

La relation
sin(r—p)=msin(r 4 y)
peut s'éerire

msino.xr

£ o-- Yy = arctang ——— .
v I+ mcosvx

Po<ons

. usinoxr
e(u) = arctang ———-——;
‘ ’ I—UCOoSVra
ROUS aurons

sinoz

o (u) =
: 1 2ucos2x =+ U?
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ou, en effectuant la division,

( o'(u) =sin2x — usinjz 4+ usinbr —. ..

(1) “+ (— D2 2ur~2sin2(n —1)x
} R SInY nx - u an'>(n—~l\r.
v I—2ucCosS20 + u?

Or, si I'on désigne par R le nombre défini par la relation

m . m? | ms
o(m) = Tsmzx————sm4x+ ——sinbx —. ..
2 3
(2) ' —1

- (— )t mn mn
n—

sin>(n—i)z—R-—,
n

1
on voit que la fonction

w . w? . us .
9(u)—~lsm)x+f—:mﬁz—?smbx—-...
2

1 . un
sin)(n—1)r —R—
I n

— (— 1)t wh
n —

<'annule pour « = m aussi bien que pour u = o. Sa dérivée

o'(u) —sin>z — usinfjr — usinbzr —. ..
— (= n)r=tur=2sin>(n —1)xr — Runr 1,

qui, en vertu de (1), se réduit a

sinvnr 4 usina(n—i)r
1 - 2U COS 2L ~+ U? ’

wn—1 [(_ l)n.—l — — R

doit donc s’annuler pour une valeur de u comprise entre o et
m, c’est-a-dire pour u = 0m, 6 étant un nombre convenable-
ment choisi entre o et 1. On a donc

sin>nr--Omsino(n —i1)r

R = (—1)2-1
= 1— 20mcosrx =+ 02m?

et, par suite, en portant dans (),

m . m? . md .
}r_;,r—-—l—sm‘z.zw!——;—smﬁx—Tsm6z—~..,

—1

n
—_—(— l)n—-l m
n—1

mnr sinenax + Omsina(n —1)xr
n [-—20m cosro — H2mn?

sin2(n —1)x

- (— [)n



