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NOTE SUR LA QUESTION DE MECANIQUE
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION EN 1887;
Par M. pE SAINT-GERMAIN.

Extrait d’une Lettre adressée 3 M. Rouché.

Puisque vous avez bien voulume dire que je pourrais
étre utile a quelques lecteurs des Nouvelles Annales en
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leur indiquant une solution du probléme de Mécaniquc
proposé a I’Agrégation en 1887, je vais montrer qu’on
peut, par la voic la plus naturelle, arriver a cette solu-
tion ct la pousser aussi loin que le permettent d’ordi-
naire les problémes sur le mouvement des systémes
matériels.

Soit S un cone droit, homogéne, dont le sommet O
estimmobile ¢t dont chaque élément m est attiré vers un
point fixe I par une force égale au produit de sa masse
par sa distance au point F et par une constante w?; la
hauteur OH du cone est égale & a, le rayon de base a2a,

8 T P e s .
Ol a 3 a3 enfin, a I'instant initial, Vangle FOH est droit

¢t S animé d’'unc vitesse de rotation o \/; autour de la
bissectrice de cet angle. On demande de déterminer le
mouvement ultérieur du cone et la réaction du point
fixe; OM étant I'axe représentatif de la rotation instan-
tanée, montrer que le point M décrit, dans le cone et
dans I'espace, deux herpolhodies et chercherles quadri-
ques correspondantes; indiquer la position relative des
cones licux de 'axe instantané dans le solide S et dans
I'espace.

Prenons trois axes rectangulaires fixes, OX,, OY,.
O7Z,, dont le dernier est dirigé suivant OF, ct trois axes
0X, OY, OZ liés invariablement au cone, OZ étant di-
rigé suivant OH. Nous chercherons d’abord les moments
d’inertic A et Cde S par rapport a OX ou OY et par
rapport a OZ : ¢ étant la densité du cone, o sa masse,

on trouve bien aisément
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cette égalité simplifiera beaucoup les résultats que nous
devons obtenir.

D’autre part, les attractions qui s'exercent suivant la
loi donnée ont, comme on sait, une résultante R appli-
quée au centre de gravité G du cone et égale a uw?GF.
Nous définirons la position du solide al’aide des trois
angles d’Euler 6, ¢, 0. Le couple qu'on introduit en
transportant R parall¢lement a elle-méme au point O a
son axe K dirigé dans le plan des x,y,, faisant avec
OX, I'angle 180+ 4 et égal a

w2 GF x< OF sin GFO
= pw2OF < OGsinGOF =

e

> pw?a?sin.
)

Il est facile de trouver les projections de I’axe K sur
les axes mobiles et de former les équations d’Euler : en

.. 6 , .
les divisant par z no?a?, clies deviennent

dp . dq NP dr
1) —— =— w?sinf) cosw —~ = w?sinlsino — =o.
7 7 b &
La derniére donne immédiatement, eu égard aux con-

ditions initiales,
(2) r=uw.

Pour obtenir d’autres intégrales, je rappelle les rela-
lions qui existent entre p, ¢, 7 et les dérivées des angles

d’Euler,

. .dy db
\p: sin0 sin¢ 7 T Cose oo
d)
(3) ¢ q:sin()coscp%—sin? 7k
do dy
R r=a <+ cos ar

Cela posé, éliminons w? entre les deux premiéres
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équations (1) :
dp

. dy
SING —— = COSY —> = U]

dt dt

multiplions par sinf dt et intégrons par parties; nous
aurons

sinO(psing 4 ¢ cosy)
— /(psincg—k q cosg)cosh db

——f(p cosg — g sing)sinl do = const.
ou, en remplacant p et ¢ par leurs valeurs (3),

. dy " dy do
an2f) = — () -~ = & = .
in2() T / <in0 (cm ) a2 7 >d0 const.,

le cocflicient de sinfh d est égal & » oua w et I'on a, en
intégrant,

J
(4) sinz (—i-‘f —+ wcosh = w.

dt
Ajoutons enfin les deux premicéres équations (1) apres
les avoir multipliées par 2 p et 24

op :él’—) “+q %% = —aw2sinf( pcose — g sing)

= — 92w2sinf (—1—0

dr’

Pintégrale est, en tenant compte des données initiales,

(5) pra- /]2=g—?;+<in2() il{?: = w2(1+ 2 cos0).

On et pu éerire directement les intégrales (2), (4)
et (5); les deux premiéres expriment que les projec-
tions de Paxe du couple des quantités de mouvement
sur OZ ct sur OZ, sont constantes; et, en effet, d’aprés
unc remarque de M. Resal, la vitesse de Pextrémité de
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cet axe est représentée par K, perpendiculaire sur OZ
et sur OZ,; Uintégrale (5) est celle des forces vives, le
travail de R étant, comme on sait,

b}

é uw? [(GF)?,— GF‘]: g paw?cosh.

De I'équation (4) nous tirerons

i)
(6) (_’:——- w

di ~ 1T—cosb’

ct, en substitnant cette valeur dans (3), nous aurons

(=) d9? — cosf( 2 =+ cosh)
/ dt: L1
cos2-9
2
. . 1 u . ’
Sil’'on pose sin ;0 = - -, on peut tirer de cette équa-
P
tion

1 T 3 1
sin - 6 = —_ cosam <wt /—> (mod ——_);
a V2 \ 2 V3

mais, sans recourir aux fonctions elliptiques, on peut
conclure des équations (6) ct (7) que 6 décroit d’abord
depuis g‘]usqu’é — ;: pour revenir & 1—;, et ainsi de suite,
tandis que ¢ croit constamment et sans limite. Sur une
sphére décrite du point O comme centre avec a pour
rayon, le lieu du point H sera une courbe formée, en
général, d’une infinité de boucles tangentes au grand
cercle situé dans le plan des x,y, et s’entrecoupant au
point qui est sur la partic positive de OZ,.

L'équation (2) et la derniére des équations (3) don-
nent

dy ® dd

de _ w — cosB = =3
dt dt ~ 1+ cosb  dit’
Ann. de Mathémat., 3 série, 1. VIII. (Janvier 188y.) 2
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on peut choisir les axes de sorte que » et ¢ s’annulent
pour ¢t = o; ces deux angles seront constamment égaux,
ce qui achéve de nous faire connaitre le mouvement du
cone.

1l s’agit de calculer la réaction E exercée par le point
fixe. Soit J I'accélération du centre de gravité; les forces
extérieures R et E ayant pour résultante Ju, on en
pourra conclure la projection de E sur unaxe quelconque.
Je chercherailescomposantesde E : 1° suivant la trace OU
du plan OXY sur OX,Y,; 2° suivant la droite OV per-
pendiculaire 4 OU dans le plan des xy; 3° suivant OZ;
c’est celles qu’on calculera le plus facilement si I'on se
rappelle les formules de Rivals qui expriment les com-
posantes de I'accélération d’un point x, y, z d’un solide,

savoir :
1 4
J}'f!/(p.’r'——r/~)'»L—r‘:)—(‘-23'—;.7-:%'_z%,
_ PO {/ dq
Jo=r(pr--qy--rs)—w2s-) ?[i_z(_ﬁ.

. 3
Remplacons a, 3, = par les coordonndées o, o, -~ adu
4
. ~ dp dp dr
point G, —» —7. o pai leurs valeurs (1), p, ¢, r par
leurs valcurs (3) ct supposons © = o : nous aurons les
i
Lo T .
projections de T'accélération du point G sur OU, OV,
0Z :

atw ——.s

3
Yoz e
a 71
Jo—= 2 awsinf <w—i— ﬁ),

i

: 2 L2
= E(7(({’ - sin%0) (—{ .

1 dt? de?

\
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Les projections de R sont

R, =

°

Ry =

uw2a sin 6,

[SALNe]

R; = pwla (— cosh — %\)

\

On trouve, en définitive,

3 df 3 /cos20 -~ 2.c0s0
Ey=pl,—Ry= - waw — = - pwla ‘————-—,
' 4" dt 4 I
cos - 0
2
. uw2a sinf 9 -1~ cosh
E,=— -1 4
20 1+ cosf
31
E;=— “— puw?a cosh,
1o

ct la discussion de ces formules n’offre pas de diffi-
cultés.

Considérons maintenant 1'axe OM qui représente la
rotation instantanée v de S ct cherchons le lieu V du
point M dans le cone. Les coordonnées relatives de ce
point sont p, ¢, r : r restant égale a w, la ligne V est
située dans un plan II qui coupe orthogonalement OZ en
un point fixe P a la distance w de Porigine; faisons
PM = 5, MPM, =X et cherchons comment varient ces
coordonnees avec le temps. On a d’abord

dn? . AT
pr=pl+ g2= e ~+ sin2( g\;? = w?(1+ 2 cosf),
£l w2
(8) cosf = ot

Différentiant la valeur de g2, élevant au carré et

tenant compte de I’équation (7), on a

dp?

. 62
([’z = w*sin26 271-_; = wb(1— cosh)cosh(r-+ o cosh)

°?
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ou, en remplacant cosf par sa valeur (8),

do? 1
(9  egm= (e (e —3uh)(pr—3ut)

D’autre part, en vertu des équations (1), (3),(6), on
a. pour le double de la vitesse aréolaire du point M,

d. _ dqg dp
Pae 0w T ar

. d¢
- 2 2 = 3 — M
~ w2sin20 e w3 (1 — cosf);

— w?sinO(psine + ¢ coso)

remplacant encore cosf par sa valeur (8), il vient
I
(10) o2 =3 w(Iw?-—p?),

M. Darboux a montré quela forme des équations (9g)
ct (10) est caractéristique : elles définissent le mouve-
ment d’un point qui décrit unc herpolhodie, dans I'ac-
ception générale du mot. Soit un mouvement de Poinsot
défini parles équations

o . "2 '2
les quantités %, 2 % ont des valeurs constantes

h, g2, et la quadrique

touche un plan fixe aux divers points de 'herpolhodie
correspondante; les variations des coordonnées g, A du
point de contact sont donuées par les équations

.2 \
52 ds? i (:z om \) o m > (3,_ _m_y
{12 R waet—h : hot— N ! cgt--h,

dh _har m

dt 8

)

-0

2
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oul'on a posé, pour abréger,
1
m=— ;— (ag*—h)(bg*—h)(cg?— h).

Il suflit d’identifier les derniéres aux équations (g) et
(10) pour avoir

o

h=-, o= —)
4 ° 2w

I

|
FNEN

€
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a = — 20?2, b =o, c= 2w

La quadrique qui correspond a I’herpolhodie V se
réduit donc a un hyperboloide a deux nappes infini-
ment aplati et la polhodie est un arc de I’hyperbole
équilatére représentée par l'équation z*— x*= 2w?2.
L’équation de I'herpolhodic V s’obtient en éliminant dt
entre les équations (9) et (10); la forme de cette équa-
tion et le fait, aisé a établir, que V n’a pas de pointd’in-
flexion, montrent que cette courbe ressemble a une hypo-
cycloide dont les festons toucheraient le cercle décrit du
point P comme centre avec o pour rayon, tandis queles
points de rebroussement seraient sur un cercle de rayon
wv’g. Le rayon vecteur PM tourne constamment dans le
sens positif : comme il varie entre w et w\/g, OM varie
entre © /2 et 20, ce qui limite Pare d’hyperbole qui joue
le role de polhodie; quand OM atteint sa limite 20,
le plan de I’hyperbole est perpendiculaire au plan 1.

Dans Vespace, les coordonnées du point M sont égales
aux composantes de la rotation w suivant les axes fixes,

g A8 . .o de
pP1= cosy 7 ~-sinf siny o’
gy — sind -(Q ——sin 0 cosd fb—
1~ 7 sin ) co Y

? 4 cosh s
ri- =4 4-cosh = 7.
YT >
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Nous avons pu faire en sorte que les o et § fussent
conslamment égaux; on aura donc

Pr=pP 91=—9, r=r;

il en résulte évidemment que, dans U'espace, le point M
décrit une herpolhodie V, égale a V, située dans un
plan II; qui coupe orthogonalement I'axe OZ, en un
point P, tel que OP, soit égal a w; sculement, le rayon
vecteur Py M tourne dans le sens négatif.

On pourrait donner au solide S le mouvement qu'il
prend dans les conditions données en supposant qu'il
soit lié invariablement a un cone (C) qui aurait O pour
sommet, V pour base et faisant rouler (C) sur un cone
égal (Cy) qui a V, pour base; les deux cones seront
constamment symétriques par rapport a leur plan tan-
gent commun; toutefois, ils coincideront quand leur
génératrice communc passera par 1'un des points de
rebroussement de V et de V5 larotation instantanée est
mesurée a chaque instant par la distance du point fixe
au point de contactde V et de V.



