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SUR LA TRANSFORMATION ORTHOTANGENTIELLE;
Par M. E. CESARO.

Une récente Note (') de M. de Longchamps vient
d’appeler Dattention sur la transformation orthotan-
gentielle, étudiée en 1885 par M. d'Ocagne (?) et par
d’autres (3). Je vais signaler, au moyen des méthodes
intrinséques, une transformation plus générale. Soit (M’)
la ligne enveloppée par les tangentes a (M), apreés
qu'clles ont tourné du méme angle o autour de leurs
points de rencontre avec (M, ). Soit § I'inclinaison de
MM, sur la tangente a (M), en M. L’équation de MM,
est

sinl) = y cos0.

Sa dérivation par rapport a sy, faite en supposant

dr Yo 9 dy r
(v o T ’ ol
dsy e sy %o
donne
. d0 1\ .
(xcosh-=1sinl) ( o= —- — ) = ¢in,
. dsy 2o
d'ont
N 1 db T
()' h (ISo Po,

en désignant par & la longucur du segment déterminé
par la normale a (M) sur la normale a (M,), a partir

(') Bulletin de la Socicte des Sciences de Bohéme (8 juin,
188R).

(?) Coordonnees paralléles et axiales (Paris. Gauthier-Villars,
1885, Note II).

(3) Vouvelles Annales de Mathematiques (1885, p. 259, § IV).
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de (My). On voit que /& n’est pas altéré par le change-
ment de § en § 4 o, et Pon en déduit que le lieu instan-
tané des points M/, correspondant a M, est la circonfé-
rence décrite sur 2 comme diamétre. En particulier, le
point M’ de la transformée orthotangentielle est diamé-
tralement opposé a M sur cette circonférence. En d’au-
tres termes, les projections de M et M sur la tangente
a (M,), en My, sont équidistantes de M,. De méme,
I'équation de la normale a (M), en M, est

2z cos + ysin = Asin0,

et la dérivation donne, en tenant compte des formules

(1) et (2),

2
— zsinb+ ycosb =4 dah sin0 + <2 h— ﬁ) cos0.
dsy 2o

La droite représentée par cette équation doit détacher

de la normale a (M,) un segment ——. Donc

cosf
A 2
(3) Io:lzih— sinﬁ—;—(ah—i)coso.
dsg Po

Il en résulte que les centres de courbure sont situés
sur une circonférence, et que le centre correspondant a
la transformée orthotangentielle de (M) est diamétrale-
ment opposé, sur cette circonférence, au centre de cour-
bure de (M). Il est facile de se convaincre que ce théo-
réme subsiste pour les centres de courbure de toutes les
développées successives des lignes (M) et (M').

Si ’on observe que I’angle de contingence de (M) est

db + Cﬂ, on a
Po
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d’ou, en vertu de (3),

th .
(4) s :./[;l.so sinf - (2— %) cosﬁ] ds,.

Sil’on connait I’éguation intrinséque de (M,) ct I'é-
quation axiale de (M), c’est-a-dire les relations exis-
tant entre g, s,, 8, les équations (3) et (4) font con-
naitre p et s en fonction de 0, et 'on en déduit, par
élimination de 0, 'équation intrinséque de (M). L’é-
quation intrinséque de la transformée orthotangentielle
(M) s’obtient en éliminant § entre les équations

, dh / hz\ .
o=h s, cosl — (oh — P-;) sin0,

( s = [[fléhv cos — (2;11) sin()] ds.
' dsy \ Po

Enfin, pour avoir la transformée (M”), relative a une
valeur quelconque de I'angle o, il suffit de changer § en
B + « dans les équations (3) et (4), ce qui donne, cn
tenant compte de (5),

A

(5)

(6) p"=—pcosa~ p'sina, "= scosx— s sina.
Soit, par exemple,

co=R, Oznfﬁo-

Onah= _E—r’ ct les formules (3), (4), (5), (6)

n
conduisent toutes a l'équation

(n-——1)2p2-— n?s?= <2n~—1 R)u-

n—1

Dans ce cas, toutes les lignes (M) sont égales a I'épi-
cycloide engendrée par un point d'un cercle de dia-
métre /1, roulant sans glisser sur un cercle 2n fois plus

grand.
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On peut dire que (M, ) est la podaire de chaque ligne
(M) par rapport a sa transformée orthotangentielle. In-
versement, cette transformée est 'antipodaire de (M) par
rapport a (M). Il suflit de supposer que (M) se réduit
4 un point pour retrouver les résultats connus de la
théorie des podaires proprement dites. On obtient la
théorie des développoides en supposant § constant, ce
qui entraine & = p,. Enfin, pour rentrer dans la théorie
des transformations axiales proprement dites, il faut
supposer que (M;) soit une droite. Pour p, infini ct
so=h, les formules (3), (4), (5) deviennent

S ainB- 2 22 cos0. s:[paﬁ,

d
f— Z_ — > — -~ «inf = o
o= cosh—» 25 Sin ), s f‘J do0.

Counnaissant 'équation axiale d’une ligne, ces for-
mules donnent, par élimination de §, 'équation intrin-
seque de la méme ligne et celle de sa transformée ortho-
tangentielle. Signalons, pourfinir, la formule qui donne
le rayon de courbure de la n*me développée d'une ligne
quelconque, dont on connait I’équation axiale. On a

on= Upsinh - ¢, cos,

ou
dn+2). dth
[ Up= T (Cuizp—1) A
dn—2)
+(Cpao— CGpy) JoeTT T
7/
. dn+1), . dn—1x
' $n Gpgay —(Cnso3=—Cnp)
o dfnt ’ LR YN
dn-3)

'—(Clm 2,5 Cn‘a) d()7;_7 -



