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SUR CERTAINES MOYENNES ARITHMETIQUES DES FONCTIONS
D'UNE VARIABLE COMPLEXE;

Par M. A. GUTZMER.

Extrait d’une Lettre adressée a M. F. Gomes Teixeira (*).

... Vous connaissez le théoréme de M. Rouché (2)
sur la moyenne arithmétique d’une fonction

o “+ o
f(x)= Eavxv ou f(x)= E ayz,
v=90 Y —=—0
selon lequel la moyenne arithmétique de toutes les va-
leurs de f;f), correspondant a une valeur déterminée
du module r de 1a variable

x = reb = r(cosd+ isinb),
est égale au coefficient a,, ce qui s’écrit

w, £

"

= Qan.

Ce théoréme, cité par plusieurs auteurs et d’une cer-

(*) Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas.
(*) Journal de U’Ecole Polytechnigque, XXXIX* Cahier. — Voir
aussi SerreT, Algébre supéerieure.
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taine importance dans la théorie des fonctions, a été
étendu par M. Thomae ().
Je vais vous communiquer dans ces lignes un théoréme
analogue qui se rapporte’ aux valeurs du carré du mo-
dule de la fonction f(x)le long d’un cercle autour de

l'origine, et qui sera publié prochainement dans les
Mathematische Annalen.

Supposons que la série de puissance

£

(1) fla)= Y aya”

v=0

converge absolument dans la région définie par [x|<R
(en désignant, d’aprés M. Weierstrass, par |x|le module
de la quantité x), et posons

z=rek (r <R):
I'équation (1) deviendra

f(z)=f(r,0) =Eavrv vy
v=0

et, en multipliant par la quantité conjuguée

F(r0)= E(_ly i e—pe

B=0
nous obticndrons

| f(r 0) 2= 2 y @y rvb el

Y, =0
«© L
~ O -
= -Zla‘,l'-'r?"-i— Z ayay ri+ ev-phe,
v=0 v, =0

(') Elementare Theorie der analytischen Functionen, p. 13o.
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En posant a,= a, + 37, cette équation devient

Lf (r 0)l2 =Y layf2 rey
+ 2 2 [(ayay+ ByBy) cos(v — )0
T (B By sin(y — w)0] e

@
= Y a oo

v=0

©

-+ 22 E [(aprrap—+ By Bp) cos A0
=1

=0
(a2 By — ap Bud) sin A0 ] r2u+h,

E (2 oy Bu fu) rtrd = Ay,
(2) e

2 (o4 Bp— Xy, @u+)\)r2u+)\ = By,

w=0

P'équation précédente peut s’écrire

(3) |f(r,®0)2= Zlav|2r2"+ ?.E(Ax cosAB —+ By sinA0).

v=0 =1

Cette équation nous donne immédiatement

| f(r,8+m)|2= E |ay|2rev + 22(—1)*(A)‘ cosAB -+ By sin A0)
r=1

v=0

et, par suite, nous aurons

S/ (r 0) 2 f (r, 8 4 7) 2]

=2 lay|2rv+ 22 (A, cos220 = By sin228).
=0 A=1
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De méme vous trouverez

oo =3)f (e 3]

= 2|a-,|'—’r2"+ 2}:(— 1A (A cos2h0 + By sin22A8),

v =1

ct, en additionnant ces deux équations, vous aurez
] =\ |2
o=l (ne--2)
4 2
. 3=y 2
'_‘./("7 0z~ ’/ ("y 6+ ')_)‘ l

= Elavlﬂrﬁ"—.— 22: (Ay) cos420 4~ By sin420).
r=1

En continuant de cette maniére, vous finirez par
trouver I’équation

\)."ZI/ ﬁ‘z”'>!

A =0

' z |ay[2r2v+ 2 2‘ [Agmicos(27X0)—+ Bymy sin(27220)].
v=0 h=1
Maintenant il est facile de se convaincre que la der-
niére somme s’approche de la valeur zéro, si n augmente
indéfiniment. En effet, en profitant des définitions (2)
et de la supposition faite dans la série (1), il s’ensuit

E [Agn) cos(27 0 )~ Bany sin(2728)]
A=1

®

< E 22"

> (l u.+2"). “P-l =+ | Bu+em Bul+lap+e™ Bul-+]ay Buram D

.-
< 3 D e (o] Bl (ageam ]~ Buvam )
A=t w=0

< 2 (g | = :3;[)2 re 2 ([ 4 gmy | —| Buremi )

n=0 A=1
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La premiére somme est évidemment une quantité
finie, tandis que la seconde en représente une sorte de
reste ; par conséquent, elle devra s’évanouir pour n in-
fini, et de méme le produit des deux séries.

Nous pouvons donc conclure que

2n—1

(5) llm ;2‘f<r,0+ n—l ’—Elavlzrw
V=0

Or, le premier membre de (5) représente la moyenne
arithmétique des carrés des modules de (1) pour tous les
points du cercle |x|=r.

En indiquant cette moyenne par M,, nous avons

(6) M,.[f(x)P:M,.liavx"rimvPr“.

V=0 V=0
Cette équation nous fournit le théoréme suivant :

La moyenne arithmétique des carrés des modules de
toutes les valeurs que la série

f(x):iavx"
v=0

puisse avoir le long du cercle |x|=r, situé dans la ré-
gion de convergence, est égale a la somme des carrés
des modules des termes de la série.

Il est aisé de voir que ce théoréme subsiste encore
pour des séries plus générales d’une seule ou de plusieurs
variables. De méme on peut énoncer ce théoréme pour
un cercle quelconque, situé dans la région de conver-
gence de la série, pourvu qu’on prenne, au lieu de la
série proposée, son développement autour du centre du
cercle. Mais je n’y insisterai plus.
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Dans ses recherches sur les séries trigonométriques ('),
A. Harnack a trouvé quelques formules intégrales, qui
ne sont autre chose que des théorémes sur la moyenne
d’une fonction, et il est facile de déduire d’une de ces
formules une autre démonstration de notre théoréme,
laquelle je dois a une lettre dont M. W. Dyck m’a
honoré; il s’ensuit que ee théoréme a plus de généra-
lité qu’on ne croirait d’aprés la démonstration donnée
ci-dessus. Cependant A. Harnack n’a pas tiré des con-
séquences de sa formule pour les fonciions d’une va-
riable complexe. Mais cette formule (*) m’a inspiré
une nouvelle démonstration du théoréme énoncé, que je
me permets de vous communiquer.

En effet, en partant de I’équation (3), nous aurons
par intégration

27 2

[ If(e)I?dO:'[ iy ao

v=0

27 2
“+2 [ E(A)\cos)\()—!,—B)sin)\e)dO
SO =1

o
= 2n2[avl2r2v
v=0

@

27 27
+22<A;‘f0 cosk0d9+B;‘[ sm)\0d6>

A=1

1]

=27

s

l ay |2 r2v

[Ax (sm)\)\e ):“+ B, <—— c;\slﬂ)i"].

1

<
Il
°

-+ 2

‘Ms

>
il

(*) Mathematische Annalen, t. XVII et XI\.
(?) Loc. cit., t. XVII, p. 127, éq. (III).
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Evidemment chaque terme de la derniére somme, et
par suite la somme elle-méme, s’évanouit, de sorte que
nous avons

I

27 hd
=) FICDIRIES WENT
v=0

Voila le théoréme sous forme intégrale. Vous voyez,
monsieur, qu’il suffit de supposer que I'intégrale au
premier membre a un sens, ce qui est conforme aux
conditions de A. Harnack pour les séries trigonométiri-
ques.

Considérons encore quelques exemples. D’aprés la
formule (6), nous aurons pour la fonction e+

r?n
M,|ex|2= (—n!—)_z;
n=0
ce qui devient, pour le cercle |x|=1,
Wl I
M| ex|2 = Z TR
n=0

A , e N 7t .
De méme nous aurons pour la série 2 3 la relation
n=1
»
2 ren
= 2 v’

n=1

M,

N
pEs

par conséquent, la moyenne arithmétique du carré du
module de cette série, pour tous les points du cercle

{x|=1, est égale a
L
DI
n* " go

n=1

L.
, . xn
La série E > posséde pour un cercle |x|=1r la

n==0
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©
2n

. ,o. r . .
moyenne arithmétique Z —=» qui devient, pour 7 =

Q2n ’

|

2
0

xn |2 1 16

on| T Aed 2 T 157

M,

2

et pour r =1,

Pour la série

il vient
2 ran
- ?

M, 3

log
°q

ou 7 < 1; la méme moyenne sc trouve pour la fonction

hed x,‘
log(142) = ¥ (—1)y—1 2,
n
n=1
car évidemment on a

@
ran

M, |log(1+2)|2= ,

nt
n=1

ou r < 1; de sorte que les carrés des modules des deux
I

1—X

fonctions log(1 + x) et log ont la méme moyenne

arithmétique pour les mémes cercles.

Parmi les conséquences qu’on peut tirer du théoréme
énoncé, je ne mentionnerai que la suivante. En dési-
gnant par ¢ des quantités positives, nous aurons certai-
nement 'inégalité

e+ a3y >2q9p9y (& V).

Formons cette inégalité pour toutes les valeurs de y,
V=1, 2, .... m, 32 v; nous trouverons facilement,
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par addition,

("l—')2‘9p>12 qugv  (pFv)

=1

Ajoutons aux deux membres de cette inégalité I'ex-
pression g3+ g5+ ...+ ¢5,; il vient

wSoi>( Zon)

\ =1 /

m 2%
2 )5

Si nous posons maintenant

ou

quﬁ,f<r 0+z" 1>’ et m = an,

nous aurons
2" —1

P
o Sl i)

2 p=o
2"2| <r’0+2ﬂ >‘>—— on ’

d’ou il suit, a I’aide de I'équation (5), pour ~ infini,

Elav|zrw> lim —E}f<r o+ 2 ’)l

v=0

A gauche, nous avons une quantité finie et déter-
minée; par conséquent, la quantité a droite devra étre

finie, et comme la sommeE I f( b+ - o

gn—1

) ‘ est cer-
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tainement divergente, il faut qu’elle devienne infinie du
méme ordre que 2”.

D’autre part, le second membre représente la moyenne
arithmétique des valeurs que le module de f(x) par-
court pour le cercle | x | = . Nous avons donc le théo-
réme suivant :

Tutorime. — La moyenne arithmétique des valeurs
que le module de la fonction f(x) parcourt pour tous
les points du cercle | x| =r est inféricure & la racine
carrée de la moyenne arithmétique du carré de ces
modules.

Nous avons donc une limite supérieure de cette
moyenuc arithmétique; je n’ai pas encore réussi a en
trouver une expression exacte par la méthode employée
d’abord dans cette lettre.

Pour déterminer cette expression par ’autre méthode,
on aurait a former

1
2T

[ |f(x) | db

*0

=L \/ Z avaur‘/*'b'-e(“ w9 g,

0 Yy =0

Peut-étre reviendrai-je une autre fois a cette expres-
sion.

Permettez-moi, mounsieur, d’ajouter a ces lignes une
nouvelle démonstration du théoréme de M. Rouché, cité

au commencement de cette lettre. Considérons la fonce-
tion

f‘i“’l‘) Zavrv—-A _Z ayrv— l\[coc(v —_ A)e -+ Zsin(v '—A)ﬂ]y
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en intégrant, on aura

27
f f(f)de
o x

:—_zavrv—kfm[cos(v—k)ﬂ—i—isin(v—k)@]dﬂ .

— k 2 (Y —
= 2‘1’Cak+20 rv—k [S’n(vv_ AA)O] oﬂ I3 [—COS‘iV— kk)e]:ﬂg (v;ﬁ/\‘).

Chaque terme de la somme, et par suite la somme
elle-méme, devient zéro, de sorte que nous avons Ja for-
mule

1 T f(x)
—[ Pav=a,

PX

ce qui démontre le théoréme de M. Rouché d’une ma-
niére nouvelle.



