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SUR LE NOMBRE DES RACINES
COMMUNES A PLUSIEURS EQUATIONS SIMULTANEES:
Par M. Emie PICARD.

La recherche du nombre des racines communes a
plusicurs équations simultanées a fait autrefois I'objet
des travaux de Cauchy, et de Liouville et Sturm. Plus
récemment M. Kronecker a rencontré aussi cette ques-
tion dans ses profondes recherches sur les caractéristi-
ques des systemes de fonctions de plusieurs variables
(Monatsberichte, 1869). Je viens de traiter ce probléme
dans mon Cours a la Faculté des Sciences; un résumé
de la Lecon que j’ai faite a ce sujet pourra peut-éire in-
téresser les lecteurs de ce Recueil. Nous allons nous
borner aux cas de deux et de trois équations simulta-
nées; U'extension de la méthode 2 un nombre quelconque
d’équations ne présenterait aucune difficulté.

1. Soient d’abord les deux équations
Fl (Z‘,}/): 0,
Fo(z, y)=o,
IYy et I, étant des fonctions continues de x et y ainsi
que leurs dérivées partielles du premier ordre dans unc
certaine région du plan. Soit dans celle région une
courbe fermée G je suppose qu'il n’y ait pas sur cette
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courbe de point correspondant a une solution commune
aux deux équations précédentes.
Je considere Nintégrale curviligue
P= L [ P e 0 dy.
2w

prise le long du contour C et dans le sens direct, ¢’est-

a-dire en ayant a sa gauche laire enveloppée. On a posé

oF | | ! g
e, Fo0
I or Iy
| ; = IF,
| 2 n 2
Pt o ) g

T
Ui caleul immédiat montre quel'on a
o 0Q

ay T or .

On cn conclut de suite, d’aprés un théoréme bien
connu, que 'intégralesera nulle si P et Q sont continues
a intérieur de C, ¢’est-a-dirve s’il n’y apas de racine
commune aux deux équations al’intéricur de ce contour.

Supposons maintenant qu’il y ait a Uintérieur de C
nn point A correspondant a une racine communc aux
deux équations. Au licu de calculer I en intégrant le
long de €, nous pouvons intégrer le long d’une courbe
queleonque entourant le point A. Or prenons ce point
pour origine, et développons Iy et Iv, d’aprés la formule
de Taylor

Firyy=aie+biy—+....

Fy(eoyi=ayr + byy +. .

je dis que P'intégrale ne changera pas de valeur, si nous
réduisons Iy et 1%, a ses termes du premier degré. En
ellet, concevons qu'on intégre le long d’un cercle de

rayon s ayanl A pour centre; nous aurons dans 'inté-
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grale I un terme indépendant de p, et une partie deve-
nant infiniment petite avec p. Le terme indépendant
de p n’est autre que 'intégrale I ou F; et F, sont rem-
placées par

ax+biy et ayx+byy;

la seconde partie doit disparaitre, puisque I'intégrale ne
dépend pas de p.

Nous avons donc

I— D rdx —ydr )
Tan Jo [(ax + by (ayx + byy)?] ’
ou
p=|@ o
ay by

Nous devons par suite calculer la valeur de I'intégrale
précédente le long d’une courbe, d’ailleurs quelconque,
enveloppant une fois 'origine. Pour faire rapidement
le calcul, intégrons le long de D'ellipse

(E) (@12 + b1y )+ (arx + byy)2=1.
En désignant par « et 3 les angles faits par la nor-
male extérieure a la courbe avec les axes Ox et Oy,

nous avons d’ailleurs d’'une maniére générale, en dési-
gnant par ds 'élément d’arc essentiellement positif,

dx = — ds cosB, dy = ds cosa;

I'intégrale devient donc

D
I= ;_:f(z cosa —+ 3 cosf)ds,
ou, en appelant 7 le rayon vecteur allant du centre de
Uellipse a I’élément ds et ¢ I'angle aigu fait par ce rayon

vecteur avec la normale

I= b rcosw ds.
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Mais il cst manifeste que I'intégrale qui figure dans
le second membre représente le double de Vaire de Vel
lipse. Or on trouve de suite que I'aire de Pellipse repré-
sentée par I’équation (E) est égale a

!

I

o

en désignant par |D| la valeur absolue de D. On a done
_ D

D]
et, par suite, 1 === 1, suivant que D est positif ou né-
gatil.

Quant a D, ce n’est autre chose que la valeur du dé-

terminant fonctionnel

OF, OF,

oxr d‘y
OF; OF, |
o oy |

au point A. Dans le cas donc ou il y a a I'intéricur de C
unc scule racine, la valeur de Uintégrale 1 sera == 1,
suivant que le déterminant fonctionnel de F, et I, au
point A cst positif ou négatif.

Silyaal mLerlLur de C un nombre queluonque de
muncs, on conclut immédiatement de ce qui précede le
théoré¢me suivant :

La valeur de 1 est égale a la différence entre le
nombre des racines contenues dans C, pour lesquelles
le déterminant fonctionnel est positif, et celles pour
lesquelles le déterminant fonctionnel est négatif.

Il ¢st claiv que nous avons exclu de notre analyse le
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cas ou pour une racine le déterminant fonctionnel scrait

nul, c'est-a-direle cas des solutions multiples.
Remarquons encore que le théoréme précédent aurait

pu étre établi plus rapidement, puisque U'on peut écrire

I

1=— A d<arc tang %),

2T 1

mais j'ai voulu suivre une marche entiérement ana-
logue a celle dont je vais faire usage pour le cas de trois
équations.

2. Soient maintenant les trois équations

Fl(xy Y z): 0,
Fo(z,y,35)=o0, .
. Fg(x,)’, z)=o0,
¢t S une surface fermée limitant un certain volume. Je
considére intégrale suivante étenduc a la surface F

I = ,—l-ﬂffA dy dz + B dz dx + C dx dy,
4 . :
ou

p. O OF
Yy s
F QE? ()_F‘Z
9 9z
I)F3 0F3
F'g _
’ o 3
A= _—Z___.d_ﬁ N
(F2+F2+F2)2
JoF, oF,
foo 5
F, T2 oF
2 dy Iz
. oF; oF;
I oy 0z
B — __Lv? ,
2

(F1+F}+F3)



. JF, JF,
f“ = dy
g, 2 OFs
; or Jy
i F, oF;  oFy

- dr vy

= v .

3
(F}+ F3+ F3)?

On vérifie facilement que, quelles que soient les trois
fonctions I9), Iy et Iy, on a I'identité
JA  JB 0C

— = 0.

_— —+
Jr dy 0z

Par congéquent, d’aprés une proposition bien connue,
Pintégrale I ne change pas quand on déforme la sur-
face d’intégration S sans rencontrer de points ou A, B
et C cessent d’¢tre continus. 1l en résulte que I'inté-
grale I sera nulle, §’il n’y a pas de racines communes
aux trois équations a 'intérieur de S.

Supposons maintenant qu'il'y ait a P'intéricur de S
un point A correspondant 4 une racine commune aux
trois équations. Au licu de calculer I en intégrant le
long de S, nous pouvons intégrer le long d'une surface
quelconque entourant le point A. Or prenons ce point
pour origine, et développons Iy, F,, Iy d’aprés la for-
mule de Taylor

Fi(r.y.s)y=aix+ by +c13+....
Fo(x, ¥, 3)=aex+byy + o5 +. ...

F3(~T7)')5)=a3z+b3,}’+ C33 +...

Nous montrerions ici, comme plus haut, que 'inté-
grale ne change pas de valeur, si nous réduisons F,,
Iy et Iy a ses termes du premier degré. L'intégrale 1
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devient alors

= b rdy ds+vdsde+ sdrdy
Tg= / /sl(“lJ'—"/’:,}’-'—Cni)“
o {

+(ayx +byy + s34+ (azr +byy +c; 5)?)

ol

cn P()S&l nt

ay [)] Cy
D=|ay b ¢
as by ¢

qqui est supposé essenticllement diflérent de zéro.

En désignant par 2, 3, v les cosinus des angles faits
parla normale extérieure a la surface d’intégration avee
les axes de coordonnées et en appelant ds I'élément
essenticllement positif de la surface, nous devons poser

dy dz = cosa ds. dz dx = cosf ds, dxr dy = cosy ds.
Si donc nous intégrons le long de Pellipsoide E

\ (ayr 4+ b1y +c13)2+(ax + by + ¢35)?

(E) +(asxr + b3y +c33)r =1,

Pintégrale deviendra

=2

4w,

[f(xcosa +ycosB + 3 cosy) da,

ou, en appelant 7 le rayon vecteur allant du centre de
ellipsoide a I’élément ds, et ¢ I'angle aigu fait par lc
rayon vecteur avec la normale,

l:z[—:‘:ffrcoscpda.

Mais I’intégrale double, qui figurc dans le second
membre, est égale a trois fois la somme des pyramides
élémentaires de sommet A et de base ds, et par consé-
quent égale a wois fois le volume de I'ellipsoide E. Or
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on trouve sans peine que le volume de (E) est égal a

T

|

‘ h

©

par suite, on a encore I'égalité

[ D
~ D]
¢l nous arrivons [iuu](:mcnt au méme énoncé (lll() pour

le cas de deux équations :

Lintégrale 1 est égale a la différence entre le
nombre des racines contenues dans S, pour lesquelles le
déterminant fonctionnel

I, oF, ol
dr Jv  ds
IFy Oy JF,

dr dy 03 ’
IoF;  oF; o0F, |
W l)}/ 93 ’

est positif, et celles pour lesquelles ce déterminant est
négatif.

On voit le role important joué par le signe du déter-
minant fonctionnel; ¢’est sculement quand ce détermi-
nant aura un signe invariable a Pintérieur de S que
les  considérations précédentes donneront le nombre
exact des racines. Ainsi, par exemple, pour le cas de
deux équations

Fi(z,p)=o.

Fo(x,y)= o,
si F'y+ 11", st une fonction analytique de x + iy, le
déterminant fonctionnel sera une somme de carrés; on
aura donc cxactement par Vintégrale I le nombre des
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racines situées dans un contour, et I'on retombera ainsi
sur le théoréme de Cauchy.
Pareillement, étant données les deux équations

P($7y)=0:
Q(:v,y):o,

ou P et Q désignent cette fois des fonctions analyliques,
uniformes et continues des deux variables complexes x
et y (nous posons x =x'+ix", y =3"+1y"), ces
deux équations reviennent aux quatre équations réelles

Pz, 2"y, y")=o,
Po(2', 2", ¥, y" )= o,
Q&' 2"y, ") = o,
Qo (&, 2", y', y") = o,

et on pourra représenter par une intégrale définie le
nombre des racines communes a ces (uatre équations,

\ . . , . I o )
correspondant a des points situés a lintéricur d’unc
surface S de Vespace a quatre dimensions (x/, 27, 5/, y");
le déterminant fonctionnel des quatre fonctions P et Q
a en effet un signe invariable.

NOTE SUR LA QUESTION DE MECANIQUE
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION EN 1887;
Par M. pE SAINT-GERMAIN.

Extrait d’une Lettre adressée a M. Rouché.

Puisque vous avez bien voulu me dire que je pourrais
¢étre utile a quelques lecteurs des Nouvelles Annales en
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leur indiquant une solution du probléme de Mécanique
proposé a I’Agrégation en 1887, je vais montrer qu’on
peut, par la voie la plus naturelle, arriver a cette solu-
tion et la pousser aussi loin que le permettent d’ordi-
naire les problémes sur le mouvement des systémes
matériels.

Soit S un cone droit, homogéne, dont le sommet O
estimmobile ctdont chaque élément m est attiré vers un
point fixe I par une force égale au produit de sa masse
par sa distance au point I' et par une constante w?; la
hauteur OH du cone est égale a a, le rayon de base a2a,

Ao 8 Ty . es ’ .
Ol a a3 enfin, a I'instant initial, angle FOH estdroit

¢t S animé d’'unc vitesse de rotation o \/; autour de la
bisscetrice de cet angle. On demande de déterminer le
mouvement ultérieur du cdne et la réaction du point
fixe; OM étant I'axe représentatif de la rotation instan-
tanée, montrer que le point M décrit, dans le cone et
dans I'espace, deux herpolhodies et chercherles quadri-
ques correspondantes; indiquer la position relative des
cones licux de I'axe instantané dans le solide S et dans
I'espace.

Prenons trois axes rectangulaires fixes, OX,, OY,,
07Z,, dont le dernier est dirigé suivant OF, ct trois axes
0X, 0OY, OZ liés invariablement au cone, OZ étant di-
rigé suivant OH. Nous chercherons d’abord les moments
d’inertie A et Cde S par rapport & OX ou OY et par
rapport & OZ : ¢ étant la densité du cone, w sa masse,

on trouve bien aisément
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cette égalité simplifiera beaucoup les résultats que nous
devons obtenir. ,
D’autre part, les attractions qui s'exercent suivant la
loi donnée ont, comme on sait, une résultante R appli-
quée au centre de gravité G du cone et égale a pw2GF.
Nous définirons la position du solide a I’aide des trois
angles d’Euler 0, 4, o. Le couple qu'on introduit en
transportant R parallélement a elle-méme au point O a
son axe K dirigé dans le plan des x,y,, faisant avec
OX, Pangle 180°+ 4 et égal a

pw? GF < OF sin GFO
o . 6 .
= uw20F < O0GsinGOF = 33 pw?a?sind,
Il est facile de trouver les projections de I'axe K sur
les axes mobiles et de former les équations d’Euler : en

1 - 6 . .
les divisant par % uww*a?, clles deviennent
, dp o dg P dr
1) —— =— w?2sinf cosw — = w?sin0sino — =o0.
7 T @ =

La derniére donne immédiatement, eu égard aux con-
ditions initiales,
(2) r=w.

Pour obtenir d’autres intégrales, je rappelle les rela-

tions qui existent entre p, ¢, r et les dérivées des angles

d’Euler,

o dy db

p=-sinbsing 7 T eose g

. day . d

3) q=sm()cosgoa7—-smfdly
do dy
" \ r —-Zi; +COSe jt-'

Cela posé, éliminons w? entre les deux premiéres
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équations (1) :
dp dyg

SiNG —— -+ CO08Y ——- = 0
T T dt

dt

multiplions par sinf dt et intégrons par parties; nous
aurons

sinO(psing 4 ¢ cosy)
— /(p sing -+ ¢ cosg)cosh db

——f(p cosg — g sing)sinl) dy = const.
ou, en remplacant p ct ¢ par leurs valeurs (3),

. dy "~ dy do
sin2) =% —— Q 0~ + 2 )dl= .
sin20 T / sin 0 (cnsJ a2 -+ T )d() const

le cocflicient de sin df est égal & 7 oua w et 'on a, en
intégrant,

!
(4) sin20 i{l—:” “+ wcosh = w.

Ajoutons enfin les deux premiéres équations (1) apres
les avoir multipliées par 2 p ct 24

ap %1,—) +2q dg?- = —2w?sinb(pcosg — ¢ sing)
= (‘l:‘nﬂdq'
=—ow2sinl -

Pintégrale cst, en tenant compte des données initiales,

(5) ,;2+q?=;(:—:+sin2() Z‘f: = w2 (14 2.c080).

On et pu éerire directement les intégrales (2), (4)
et (5); les deux premiéres expriment que les projec-
tions de I'axe du couple des quantités de mouvement
sur OZ ct sur OZ, sont constantes; et, en effet, d’apres
unc remarque de M. Resal, la vitesse de 'extrémité de
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cet axe est représentée par K, perpendiculaire sur OZ
et sur OZ,; U'intégrale (5) est celle des forces vives, le
travail de R étant, comme on sait,

é uw? [(GF):—— Gl?z]z g naw?cosh.

De I'éguation (4) nous tirerons

. (f'fJ_ w
(6) 4T T cose’

ct, en substituant cette valeur dans (3), nous aurons

(- 9?2 . , cos0(2 = cosb)
- Al 2 08P 2 T cos )
it N
cos2 -0
2
. . I . ,
Silon pose sin ;9 = -=, on peut tirer de cette équa-
YA

tion

1 1 3 1
sin - § = —= cosam <mt /—) <m0d -—_>;
2 Va2 \ 2 V3

mais, sans recourir aux fonctions elliptiques, on peut

conclure des équations (6) ct (7) que 6 décroit d’abord
depuis = jusqu’a — = pour revenir a —, et ainsi de suite,
2 2 2

tandis que ¢ croit constamment et sans limite. Sur une
sphére décrite du point O comme centre avec a pour
rayon, le lieu du point H sera une courbe formée, en
général, d'une infinité de boucles tangentes au grand
cercle situé dans le plan des x,y, et s’entrecoupant au
point qui est sur la partic positive de OZ,.

L'équation (2) et la derniére des équations (3) don-
nent 4 J J

0 i\ w
et g = = 2
Ann. de Mathémat., 3 série, 1. VIII. (Janvier 188y.) 2
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on peut choisir les axes de sorte que » et ¢ s’annulent
pour ¢ = o; ces deux angles seront constamment égaux,
ce qui achéve de nous faire connaitre le mouvement du
cone.

1l s’agit de calculer la réaction E exercée par le point
fixe. Soit J I'accélération du centre de gravité; les forces
extérieures R et E ayant pour résultante Jyu, on en
pourra conclure la projection de E sur un axe quelconque.
Je chercherailescomposantesde E : 1° suivant la trace OU
du plan OXY sur OX,Y,; 2° suivant la droite OV per-
pendiculaire & OU dans le plan des xy; 3° suivant OZ;
c’est celles qu’on calculera le plus facilement si I'on se
rappelle les formules de Rivals qui expriment les com-
posantes de I'accélération d’un point x, y, z d’un solide,

savoir :
— i ps e g% dr
Je=plpx ~qy —r3)—w2x -3 at Y ar
ir d
hh=q(pr—qy-~rs)— w2y —x :{—; — 3 (_If’
_ O & dq
J.=r(pr-+-qy-+-r3)—w2s- Y T g

. 3
Remplacons 2, 3, = par les coordonnées o, o, adu
4
. ~ dp dp dr
point G, i i ar Py leurs valeurs (1), p, ¢, r par
leurs valeurs (3) ct supposons ¢ = o : nous aurons les
projections de 1'accélération du point G sur OU, OV,
0OZ :

o —= :' aw -
o 7
J,—= »; aw<sinf <(.J_;, z%);
K 162 . W2
J.=— i a (L; - sin?0) (I‘J— .
- b \de2 de
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Les projections de R sont
R, = o,
8 .
R, = 3 uw?a sinf,

8 3
R; = pwla (—cos()~ =}
‘ 5 4)

\

On trouve, en définitive,

3 dan 3 /cos28 — 2cos0
Ey=pl,—R,= > paw — = - pwla V.eosTh —macesy
! 4" dt 4 I
cos - )
2
. uw?asinf 2 17 cosh
IL‘,:——‘ 4
20 1+ cosf
31
E;=— “— pw?acosh,
10

ct la discussion de ces formules n’offre pas de diffi-
cultés.

Considérons maintenant I'axe OM qui représente la
rotation instantanée v de S ct cherchons le lieu V du
point M dans le cone. Les coordonnées relatives de ce
point sont p, ¢, 7 : r restant égale a v, la ligne V est
située dans un plan II qui coupe orthogonalement OZ en
un point fixe P a la distance w de l'origine; faisons
PM = 5, MPM, =2 et cherchons comment varient ces
coordonnées avec le temps. On a d’abord

dne . L2
pr=prtqt= P sin2( %2— = w?(1+ 2 cosf),

02— w2

(8) cos@:—z-w—z~

Différentiant la valeur de g2, élevant au carré et
tenant compte de I'équation (7), on a
, dp?

. 162
2 _ﬁ; — w*sin26 E??_) — LUS(] — CoS (1)(-(.:6([ Y (\()Qe)
« 2

O



((20)

ou, en remplacant cosf par sa valeur (8),

dp? 1
(9)  prgm = (P (e = 3un)(pr 3ot

D’autre part, en vertu des équations (1), (3),(6), on
a, pour lc double de la vitesse aréolaire du point M,

dh _ dq dp _ . .
p? A TR sin0(psine + ¢ coso)
== w?sin20 fg = w?(1 — cosf);

remplacant encore cosf par sa valeur (8), il vient

ZAN I
(10) 2 = 3w —p),

M. Darboux a montré que la forme des équations (g)
et (10) est caractéristique : elles définissent le mouve-
ment d’un point qui déerit une herpolhodie, dans I’ac-
ception générale du mot. Soit un mouvement de Poinsot

défini parles équations

., i 2 .
les quantités % ’ z % ont des valeurs constantes

h, g*, et la quadrique

touche un plan fixe aux divers points de I’herpolhodie
correspondante; les variations des coordonnées g, A du
point de contact sont donuées par les équations

o ’ \
. i (,, m ) " m. ) (F._ m_\
;o - 52 e s —_ 5 e
{12 ! agt— N )\’ bor—h ]! cot-——hy

/

dh . hg®m

~

S

2

1
I

S
h

~
~

>
I

-

~
Yo
S
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oul'on a posé, pour abréger,
‘ I
m=— het (ag?— h)(bg2— h)(cg2— h).
I suffit d’identifier les derniéres aux équations (g) et
(10) pour avoir
I 1

h=-, g = —) m=—
4 ° 2w

&

=W

19

a == — 20?2, b =o, c= 2w,

La quadrique qui correspond a I'herpolhodie V se
réduit donc a un hyperboloide a deux nappes infini-
ment aplati et la polhodie est un arc de I’hyperbole
équilatére représentée par 'équation z*— x?= 20?2,
L’équation de I'herpolhodie V s’obtient en éliminant dt
entre les équations (g) et (10); la forme de cette équa-
tion et le fait, aisé a établir, que V n’a pas de pointd’in-
flexion, montrent que cette courbe ressemble a une hypo-
cycloide dont les festons toucheraient le cercle déerit du
point P comme centre avec w pour rayon, tandis queles
points de rebroussement seraient sur un cercle de rayon
wy/3. Lerayon vecteur PM tourne constamment dans le
sens positif : comme il varie entre w et w\/g, OM varie
entre /2 et 2w, ce qui limite I'arc d’hyperbole qui joue
le role de polhodie; quand OM atteint sa limite 2w,
le plan de I'hyperbole est perpendiculaire au plan II.

Dans Vespace, les coordonnées du point M sont égales
aux composantes de la rotation w suivant les axes fixes,

= cos¥y 512 - sinf sind .
pr=cosy gy sinfsing 5

—{ 0 eoe, 42
qu = siny - - sin ) cosd 4’

- 4y o 49
ry -~ dl - COS ?l/ .
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Nous avons pu faire en sorte que les o et ¢ fussent
conslamment égaux; on aura donc

Pr=p 91=—9, ri=r;

il en résulte évidemment que, dans I'espace, le point M
déerit une herpolhodie V, égale a V, située dans un
plan II; qui coupe orthogonalement I'axe OZ, en un
point Py tel que OP, soit égal a w; seulement, le rayon
vecteur P, M tourne dans le sens négatif.

On pourrait donner au solide S le mouvement qu'il
prend dans les conditions données en supposant qu’il
soit lié invariablement 4 un cone (C) qui aurait O pour
sommet, V pour base et faisant rouler (C) sur un cone
égal (Cy) qui a V, pour base; les deux cones seront
constamment symétriques par rapport a leur plan tan-
gent commun; toutefois, ils coincideront quand leur
génératrice commune passera par 1'un des points de
rebroussement de V ¢t de V, ; larotalioninstantanée est
mesurée a chaque instant par la distance du point fixe
au point de contactde V etde V,.

NOTES SUR UN POINT DE LA THEORIE DES SERIES:
Pirn M. Aveuste GUTZMER.

Dans ses Remarques sur divers articles, concernant la
théorie des séries ('), M. Cesaro s’occupe de telles séries
ou le quotient de deux termes consécutifs peut devenir
aussi grand que 'ov voudra, bien que la série soit con-
vergente. Peut-étre n’est-il pas sans intérét de constater

(') Voir ce Reeuetl, 3¢ série, t. VII, p. for a jos.
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qu’on connait depuis longtemps des séries jouissaﬁt de
cette propriété. Ainsi M. Stern dit, dans une Note de son
Lehrbuch der algebraischen Analysis (') : Wenn die
Glieder theils zunehmen, theils abnehmen, lassen sie
sich, wie sich von selbst versteht, bei der grossen Man-
nigfaltigkeit der hier moglichen Fille, eine allgemeine
Regel geben. Cette petite remarque prouve que M. Stern
a eu en vue, en eflet, des séries jouissant de ladite pro-
priété; mais il ne donne aucun exemple.

De méme M. Eugéne Catalan a considéré ces séries
et il a consacré, dans son 7raité élémentaire des sé-
ries (*), un paragra}x)he A des séries a termes croissants
et décroissants. Dans l‘n"s 40 et 41 de son Livreil dit:
« Jusqu’a préseni,‘nous avons supposé que les termes
de la série proposée décroissent indéfiniment, du moins
a partir de 'un deux ; et nous avons indiqué diverses re-
gles au moyen desquelles on peuy, dans tous les cas, re-
connaitre la convergence ou la mi\%:vcnce. Mais il peut
arriver que le terme général u,, tout zhé\yant pour limite
zéro, soit exprimé par une fonction de n tautdt croissante
et tantot décroissante. Il parait trés difficile de trouver
des régles simples, relatives a ce cas singulier. Nous
nous contenterons d’énoncer la proposition suivante :

Tueoriese XV. — 5S¢ les quantités oo
Wy, Uy, Uz, ..., Up,

en nombre infini, peuvent formner des groupes

SUIE U Uyt e U,
G2 Upaq—+ Upas—+ ..o =+ Uy,
83 = Ugs 1+ Ugrr—= oo = Up,

Leipziwg, 1860, p. q1.
>aris, 1860, p. 27,

—_—
<~
-
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qui diminuent indéfiniment (en wvaleur absolue); les
séries
(U) uy + Uy ..

(G) 1o+ .. = &i ...

R T

sont en méme temps convergentes, divergentes ou indé-

terminées. De plus, si elles sont convergentes, elles ont
meéme somimne.

M. Catalan n’a pas énoncé le théoréme démontré par
M. E. Weyr (*). Mais il ¢n a donné, dans le n° 42 de
son T'raité, trois exemples. En premier lieu, il considére
la série

I
TRt RTe TR ET

dont le terme général est

» 1
n = oI o

T (n+1cosnm)?
En posant généralement

T |

- (20— (2i—+2)2

o
&

M. Catalan conclut que gi<m; par conséquent
la série (G) est convergente et, d’apreés le théoréme eité
ci-dessus, de méme la série (U). En second lieu, M. Ca-
talan démontre, par un groupement analogue, la diver-
gence de la série dont le terme général est

1
Uy = ——————

- 7
n—1-+ Ccosnm

et, en dernier lieu, il démontre, de la méme maniére, la

(") Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas, t. VIII.
P 47 & 100,



(25)
convergence de la série

© o

2 : 2 : 1
u” ot .
nw nw

n=1 n—t nSin — — n2cos—
2 2

Cette remarque littéraire montre qu’on a déja connu
depuis longtemps des séries jouissant de ladite propriéié;
mais il restait dans la théorie de ces séries une lacune,
remplie maintenant par les nouvelles recherches provo-
quées par les deux articles de M. Lerch (*). Quant a ces
derniers, ajoutons quelques remarques tirées d’une
lettre que M. Lerch m’a adressée.

Dans les Contributions & la théorie des séries infi-
nies, M. Lerch a employé la notion, un peu généra—
lisée, du dérivé d’'un ensemble de points ( Punktmenge),
dans le sens de M. G. Cantor, pour les éléments de la
théorie des séries. En particulier, il a considéré I'ensem-

s e s v 122 N
ble caractérisé par la formule ~:¢—+3, ou les u, sont les
v

termes positifs de la série infinie
U=uwuo+uy+ug—+....

Il a reconnu alors que la convergence de la série u n’a

, . . . i,
pas pour conséquence lexistence d'une limite de faias;

Ly
(pour v infini), mais que ce quotient peut surpasser méme
toute quantité donnée. Il a montré cela pour quelques
cas particuliers qui sont de la forme

(l) (lo“—bo—!—(ll—“—bl—‘!*ag“?—bg+.4..

(') Contributions a la theorie des series infinies (Comptes
rendus des séances de la Socicte royale des Sciences de Bohéme.
Prague, 13 mars 1885).

Remarque sur la Theorie des series (Jornal de Sciencias ma-
thematicas e astronomicas, t. VII, p. 709).
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ou Xa, ct b, sont des séries convergentes; les exemples
plus simples de M. Cesaro sont du méme type.

M. Lerch m’écrit qu'il n’aurait pas publié ces séries-
la s’il n’avait pas eu, pour son but, un autre exemple.
Pour démontrer lc théoréme que la série Sva,x’™' est
conyergente dans la méme région que la série Tayxv, on
s’appuic sur la remarque () que le quotient de¢ deux
termes conséeutifs, du moins a partir de 'un d’eunx,
doit ére inféricur a 'unité, ce qui n’est pas vrai. Mais,
si 'on n’avait pas d’autres séries que celles de la forme (1),
on appliquerait seulement la démonstration a chacune
des séries régulicres

Wy~ (X2 Ay 2%+ ..,

box by a3 2 byad + ...,
pour conclure de la convergence de la série
ag-- by + a 22 -- b &3 4~ ayxh+ by’ ...

celle de la dérivée. Clest pourquoi M. Lerch a construit
la séric

1 ;
~{log n)il+ logny

-
(2) \ a:u-(lo;::z)gz (0<a<l<‘:‘r’.
n

ou (logn) désigne la partie entiére du logarithme vul-
gaire de n on le nombre des chiflres de ;5 et ¢’est pour-
quoi celle-¢i me semble étre plus remarquable que celle
de la forme (1),

En outre, les séries de la forme (1) et les séries ana-
logues de la forme

2y o o

n (ST . .
ay el A e i I A

. (¥ o
-, —_—

02 —a
Ay . ('V

(') Voir. par exemple. HarNack, Die Flemente der Differential-
und Integralrechnung. Leipzig, 1881,
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ont la propriété que, si le quotient de deux termes con-
sécutifs peut devenir infiniment grand, il doit aussi de-
venir nécessairement infiniment petit. Cette circonstance
ne s’offre pas dans la séric (2) de M. Lerch.
La convergence de la série (2) n’exige pas, en eflet,
la condition g < 81_2 Pour avoir un exemple d’une série

irréguliére, il suffit de prendre
u, = gn—n) gint (o<1 g),

ou (n) est le nombre des chifires de n. Mais, si n est de

u
la forme 10¥—1, on aura 2!

= g*W+1; par consé-
n

(uent, le quotient peut surpasser toute quantité donnée.

SUR LES EQUATIONS RECIPROQUES;
Par M. Ci. b8 COMBEROUSSE.

1. Soit I'équation algébrique quelconque

o(3)=Agam--Ayam-l- Aysm=21 ..

= Ap—g 32-i- Ap—13+ A, =o.

. I , .
La transformée en — de cette équation est
3

. A 2
w<l>:ﬂ+ ! -v——-é;——(‘-

Zm gm—1 gm—2

Am—-'?. ,
-
32

Am—y
I A m = 0,

z élant supposé ditférent de zéro, wmultiplions les deux
membres par s™ et renversons ordre des termes; nous



( »8)

aurons

i 2
z”*z;(— — A3t Mg 3l A g S
¥

4+ A,324+-Ajs+Aj=o.

: . , i .
On obtient donc la transformée en - en échangeant dans

la proposée les cocfficients des termes également éloi-
gués des extrémes.

. . , I
Pour obtenir maintenant la transformée en — — de

I'équation o(z)= o, il suffit de changer z en — z dans
le résultat précédent. L'équation de la nouvelle trans-

formée est ainsi :

(_;)rn(?(__ :) = A, (— ;)nlilﬂ)\m g (= 3ym-3

. A (= 3)m—2-

A — 32 A--3) - Ay=o.

Suivant que me sera pair ou impair, on changera dans
le second membre les signes des termes de degré impair
ou pair. De cette maniére, le premier terme du second
membre aura toujours le signe +, et le facteur (— z)™
du premier membre scra toujours remplacé par z7. On

. , 1
aura donc finalement, pour la transformée en — -,
1
Mo <— -> = A — N s L N, asm—2—
3

AR5 Ay =o.

2. La dernitre transformation effectuée conduit na-
turellement & étude des équations réciproques de se-
conde espéce.

On peut appeler ainsi toute équation 2(z) = o dont
les vacines, an lieu d’étre simplement réciprogques, sont
réciproques et de signes contraires. A unc racine z == a
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i . 1 1 .
répond alors une autre racine — = et le produit
des racines conjuguées, au lieu d’¢tre égal & 1, est égal
a—i.

La théorie des équations réciproques de seconde
_ espece est toul a fait analogue a celle des équations ré-
ciproques ordinaires.

3. Si I’équation ¢(z)=o0 a ses racines réciproques
et de signes contraires, elle a les mémes racines que sa

, 1 . . ,
transformée en — —. On a donc identiquement, en dé-

<

signant par ) un facteur constant approprié,

1
(1) t?(z):>x~""?<~ ;)
ou
Apzm - Ayam—1 4 Agzm=2+ . A, 532+ A, 15-+A,

= AA s — AA 131 A g a2 —
S AALs2 T AA 5 T AA
2 3 1 0y

c’est-a-dire

AO:—_- )\Ama Al:—‘)\Amﬂh A2: )\Am—‘b e
Ajps =" AAg, Am—1 =122 Ay, A=A,

Il en résulte, en rapprochant les égalités extrémes,

A_O___)_—pl ou A==,

On a donc les deux solutions
A="1 et A=
La premiére conduit aux conditions
Ag="=A,, A=Ay, Ay =:1= A, cell
la seconde, aux conditions

Ag=="tAm Ay==iAn_;, Ay=""TAmy,  ....
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Mais on peut ramener les équations considérées a un
type unique, en remarquant que les seules racines qui
paraissent sc correspondre @ elles-mémes sont données
par la relation

1A
[

¢ est-d-dire

Admettons donc que I'équation 9(z) = o nc posséde
aucunc racine égale 4 + { ou a — I, ¢t reprenons iden-
Lité

(1) 7(3) = >~:'"?(~ -')-

~ . . . f .
Fa y faisant z = -+ 1, on a, pulsque — -~ = -+,
v 12

(2) o(i) = 2(D)m o (i);
en y faisant z = — i, on a également
(3) o(— 1) = A(—= i) g(— ).

©(i) et o(—1) dlant difiérents de zéro par hypothése,
on a, cun multipliant membre 4 membre, les rela-
tions (2) et (3), et en simplifiant,

1= 23 (— 2)ym=)2 ou A =1,

Si I'on remplace maintenant X par cette valeur, dans la
relation (2) par exemple, il vient

N i . L .
L‘«(l)—-..(L)’"t‘S(l) ou m =

ce qui exige que me soit pair. ‘
Par suite, lorsque Uéquation réciproque de seconde

espéce ne renferme aucune racine —- i ou — i, la solu-

tion ) ===k i Wexiste pas, I'équation est de degré pair,
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et les coefficients des termes & égale distance des ex-
trémes sont ALTERNATIVEMENT €égaux et de méme signe
ou égaux et de signes contraires.

Supposons maintenant que I'équation ¢(z)=o0 ad-
mette des racines -+ I ¢t — Z, ¢t mettons-les en évidence
en écrivant

6(3) = (5 — )P (3 + 1)1 f(3).

L’équation f(z) = o n’aura, par hypothése, aucune ra-
cine égale & 47 ou & — 1, et elle renfermera les autres
racines, conjuguées deux a deux, de 'équation ¢(z) = o,
supposée réciproque de seconde espéce. L’équation
f(z)=o0 sera donc elle-méme réciproque de seconde
espece, et elle remplira alors les conditions que nous
venons d’énoncer.

Or, il est toujours facile de débarrasser préalablement
I’équation considérée des racines == i qu’elle peut avoir.
En substituant + 7 ou — i dans le premier membre de
P’équation, on voit facilement si le résultat obtenu est
nul; et, dans Iaffirmative, on n’a qu’a diviser ce pre-
micr membre-par z—i ou z—+ i, pour supprimer la
racine correspondante.

Auw point de vue de leur résolution, il est donc
permis de ne conserver, parmi les équations réciproques
de seconde espéce, que celles qui sont de degré pair et
dont les coefficients également éloignés des extrémes
sont alternativement égaux et de méme signe ou égaux
et de signes contraires.

4. Le type de ces équations est

Aoz2n+ Al;2n~1 - Ay z2n—2 Aazﬂ’l"-’»h. ..

(»/
2 4= Apsie. . — Agz3 4+ A2 — A3+ Ag=o.

Si I’on pose

(5) T —

] -
il
~
<
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. . ’ I .
chaque couple de racines conjuguées (a et — ;) conduit

a une scule valeur de u qui est <a —_ 2) En éliminant z
entre les équations (4) et (5), on obtiendra une équa-
tion en u de degré moitié ou de degré n.

Rapprochons dans le premier membre de 1’équa-
tion (4) les termes également éloignés des cxtrémes,
aprés avoir divisé par z les deux membres de 1'équa-
tion. On a ainsi

1 1
Ao <~ ] > A (;n—t - TH)
! I B
(6) ‘ Ay <5" 2 - ;T-Z)

1
- Aa (g8 — —— ) = 0.
( f .\‘,< ;"«3> ... =0

Il ne reste plus qu’a calculer en fonction de w les bi-
némes

| =

, gh—1_— _l_, SH=2 4 l_, gh—3 !

ohn - p—
Sh - — s
! n Fn—-1 -2 Zn-3 ’

3]

ou les signes - ¢t — alternent. Pour ccla, nous aurons
recours a la relation générale

b IV (s XYmook - L g T
ot ;/x' z - 2k+‘ = z_k'—l’

ou l'on doit prendre ensemble les signes supérieurs et
les signes inférieurs.

11 en résulte done

1 1 1
gh+t— _ — | gh— . k—1 — .
(7) gh+1ot: ;k+x_<‘ = ;k>u : <z _-i—_zk_>
En prenant alternativement les signes supérieurs et les
signes inférieurs, cette formule donne 'expression d’un
binome quelconque en fonction de «, a I'aide des va-

leurs des deux binémes précédents. En partant des deux
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. I L1 .
bindomes z— - = wet 2°+- — =2, et en faisant succes-

3

sivement k=1, 2, 3, 4, ..., nous aurons

):u2+2,

T
9
,l_
-
[
TN
1]
|
AR
S—
|
..]_
~~
P
+
3] I -
<

ud + 3u,

2]
|
W=
N——
i

=w+5ud+5u,

y
+
l:\l.-
Il
—
,
|
t:’|...
S—" N N
&
+
N N
8
+
l!l..
»

>= ur -+ 4ur+4- 2,

lll"'

11 est évident d’ailleurs que ces binomes sont bien ceux
qu'on a a calculer; car, le premier terme de 'équation
donnée étant supposé toujours positif, et les racines
conjuguées deux a deux ayant un produit égal 4 —1, le
dernier terme est alternativement négatif et positif dans
les équations successives du deuxiéme, du quatriéme, du
sixiéme, du huitiéme, du dixiéme degré, ... qu'on peut
avoir a considérer.

On voit que I'équation en u sera bien de degré n.
Quand on ’aura résolue, les racines de I'équation en z

= u,

ISR

seront fournies par la relation générale z —
c’est-a-dire par I'équation du second degré
(8) 32— uz—1=o0,

dont le produit des racines est, pour chaque valeur de «
et comme cela doit &tre, égal a — 1. Ona

ui\/ui—i—4
e ——
2

5=

et les 1 valeurs de u conduisent ainsi aux 27 valeurs
de z.

Ann, de Mathémat., 3 série, t. VIIL. (Janvier 188g.) 3



SUR QUELQUES PROBLEMES DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE
CONCERNANT LES SURFACES GAUCHES DU SECOND DEGRE:

Par M. G. FOURET,
Examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique.

On rencontre, en Géométrie descriptive, un certain
nombre de problémes qui consistent ou se raménent
immédiatement a chercher les points d’intersection
d’une droite avec une surface gauche du second degré,
définie par trois directrices rectilignes, ou par deux
directrices rectilignes et un plan directeur. Les solu-
tions que 'on donne généralement de ces questions nous
ayant paru laisser a désirer, au point de vue de la sim-
plicité et de I’dlégance, nous avons pensé qu’il serait
peut-étre utile de faire connaitre celles auxquelles nous
avons été conduit, en nous appuyant sur les notions
les plus élémentaires de Géométrie projective.

Nous résoudrons tout d’abord un probléme relatif a
la parabole, dont nous aurons a fairc usage dans la suite
de cette Note.

Mener, dans un plan, par un point donné m, une
tangente i la parabole () qui touche trois droites don-

nées (A), (B), (C), et dont l'axe est paralléle @ une
direction donnée (1).

Soient a et b les points on la droite (C) coupe respec-
tivement les droites (A) ct (B) (fig. 1). D’aprés un
théoréme bien connu du a Steiner ('), on obtient un

(") Les hauteurs d'un triangle circonscrit « une parabole se
coupent sur la directrice de cette courbe.
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point de la directrice de la parabole (), en preuanl.‘ le
point d d’intersection des perpendiculaires abaissées res-
pectivement des points @ et b sur les droites (B) et (A);
par conséquent, la directrice est la perpendiculaire de

Fig. 1.

abaissée du point d sur ]a direction (3.). On a cnsuite
le foyer f, en remarquant que, le symétrique de ce point
par rapport a4 une tangente quelconque étant sur la di-
rectrice. la droite symétrique de la directrice par rap-
port a cette tangente passe par le foyer. En conséquence,
les symétriques des droites (A) et (B) par rapport a de
se coupent au foyer f. La syméirique de de par rapport
a (A) s’obtient d’ailleurs simplement en joignant le
point j, ou (A) coupe de, au point / symétrique de d par
rapport a (A). La symétrique ¢k de de par rapport a
(B) se construit de la méme maniére. I v’y a plus main-
tenant qu’a appliquer la construction classique, qui
fournit les tangentes menées d’un point donné a une
parabole dont on connait le foyer et la directrice. A cet
effet, du point m comme centre on décrit une circonfé-
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rence passant par f; on joint le point faux points g et
I de rencontre de cette circonférence avec la directrice
de, ct du point m on abaisse respectivement sur fg et
S les perpendiculaires ms et mt. Les droites ms et mt
sont les tangentes cherchées ().

Remarque. — Si, au lieu de connaitre la direction
de'axc de la parabole, on en connaissait une quatriéme
tangente, on déterminerait, d’aprés le théoréme de
Steiner, un sccond point de la directrice de, et la con-
struction s’achéverait comme précédemment.

1. Construire une droite rencontrant quatre droites
données.

Soient (X), (Y), (Z), ('I') quatre droitcs données,
occupant dans I'espace des positions quelconques les unes
par rapport aux autres. Imaginons la quadrique engen-
drée par une droite mobile A, ’appuyant sur les trois
droites (X), (Y), (T), et considérons les deux points
d’intersection de cette quadrique avec la droite (Z).
Par chacun de ces points passe une droite, ct une seule,
telle que A. Les deux droites ainsi obtenues satisfont aux
conditions du probléme, lequel est par conséquent ra-
mené a chercher les points de rencontre de la droite (Z)
avee la quadrique gauche (T), qui a pour directrices les
droites (X)), (Y), ('T).

Prenons, a cet effet, un point o sur (Z) et un plan
(I1) paralléle au plan passant par le point o et la droite

(') U est bien clair, d’ailleurs, que ces deux tangentes, dans cer-
tains cas, pourront ¢tre imaginaires. Les problémes résolus dan
cette Note étant des problémes du second deﬂn, une observation
analogue s'applique a leur solution.
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(T). Puis du point o comme point de vue faisons une
perspective sur le plan (1I). Les perspectives des droites
telles que A enveloppent une conique T', qui résulte
de la section par le plan (II) du céne de sommet o, cir-
conscrit a (X). Cette conique T est d’ailleurs tangente
aux perspectives (X,) et (Y,) des droites (X) et (Y);
elle est pa.millement tangente a la perspective de la droite
(T), laquelle est rejetée a 'infini, d’aprés I’hypothése
faite sur le choix du plan (I1). De cette derniére remarque
il résulte que la conique T est une parabole. Cette pa-
rabole est complétement déterminée par les conditions
d’étre tangente aux droites (X, ), (Y,) et aux perspectives
de ladroite A prise dans deux positions particuliéres.
Mais les droites cherchées, devant rencontrer 4 la fois
(X), (Y), (Z) et (T), ont pour perspectives les tangentes
menées a la parabole T par le point m d’intersection de
la droite (Z) avec le plan (IT). Le probleme se résoudra
donc en menant du point m des tangentes a la parabole
I', ce qui se fera a I'aide d’une construction indiquée
plus haut.

Oun pourra aussi prendre I'intersection de (T') avec la
droite joignant les points de rencontre du plan o(T)
avec (X) et (Y). On aura ainsi le point de contact du
plan o(T) avec la quadrique (Z). La droite joignant le
point o au point ainsi obtenu rencontrera le plan (II) a
Pinfini au point de contact de la parabole T avec la
droite de l'infini, c’est-a-dire sera paralléle a T'axe de
cette parabole. I suffira alors de construire la perspec-
tive d’une seule droite A, et il restera & mener par le
point m des tangentes a une parabole dont on connait
trois tangentes et la direction de ’axe, probléme dont la
solution a été exposée tout a I'heure.

On simplifiera pratiquement I'épure, en prenant le
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plan (11) paralléle a I'un des plans projetants de ladroite
(T), etle point de vue o a l'intersection de ce plan pro-
jetant avec la droite (Z). Nous allons du reste indiquer
briévement le détail des opérations graphiques. Soient
respectivement X et X', Y et Y, Z et Z/, T et T les pro-
jections horizontales et verticales des quatre droites don-
nées (fig. 2). Prenons pour point de vue de fa perspec-
tive le point (0, ') d’intersection de la droite (Z, Z')

Ak

y

.
y S

’

N
b

avec le plan projetant horizontalementla droite (T, T"),
et pour plan du tableau un plan paralléle au précédent,
ayant par conséquent sa trace horizontale T, paralléle a
T. Supposons un instant la perspective obtenue : pour
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exécuter les constructions voulues dans le plandutableau,
nous rendrons ce plan horizontal en le¢ faisant tourner
autour de celle de ses horizontales qui est au niveau du
point (o, o).

Cherchons les perspectives des droites (X, X') et
(Y, Y'). Le plan horizontal passant par (o, o'), et re-
présenté par sa trace verticale &/, coupe (X, X') au point
(7, i), dont la perspective 7, est a la rencontre de T, et
de oi. Menons par (o, o) une parallele a (X, X'), qui
coupe le plan vertical T, au point (x, ') : ce point
(z, x') donne par rabattement un second point x, de la
perspective X, de la droite (X, X’); on peut par suite
tracer X;. On obtient de méme en rabattement la per-
spective Y, de la droite (Y, Y'), en joignant la perspec-
tive j; du point (j, j') 4 I'intersection y, du plan du ta-
bleau avec la paralléle (oy, o'y’) 4 (Y, Y'). Les droites
X, et Y, sont deux tangentes de la parabole T'. Pour en
avoir une troisiéme, faisons la perspective de la droite qui
est située dans le plan projetant verticalement (T, T)
et s’appuie a la fois sur (X, X) et (Y, Y’). Le plan pro-
jetant verticalement (T, T") coupe (X, X') en (a, a') et
(Y, Y") en (b, ). Les perspectives de ces deux points
sont rabatlues respectivement en a, sur X, ct en b, sur
Y,. La droite @, b, est une troisiéme tangente de la pa-
rabole T'.

Pour avoir la direction de 'axe de cette parabole,
prenons les points (p, p') et (¢, ¢') d'intersection du plan
vertical passant par (T, T') avec les droites (X, X') et
(Y, Y'). Ladroite (pg, p'q’) coupe (T, T') en un point
(ry 1) : ladroite (or, ot') est paralléle a I’axe de la pa-
rabole T'. Rendons horizontal le plan vertical T', par une
rotation autour de son horizontale passant par (o, o) :
le point (r, 1) se rabat en r,, et la droite or, est paral-
léle a I’axe de la parabole T, lorsque le plan du tableau
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ui contient cette courbe est rendu horizontal. Le ra-
battement du point m,, ou la droite (Z, Z') perce le plan
du tableau, s’obtient d’ailleurs immédiatement.

On est ainsi conduit 2 mener par le point m, des tan-
gentes @ une parabole dont on connait trois tangentes
et Ja direction de I'axc. Pour cela (*), des points «, et
b, on abaisse respectivement sur Y, et X, des perpendicu-
laires qui vont se couper en un point d. i.a droite de
perpendiculaire i ory est la dirvectrice de la parabole. Le
foyer est a intersection des droites symétriques de de
par rapport a X, et a Y. Du point m, comme centre dé-
crivons une circonférence passant par le point f et ren-
coutrant de en g ct /. Les droites mys; et mt,, respec-
tivement perpendiculaires a fg eta fh, sont les tangentes
a la parabole T' qui passent par m,. Soient #, ct u, les
points ou I'une de ces tangentes coupe respectivement
X, et Y,. Les droites joignant le point o aux projections
de t, et de wy sur la droite T, rencontrent respective-
ment X et Y en t ct u. La droite tu est la projection ho-
rizontale d’'une des droites cherchées : on en obtient
immédiatement la projection verticale ¢'«/. Les projec-
tions horizontale et verticale de la seconde droite cher-
chée se déduiraient de la méme maniére de la seconde
tangente m, s, menée de m, a la parabole T.

Remarque. — L’épurce précédente peut étre faite
de vingt-quatre manicres : on peut en ellet prendre le
point de vue sur I'une quelconque des quatre droites
données, et, une fuis le point de vue choisi sur l'une
d’elles, on peut prendre le plan du tableau paralléle au
plan projetant horizontalement ou au plan praojetant ver-

(*) Nous ne faisons qu'appliquer la conslruction exposée en détail
au commencement de cette Note.
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ticalement 'une des trois autres, ce qui donne six orien-
tations difiérentes pour le plan du tableau.

I1. Construire une droite rencontrant trois droites
données et paralléle & un plan donné.

Ce probléme peut, en quelque sorte, étre considéré
comme un cas particulier du précédent, la droite cher-
chée devant, au point de vue de la Géométrie projective,
rencontrer, outre les trois droites données, une quatriéme
droite située a I'infini dans le plan donné; aussi est-il
facile de déduire la solution de ce nouveau probléme de
celle du précédent.

Soient (X), (Y), (Z) les trois droites données et (P)
le plan donné. Le point de vue o étant pris sur I'une
des droites, sur (Z) par exemple, il est clair que I'on ra-
ménera les conditions du probléme i celles du précé-
dent en choisissant pour plan (II), sur lequel on fait la
perspective, un plan parallele au plan (P) ou, plus sim-
plement encore, le plan (P) lui-méme. Rien n’empé-
chera d’ailleurs de supposerle point o a Vinfini sur (Z),
ct de remplacer, par conséquent, la perspective sur le
plan (P) par une projection oblique faite sur le méme
plan parallelement a (Z). Dans tous les cas, et de quelque
maniére que soit choisi le point de vue o, a distance
finie ou a I'infini, on projettera de ce point sur le
plan (P) les droites (X)et (Y), et 'on joindra par une
droite A les points d’intersection de (X) ¢t de (Y) avec
le plan (P). On aura ainsi trois tangentes de la para-
bole T', i laquelle il s’agira de mener des tangentes par
la trace m de la droite (Z) sur le plan (P). On complé-
tera la détermination de cette parabole en déterminant
la direction de son axe, lequel est parallele a I'axe
du paraboloide hyperbolique engendré par la droite A,
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c’est-a-dire & Vintersection du plan (P) avec un plan pa-
rall¢le aux deux droites (X) et (Y). On sera ainsi ra-
mené au probléme résolu au début de cette Note.

Indiquons maintenant briévement le détail des con-
structions. Soient ( fig. 3), sur deux plans de projection
s¢ coupant suivant la ligne de terre LT, X et X/, Y
et Y, Z et Z! les projections horizontale et verticale des

)

Fig. 3.

trois droites données, op et ag les traces horizontale et
verticale du plan (P) donné. 1l est clair que la construc-
tion a effectuer dans le plan (P), a laquelle nous rame-
nons le probléme, peut étre remplacée par la méme
construction exécutée sur les projections horizontales
(ou verticales) des éléments sur lesquels on devrait
opérer dans le plan (P) lui-méme : cela tient a ce que le
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probléme a résoudre, relativement a la parabole I' située
dans le plan (P), est projectif et a ce que, parune pro-
jection eylindrique, la parabole I' est changée en une
autre parabole (v) dont I'axe est paralléle a la projection
de I'axe dela premiére. Cette remarque apporte de nou-
velles simplifications dans la solution. Prenons, suivant
les procédés connus, les projections horizontales a et b
des traces des droites (X, X') et (Y, Y') sur le plan pag.
La droite ab esttangente a la parabole (). Projetons les
droites (X, X) et (Y, Y') sur le plan pag parallélement
a(Z,7). Pour projeter (X, X'), par exemple, il suffit
d’en projeter 'un des points, et de préférence, pour sim-
plifier, le point (7, I') d’intersection de cette droite avec
le plan projetant verticalement (Z, Z'). On obtient en ¢
la projection horizontale de la projection oblique sur le
plan (P) du point (Z,7): ac est une seconde tangente
de la parabole (v). En opérant de méme sur le point
(7,J") d'intersection de la droite (Y, Y’) avec le plan
projetant verticalement (Z,7'), on obtient le point d :
bd est une troisicme tangente de la parabole (). Pour
avoir la direction de ’axe de cette parabole, menons par
le point (£, ") une paralléle & Ja droite (Y, Y'), prenons
en r la projection horizontale de Vintersection avec le
plan pag de la droite ainsi tracée : ar, élant la projec-
tion horizontale de 'intersection du plan pag avec un
plan mené par (X, X') parallelement a (Y, Y’), est pa-
ralléele a Paxe de la parabole (v). Il n’y a maintenant
qu’a mener & la parabole (v), complétement déterminée
par les éléments obtenus, des tangentes par le point m,
projection horizontale de la trace de la droite (Z, Z") sur
le plan pag. Ce probléme ayant déja été résolu plus
haut, nous supprimons sur l’épure les constructions
qui s’y rapportent, pour ne pas compliquer inutilement
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la figure. Soientzct u (') les points ou I'une des tan-
gentes menées du point m a (y) coupe respectivement ac
et bd. Pour avoir la droite qui, s’appuyant sur (X, X')
et (Y,Y'), se projette sur le plan pag, parallélement &
(7,7/), suivant une droite projetéc horizontalement
en mt, il suffira de faire, en partant des points ¢ et u, la
construction inverse de celle qui nous a permis d’obtenir
les points ¢ et d, en partant des points (z,7) et (f,]').
La droite joignant les points de (X, X") et (Y, Y') ainsi
trouvés sera 'une des droites cherchées. On aura la se-
conde par une construction toute semblable.

Remarques. — 1° La construction qui vient d’étre
exposée peut se faire de six maniéres, puisque 'on peut
faire la projection oblique sur le plan pag parallélement
a 'une quelconque des trois droites données (X, X/),
(Y, Y, (Z,7!), et que I'on peut ensuite projeter ortho-
gonalement la figure obtenue sur I'un quelconque des
deux plans de projection.

2° Au lieu de projeter la figure située dans le plan pag
sur I'un des plans de projection, on pourrait procéder
en rabattant le plan pag sur 'un de ces deux plans;
mais on arriverait ainsi a des comnstructions un peu
moins simples.

Les deux problémes dont la solution vient d’¢tre
donnée permettent de résoudre simplement un assez
grand nombre de questions relatives aux surfaces gauches
du second degré. Nous allons les passer en revue, en
indiquant, briévement pour chacune d’elles, comment
on en raméne la solution a celle de 'un des problémes
précédents.

(') Cette partic des constructions n'est pas représentée sur la
figure.
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HI. Zrouver les points d’intersection d'une droite
avec une surface gauche du second degré, dont on
donne (rois génératrices rectilignes d’'un méme sys-
téme.

Soit a chercher I'intersection de la droite (D) avec la
quadrique gauche ayant pour génératrices rectilignes
d’un méme systéme les trois droites (A), (B), (C). On
construira les deux droites qui rencontrent a la fois les
quatre droites (A), (B), (C), (D) (probléme I). Les
points d’intersection des deux droites obtenues avec (D)
seront les points cherchés.

IV. Mener, par une droite donnée (D), un plan tan-
gent @ une surface gauche du second degré, dont on
donne trois génératrices rectilignes d'un méme systéme.

Ce probléme, comme on le sait, se raméne au précé-
dent. On prend les points de rencontre de la droite (D)
avec la surface (probléme 1II); puis on construit les

P 3
‘deux génératrices rectilignes de cette surface qui passent
par chacun de ces deux points. Les quatre génératrices
rectilignes, ainsi obtenues, apparticnnent par couples a
des systémes différents, et les génératrices d’'un méme
y 3 5
couple déterminent un plan, qui est un des deux plans
tangents demandés.

V. Construire, en un point donné par une de ses
projections, un plan tangent & une surface gauche du
second degré, déterminée par trois génératrices recti-
lignes d’un méme systéme.

Supposons, par exemple, que le point soit donné par
sa projection horizontale. Ce point doit se trouver a la
rencontre d’une verticale déterminée avec la surface. lL.e



(46)
probléme a résoudre, pour avoir la projection verticale
du point, est donc un cas particulier du probléme I1I.
Le plan tangent sc construit cnsuite suivant les mé-
thodes bien connucs,

VI. Mener, parallélement & un plan donné, un plan
tangent « une surface gauche du second degré, dé-
£
lerminée par trois géneratrices rectilignes d’un méme
systeme.

La génératrice du second systéme, située dans le
plan tangent cherché, doit s’appuyer sur les trois géné-
ratrices rectilignes données et ¢tre paralicle au plan
donné. On la déterminera par la méthode qui résoud le
probléme 1I. On obtiendra ensuite par les procédés
connus le point de contact de chacun des deux plans
tangents trouves.

VIL. Trouver les points d’intersection d’une droite
et d'un parabolvide hy perbolique engendré par une
droite mobile s appuyant sur deux droites donndées, en .
restant paralléle & un plan donné.

Soit i chercher Pintersection de la droite (D) avec le
paraboloide hyperbolique engendré par une droite mo-
bile, qui s’appuie sur deux droites fixes (A) et (B), en
restant parallele a un plan (P). On construira les deux
droites paralléles au plan (P), qui rencontrent les trois
droites (A), (B) et (D) (probleme IIN. Les points d’in-
tersection des deux droites obtenues avec (D) seront les
points cherchds.

VILL. Mener, par une droite donnée (D), un plan
tangent a un paraboloide hyperbolique, engendré par
une droite mobile s appuwyant sur deux droites données,
en restant paralléle @ un plan donné.
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On sait que ce probléme se résoud au moyen da pré-
cédent. On prend les deux points d’intersection de la
droite (D) avec le paraboloide ( probléme VII); puis on
construit les deux génératrices rectilignes de la surface
qui passent par chacun de ces deux points. Les quatre
génératrices rectilignes ainsi obtenues appartiennent
par couples a des systémes différents; chacun de ces
couples de génératrices détermine un plan qui est un
des plans tangents cherchés.

IX. Construire, en un point donné par une de ses
projections, un plan tangent a un paraboloide hyper-
bolique, engendré par une droite mobile s’appuyant
sur deux droites données, en restant paralléle & un
plan donné.

Soit donuée, par exemple, la projection horizontale
d’un point de la surface. Ce point doit se trouver a I'in-
tersection de la surface avec une verticale déterminée.
On est ainsi ramené & un cas particulier du probléme VII.
Ayant obtenu les points cherchds, on construira, d’apreés
les procédés connus, le plan tangent au paraboloide en
chacun de ces points.

Remarque. — Les constructions nécessaires pour ré-
soudre les problémes VII, VIIT et IX, déja simples dans
le cas le plus général, se simplifient encore lorsque le
plan directeur du paraboloide coincide avec un des plans
de projection.

Application & la construction des normales @ cer-
taines surfaces. — Les normales aux surfaces trajec-
toires des divers points d’un solide, dont le déplacement
dépend de deux paramétres variables, possédent, comme .
on le sait, pour chaque position particuli¢re du solide,
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la Dbelle propriété de rencontrer deux mémes droites
(Mannuem, Cours de Géométrie descriptive de I'Ecole
Polytechnique, 2° édition, p. 277). Connaissant, pour
une position quelconque du solide, les normales a quatre
des surfaces trajectoires, il sera facile, au moyen de la
solution donnée plus haut du probléme I, de construire
les deux droites rencontrant ces quatre normales ct
d’en déduire la normale a 'une quelconque des surfaces
trajectoires du solide.

SUR LES POINTS DINTERSECTION D'UNE CONIQUE FIXE
AVEG UNE CONIQUE MOBILE PASSANT PAR DEUX POINTS

FIXES:
’ Par M. P. APPELL.

Nous nous proposons d’appliquer a un cas élémentaire
les méthodes indiquées par Clebsch (') pour I'étude des
groupes de points sur une courbe unicursale.

Soit une conique fixe S supposée réelle et soient

t) (2)
(1) r = ‘g27> ) y = f‘n_j(:_t)
les expressions des coordonnées d’un point de cette co-
nique en fonction rationnelle d’un parametre 7, f(z),
g(t) et o(¢) désignant des trinomes du second degré en
t. Pour préciser, on peut supposer que le paramétre ¢
est le coefficient angulaire de la droite joignant le point
(xyy) de la conique S a un point réel fixe sur cette co-

(') Voir Legons sur la Geometrie, par CLEBSCH; recueillies et
complétées par LINDEMANY, traduites par BExoisT, tome 1II. Gauthier-
Villars, 1883.
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nique : on voit alors qu’a chaque point (, ) correspond
une seule valeur de ¢, que si ce point est réel la valeur
de ¢ 'est aussi, et réciproquement.
Considérons maintenant deux points fixes P et Q réels
ou imaginaires conjugués, non situés sur la conique S et
définis par I'intersection d’une droite fixe

ur 4+ ey + w =o,
avec une conique fixe ayant pour équation
F(x, y)=o0.

I’équation générale des coniques T passant par les deux
points fixes P et Q est

(2) TF(z,y)+(ux+oy +w)(her—+ uy +v)=o,

avec trois coefficients variables %, u, v. Ces coniques va-
riables T coupentla conique fixe S en quatre points parmi
lesquels trois peuvent étre choisis arbitrairement; le
quatri¢éme point d’intersection est alors déterminé et
est unique. Appelons t,, 75, t,, 7, les valeurs du para-
métre ¢ correspondant a ces quatre points d’intersection :
ces valeurs seront liées par une relation algébrique dé-
terminant I'une d’elles dés que les trois autres seront
connues. Clest cette relation que nous allons former.

Supposons d’abord que la droite PQ ne soit pas tan-
gente a la conique fixe S : elle coupera cette conique en
deux points, réels ou imaginaires, correspondant aux
valeurs t = a et t = b du paramétre 7, fournies par I’é-
quation

uxr + oy + w = o,

dans laquelle on remplacerait x et y par les expressions
(1) : nous appellerons x, ), et x;¥» les coordonnées de
ces points A et B. Pour trouver les valeurs de ¢ corres-
pondant aux quatre points d’intersection de la conique

Ann. de Matheémat., 3¢ scrie, t. VI (Janvier 188g). 4
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variable ¥ avee la conique fixe S, il faut substituer dans

I’équation (2) de X les expressions (1) de x et y

)0 _ &0
sty VT ey

(1) r =

Péquation (2) devient alors, aprés qu'on a réduit tous
ses termes au dénominateur commun ¢2(t), une équa-
tion du quatriéme degré admettant les racines cherchées
ty, tay L3, t4- On aura donc, en décomposant le numéra-
teur de cette équation en facteurs du premier degré,
I'identité

F(z, )+ (ux+voy +w)(Az 4+ uy +v)

=)= 1) (B— ) (L — 1)
=K #2(1)

ou K est une constante qui ne dépend pas de t, mais
qui dépend de %, p, v. Si, dans cette identité, on fait
! = a, les quantités x et y deviennent les coordonnées
xy ety du point A, (ux 4-vg + w) s’annule, et I'on a

F(zy,y1)9%a)=K(ti—a)(ta— a)(—a)(t,—a);
de méme, en faisant £ =25, on a
F(z5,y2)9%(0) = K(6i—0)(£&a— 0)(t3— 0)(tu—b).

Divisant ces deux équations membre 4 membre pour
éliminer K, on a la relation cherchée

th—a ty—a ty—a t,—a

(3) N h—bt6—0i—b

=,

ou le second membre C est une constante ayant pour
valeur
o Mz
) (1‘2,}’2)?2(17)
On voit, comme nous l'avions dit a priori, que,
ly, ta, ty étant choisis arbitrairement, cette relation (3)
donne une seule valeur pour ¢,. Examinons maintenant
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les divers cas qui peuvent se présenter et tirons quel-
ques conséquences de cette relation (3).

1° Les points A et B sont réels. — Dans ce cas, la
constante C est réelle; elle est positive si F(x,,y,) et
F'(xs,y.) sont de mémes signes, c’est-a-dire siles points
A et B sont tous deux a l'intéricur ou tous deux a l'ex-
téricur de la conique F(x, y)=o03; elle est négative
dans le cas contraire. Nous simplifierons la forme de la
relation (3) en faisant un changement de paramétre et

posant

t—a

———— T 6

t— b ’
ot b désigne une nouvelle variable destinée a rem-
placer z. A chaque valeur de  répondent une valeur de ¢
et, par suite, un point de la conique S, et réciproque-
ment ; si § est réel, ¢ Vest aussi, et réciproquement. Si
Pon appelle 4y, 85, U5, 0, les quatre valeurs de § corres-
pondant aux quatre points d’intersection de Zavec S, on
voit que la relation (3) prendra la forme simple

(5) 8,0,0,0, = C.

Coniques T surosculatrices a S. — Pour qu’une co-
nique ¥ soit surosculatrice a S, il faut et il suffit que les
quatre points d’intersection soient confondus. Appelant
b la valeur du paramétre qui correspond au point de
surosculation, on aura dounc, d’aprés (5),

(6) 6, = C:

cette équation a deux racines réelles ou n’en a aucune
suivant que C est positif ou négatif. Dans la premiére
hypothése, il existe deux coniques I surosculatrices
réelles; dans la seconde, il n’en existe pas. Les quatre
points de surosculation réels ou imaginaires ne sont
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jamais sur une conique X, car le produit des quatre ra-
cines de ’équation (6) est égal 4 — C.

Mener par un point 8, de la conique S des coniques T
osculatrices ¢ S. — Soit § la valeur du paramétre corres-
pondant au point d’osculation, la conique T osculatrice
au point f coupera S au point donné O, et en trois points
confondus avec §; on aura donc, d’aprés (5),

H
(7) QIOJ:C,

équation en 4 qui a une seule racine réelle §' et deux
imaginaires §” et §”. On ne peut donc mener par un
point 0, de S qu’une conique I rvéelle osculatrice a S.
Le point §, et les trois points d’osculation réels ou ima-
ginaires ¥, 6”7, §” sont sur une conique I, car on a

0,6'0"0" = C.

2° Les points A et B sont imaginaires conjugués. —
s lo wes I (x w2 . 2
Alors les quantités 1" (ay,9¢) 92 (a) et F(xa,92)9*(0)
sont imaginaires conjuguées; leur quotient C est une
constante imaginaire de module 1,

C = cosw -+ Zsinw,

Les constantes @ et b étant imaginaires conjuguées,
on a
a=a+i8, b=a—IiB.

h

Pour simplifier la relation (3) et n’y introduire que
des éléments réels, posons

L P
B 2 3

% élant un nouveau paramétre que nous substituons a ¢.
A chaque valeur de 7 répond une seule valeur de ¢, mais
4 une valeur de ¢t répondent une infinité de valeurs
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de = différant les unes des autres par des multiples
de 27 : en outre, si T est réel, ¢ I'est aussi, et récipro-
quement. Donc, a chaque valeur de = correspond un
seul point de la conique S; mais a un point de la conique
correspondent une infinité de valeurs de © différant les
unes des autres par des multiples de 27. Si nous appe-
lons ,, 72, 73, 7, des valeurs de = correspondant aux
(quatre poinls &y, t, t3, {; d’intersection de la conique S
avec une conique X, la relation (3) prendra la forme

coS(Ty+ ta+ T3+ T+ W)
—+ I8in (T) =4 Ty T3+ T,+ W) = COSW 4 Isinw;

d’ou
(8) Ty Ty T3+ T, = 2hkT,
k désignant un nombre entier quelconque.

Coniques 3 surosculatrices. — En appelant < le pa-
rameétre du point de surosculation, on devra avoir

4t =2km;

d’ou, pour,, quatre valeurs obtenues en faisant succes-
sivement k = 0,1, 2, 3,

T o v 3w,

P o T

les autres déterminations de I'entier kA donnent pour ©
des valeurs qui différent de l'une des quatre précé-
dentes par des multiples de 27 et qui, par suite, ne
fournissent pas de nouveaux points de la courbe. Il y a
donc quatre coniques I surosculatrices réelles; leurs
points de contact ne sont jamais situés sur une conique X,
car la somme (7' + 7'+ 74 <) est un multiple im-
pair de «.
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Mener par un point <, de la conique S des conigues S
osculatrices a S. — Appelons 7 le paraméire du point
d’osculation, nous aurons

Ty + 3T = 24k,
b \ . . .
d’on, en faisant k = o, 1, 2, trois valeurs pour 7:

) T _am T L
2Tt -

373

Il 'y a donc trois coniques X osculatrices réelles; les
points de contact ct le point <, sont sur une conique I;
car on a

T = o
3° Nous avons supposé, pour établir les résultats pré-
cédents, que la droite PQ n’est pas tangente a la co-
nique S. Lorsque cette droite est tangente a S, les deux
points A et B sont confondus, a devient égal a b, et
I"équation
ur —+ V'}' -+ P = 0,

ou l'on remplace & et y par leurs expressions (1) en
fonction de ¢, admet la racine double t = a qui annule
aussi la ddrivée

- ey,

Revenons alors a identité
Flo. yp)+(ur+oy+—w)(hz-+py+v)

K (L— ) (ty—t)(t3—1)(t,— 1)
= ?
o3 ()

et prenons les dérivées Jogarithmiques des deux membres
par rapport i t. Nous aurons la nouvelle identité

Flo &+ By - (e 031) (AT ++ uy +v) + (& -+ oy + @) (Axp+ prh)
F(z,y)+(ur-+v)y +w)(hr+py +v)
1 l 1 1 ' ()
= e — I , g I .
T EETON

—t,  t— -t
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faisons dans cetle identité ¢ = a et rappelons-nous que
(ux + vy +w) et (ux, + vy,) s’annulent pourt = a,
nous aurons la relation cherchée

T T 1 1
-+ -+ -+ =h
a — i a—1i; a—13 a—1,

(9)

7

h désignant une constante dont il est inutile d’écrire
Pexpression. Si, pour simplifier, on change de para-

meétre en posant
I I

—— =5+
a—1 4

s désignant un nouveau parameétre qui prend les valeurs

51y 82, S3, 5, aux quatre points d’intersection, la rela-

tion (g) devient

(10) $1 -+ So 4 S3-+ 8, = 0.

Il n’y a plus alors qu’une conique Esurosculatrice; son
point de contact est s = o. Par un point s, de S on ne
peut plus mener qu’une conique X osculatrice 4 S; le

point de contact est — %’
Exercices. — 1. En un point M, dela conique S on

méne une conique T osculatrice coupant la conique S en
un autre point My ; en M, on méne de nouveau une co-
nique Y osculatrice qui coupe S en un autre point My; ...
et ainsi de suite. Calculer le paramétre du point M,
ainsi obtenu en fonction de paramétre du point M,, en
se placant successivement dans les trois cas examinés
plus haut. Chercher si M,, peut coincider avec M,. Cher-
cher si M, tend vers une position limité quand 7 aug-
mente indéfiniment.

II. Appliquer la méthode générale aux cas particu-
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liers suivants, auxquels on pourrait toujours ramener
les trois cas précédents par une projection conique :
2

. x? .
1* S est une hyperbole 5 —-‘% =1 ct les coniques T
2o

sont des cercles
Tyl ha - uy + ¢ = o,
ou des hyperboles équilatéres asymptotes aux axes
Ty -+ hr—+ py +v =o0;

2" La conique S est une ellipse et les coniques ¥
des cercles;

3¢ La conique S est une parabole et les coniques T
des cercles.

HI. Former les relations qui lient les quatre valeurs
du paramétre ¢ correspondant aux points d’intersection
d’une conique fixe S avee une conique variable T pas-
sant par trois points fixes ; tronver ensuite les coniques T
bitangentes a la conique S.

ETUDE GEOMETRIQUE D'UNE FAMILLE DE CONIQUES;

Par M. CusrLes FABRY,

Ancien Eléve de I'Ecole Polytechnique.

On sait que la perspective d'une cubique gauche sur
un plan quelconque, en prenant pour point de vue un
point de la courbe, est une conique. Si I'on prend pour
point de vue successivement tous les points de la
courbe, le plan restant fixe, on aura une famille de co-
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niques; c’est cette famille de coniques que je me propose
’étudier.
1.
1. Soient

P le plan fixe;

¥, ¥ deux coniques quelconques données dans ce plan;
A, B, C trois de leurs points d’intersection ;

o le quatriéme.

Menons par o une droite non située dans le plan P,
et prenons sur cette droite deux points S et S'. Les
cones, ayant respectivement pour sommets S et §' et
pour directrices I et ¥, ont une génératrice commune
SS'; la courbe commune a ces deux cones se compose
donc de cette droite et d'une cubique gauche qui passe
par les points A, B, C, ainsi que par les points S et S'.
Les deux coniques X et ¥’ sont donc deux perspectives
de cette cubique gauche. Nous allons chercher a définir

Fig. 1.

toutes les autres perspectives de la courbe. Cherchons
un autre point de la cubique. Pour cela, je coupe par
un plan passant par SS' (fig. 1). Ce plan coupe X
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enp et ¥ en p'. Les droites pS, p'S' se coupent en un
point 8" qui est sur la cubique. La perspective de la cu-
bique par rapport a ce point est une conique X passant
par les cing points A, B, C, p et p/'.
Donc notre faniille de coniques peut étre définie de
la maniére suivante :

On donne un triangle ABC ( fig. 2) et deux coniques

S
\d//l‘-

S et ¥ circonscrites a ce triangle. Ces deux coniques
se coupent en un quatricme point a. Par ce point on
mene une sécante variable pp'a, et Uon fait passer
par les cing points A, B, C, p, p)/ une conigue.

Deux coniques de la famille n’auront qu’un point
commun autre que A, B, C.

Les coniques T ct ¥ sont deux coniques quelconques
de la famille. Donce :

Tatorive I — 8¢ Uon prend trois quelconques des
coniques définies comme ci-dessus, les trois points d’in-
tersection (autres que A, B, C) de ces coniques, prises
deux & deux, sont en ligne droite.

2. La conique X' doit passer par le point ou la tan-
gente a la cubique en 87 rencontre le plan P, et ce point
est celui ou la conique X" touche Venveloppe de nos co-
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niques. Or ce point est a Vintersection de la tangente
a Zen p etdelatangente 4 ¥ en p/. Donc :
Tutonime 1. — 8 M” est ['intersection des tan-
gentesa S et T en p et p'y la conique passant par A, B,
C, p, P passe en M, et ce dernier point est celut ot

cette conique rencontre la conique infiniment volisine

de la famille.

La conique ¥ passe au point ou la tangente en S ala
cubique perce le plan. Or ce point est a Uintersection
de la conique I avee la tangente 4 ¥ au point o. On a
donc le théoréme suivant :

Tutorime IlI. — I étant une des coniques de la fa-
mille, les tangentes aux autres coniques de la famille
auw point ot elles rencontrent la conique T passent par
un méme point M, qui est le point oir la conique ¥
touche Uenveloppe.

De ce théoréme résulte que, par aucun point du plan

Fig. 3.
N

P

on ne peut faire passer plus de deux coniques de lafa-
mille.

3. Les théorémes 1I et Il sont des conséquences im-
médiates du théoréme 1.

Soient en effet ¥, ¥, ¥ trois' coniques de la famille :
Y et ¥ se coupent ena, Tet T end, et ¥ en a’. On
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sait que les points a, a’, &’ sont en ligne droite. Soit X!
la conique infiniment voisine de X”; elle rencontre T
en a, ¥ en a, ct ¥ en M. Les droites aa, et @'a sont

Fig. 4.

les tangentes en @ ct ' aux coniques ¥ et ¥. Or les
points M”aa, et les points M”a’a, sont en ligne droite,
ce qui démontre le théoréme 11,

Le théoreme HI w’est qu’une autre maniére d’énoncer
le théoréme II. '

Ces deux théorémes peuvent s’énoncer de la maniére
sulvante :

St deux coniques de la famille S et ¥ se coupent

en a, la tangente & l'une d’elles en a passe par le
point oi Uautre touche Uenveloppe.

4. Enveloppe de ces coniques. — L'enveloppe de nos
coniques est le lieu des traces des tangentes a leur cu-
bique gauche sur le plan P, c’est-a-dire I'intersection
du plan P et de la surface développable qui a la cubique

A ] 2]
gauche pour aréte de rebroussement. L’enveloppe de nos
coniques est donc une courbe du quatriéme degré qui a
trois points de rebrousscinent en A, B, C. Les tangentes
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en ces points sont les traces sur le plan P des plans
osculateurs a la cubique en A, B, C. Or ces plans oscu-
lateurs se coupent en un point du plan P. Donc :

Tutorime IV. — L'enveloppe denos coniques (ou lieu
des points tels que M") est une courbe du quatriéme
degré, qui a pour points de rebroussement les points A,
B, C, et les tangentes en ces points sont concourantes.

1I.

ETUDE DES$ CONIQUES, DROITES ET POINTS CORRESPONDANTS
PAR RAPPORT A UN TRIANGLE.

5. Soient A, B, C un triangle, S une conique circon-

Fig. 5.

S

scrite. Nous allons définir cette conique d’'une maniére
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symétrique par rapport aux éléments du triangle, au
moyen d’une droite ou d’un point :

1° Soient Ax, B3, Cy les tangentes en A, B, C ala
conique S. Les points 2, 3, y sont sur une droite D. A
chaque conique S correspond une droite telle que D, et
4 chaque droite correspond une conique. La droite D
peut donc servir a définir la conique.

2° Les tangentes Ax, B3, Cy forment un triangle
abe, etles droites Aa, Bb, Cc concourent en un point P.

Fig. 6.

A chaque conique correspond un point P. Réciproque-
ment, si P est donné, on en déduira les points o/, ', 7.
Or les points 2, 2, v sont les conjugués harmoniques
des premiers par rapport a BC, AC, AB, ct les points «,
3, v ainsi construits scront en ligne droite. On aura

alors les tangentes a la conique en A, B, C, et par suite
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la conique. Le point P peut donc aussi servir a définir
la conique.
De méme, si T est une conique inscrite au triangle,
on pourra la définir par un point ou par une droite; la
Jig. 6 fait suffisamment comprendre de quelle maniére.

6. Prenons le triangle ABC pour triangle de réfé-
rence. On démontrera sans difficulté les résultats sui-
vants :

Si un point P a pour coordonnées x, y, z, la droite
correspondante I) aura pour équation

814
BN

+
<
+

la conique correspondante S

4_‘}_’._’_
.Y

“ R
NI &

la conique inscrite correspondante T

VorVeyine

Si 'on se donne une courbe que décrit le point P, il
est facile de trouver 'enveloppe de la droite et des deux
coniques correspondantes ou réciproquement.

Le Tableau suivant donne quelques-uns des résuliats
que P’on obtient ainsi :
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Toutes les réciproques de ces théorémes sont vraies;
par exemple, si une conique circonscrite au triangle
ABC passe par un point fixe, le point correspondant de
cette conique décrit la droite correspondante du point
fixe.

7. Nous avons rencontré dans ce qui précéde une
courbe du quatriéme degré ayant trois rebroussements.
I est facile de démontrer que cette courbe est la plus
générale de cette espéce, c’est-a-dire que toute courbe
du quatriéme degré, qui a pour points de rebrousse-
ment les trois sommets du triangle de référence, cst re-
présentée par une équation de la forme

«. /b c
X ytVz=«

Il suffit, pour le démontrer, de partir de P'équation
la plus générale des courbes du quatriéme degré et d’ex-
primer qu’clle a les trois sommets du triangle pour
points de rebroussement. On en conclut ce théoréme :

Tutorime V. — Si une courbe du quatriéme degré
a trois points de rebroussement A, B, C :

1° Les tangentes en ces points concourent en un
point P;

2° La courbe a une tangente double qui est la

droite correspondant au point P par rapport au
triangle ABC.

On verra de méme que toute courbe du troisiéme
degré, qui a un point double (coordonnées a, &, c) et
trois points d’inflexion situés respectivement sur les
cotés du triangle, avec les cotés de ce triangle pour
tangentes d’inflexion, a pour équation

=+ - - =o0
a b c

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VIII. (Février 188g.) 3
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ou
XY my_ Xve
\a b ¢ *7abe T

On ¢n conclut ce théoréme :

Tutorive VI. — Si une courbe du troisiéme degreé a
un point double et trois points d’inflexion :

1° Les trois points d’inflexion sont en ligne droite ;

2° La droite qui joint ces points est la droite con-
juguée du point double par rapport au triangle formé
par les tangentes d’inflexion.

Les théoréemes V et VI se déduisenl 'un de P'autre
par les polaires réciproques.

Tutorkwr VII. — Si deux coniques S et §' circon-
scrites au triangle ABC ont pour points correspon-
dants P et P', le point d’intersection de ces deux co-
niques est le point correspondant & la droite PP'.

Car toutes les coniques dont les points correspondants
sont sur PP’ passent par un méme point, qui est le
point correspondant a PP,

On démontrera de méme :

Tutorive VIII. — 8¢ deux coniques'T et T' inscrites
au triangle ABC ont pour droites correspondantes D
et 1Y, la tangente commune a ces coniques est la droite
correspondant au point commun ¢ D et D'.

Supposons qn'un point décrive une courbe P. La co-
nique circonscrite correspondant a ce point enveloppera
une courbe C. Le pointou chacune de ces coniques ren-
contre la conique infiniment voisine est le point con-
jugué d'une tangente a la courbe P. De la ce théoréme :

Treorkmr IX. — Supposons qu'un point décrive une
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courbe P, la conique circonscrite correspondante de
ce point enveloppera une courbe C. St une droite reste
tangente a la courbe P, son point conjugué décrira C.

On démontrera de méme le théoréme suivant :

Tatoniue X. — Supposons qu'une droite reste tan-
gente a une courbe D. La conique inscrite correspon-
dante enveloppera une courbe T. Si un point décrit T,
sa droite correspondante décrira D.

Les réciproques sont aussi vraies.

Par exemple, si une conique inscrite reste tangente a
b ¢

. . . a .
la conique circonscrite Iy rz=0 s droite con-

. , . a b c
juguée enveloppera la quartique \/i + \/; + \/Z =o.

Une conique circonscrite au triangle ABC ct la co-
nique inscrite correspondante sont bitangentes, et la
corde des contacts est la droite correspondant a ces co-
niques. En effet, les équations des deux coniques sont :

aYZ+bZX +cXY =0
ct
Xz Y 7Z* YZ ZX XY

= — — 2 — 2 == =0

— 55+ 2 2 —
a? b2 c2 be ac ab

et cette derniére équation peut s’écrire

<Z} " }5 + é)z_ %(aYzﬁu bZX + cXY) = o,
ce qui démontre le théoréme. Les points de contact des
deux coniques sont imaginaires. On démontre sans dif-
ticulté que, inverscment, si deux coniques, I'unc inscrite,
Pautre circonscrite au triangle ABC, sont bitangentes,
elles sont correspondantes et la corde des contacts est
la droite correspondante des deux coniques.
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I1II.

3

9. Revenons a la famille de coniques obtenue en
prenant les perspectives d'une méme courbe gauche du
troisiéme degré par rapport aux différents points de la
courbe.

Toutes ces coniques sont, comme nous ’avons vu,
circonscrites A un méme triangle ABC. Cherchons le
licu du péle de I'un des cotés du triangle par rapport a
ces coniques.

Soient A, B, C les trois points ou la cubique ren-
contre le plan P; Ao, BJ les tangentes en A et Bala
cubique. Soit S un autre point de la cubique. La per-
spective de la courbe par rapport a ce point sera une
conique passant en A, B, C, et dont les tangentes en A

Fig. 7.
a B s

‘)
et B seront les perspectives des droites Ao, B3, Le pole
g de AB par rapport a cette conique sera donc la trace
sur le plan P de la droite passant par S et rencontrant
les deux droites Aa, B3. Or, si uue droite rencontre
une cubique gauche ct deux de ses tangentes, elle en-
gendre un hyperboloide; car, si 'on considére trois
droites Aa, B3, Cy ct que sur ces trois droites on con-
struise un hyperboloide, il aura sept points communs
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avec la cubique et la contiendra tout entiére; donc
toute droite rencontrant Aa, BB et la cubique sera
située sur cet hyperboloide, car elle aura trois points
communs avec lui. Donc :

Tutonime XI. — Le lieu des poles de I'un des cétés

du triangle ABC par rapport aux coniques de la fa-
mille est une conique circonscrite a ce triangle.

Réciproquement, si I'on a une famille de coniques
circonscrites a un triangle ABC et telles que le lieu
des poles du coté AB soit une conique S circonscrite

Fig. 8.

\

\
C

a ABC, on peut les considérer comme les perspectives
d’'une méme cubique gauche, que l'on obtiendra en
faisant passer un hyperboloide par S et en tracant une
cubique placée sur cet hyperboloide et tangente & deux
génératrices de méme systéme en A et B.

Si g est le pole de la droite AB par rapport a une de
nos coniques, la droite correspondant a cette conique

sera 2. Six, y, z sont les coordonnées du point g, la

. . X Y Z
le) . 4 = — — — = o0.
droite 23 aura pour equatlon p -+ 5 o

S
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Or le licu du point g est une conique circonscrite au

triangle ABC. On a donc g —+ % -+ f = 0. Donc :

Tatorive: XII. — Les droites correspondant aux
coniques de notre famille passent par un point fizxe.

Les points correspondants de ces mémes coniques
décrivent une conique circonscrite au triangle ABC.

On en conclut que VPenveloppe est une courbe du
quatrieme degré ayant quatre points de rebroussement.
On voit de plus que les tangentes de rebroussement de
Penveloppe concourent en un point, qui est le point
autour duquel tournent les droites correspondantes des
coniques de la famille. Cette courbe du quatriéme degré
peut aussi étre engendrée par les points correspondants
des tangentes 4 une conique circonscrite au triangle
ABC.

Il résulte aussi du théoréme XII que par tout point
du plan passent deux coniques de la famille, car Pen-
veloppe des droites correspondant aux coniques cir-
conscrites passant par un méme point est une conique.

Les réciproques sont vraics, c¢’est-a-dire que si des
coniques circonscrites a un triangle ABC sont tangentes
a une courbe du quatricme degré ayant A, B, C pour
points de rebroussement, ou si leurs droites correspon-
dantes passent par un point fixe, ou si leurs points cor-
respondants décrivent une conique passant par A, B, C,
on peut considérer ces coniques comme les perspectives
d’une méme cubique gauche. En se reportant au théo-
réme I, on aura le théoréme suivant :

Triorize XII. — St les droites correspondantes de
trots coniques circonscrites  un t/'iangle ABC sont
concourantes, les trois /roints d’intersection (autres
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que A, B, C) de ces coniques prises deux a deux sont
en ligne droite, et réciproguement.

Si les points correspondants des trois coniques cir-
conscrites au triangle ABC sont sur une méme conique
circonscrite & ce méme triangle, les points d’intersec-
tion (autres que A, B, C) de ces coniques, prises deux
@ deux, sont en ligne droite, et réciproguement.

10. Soient T une conique circonscrite au triangle ABC
et P, P, P” trois points de cette conique. Considérons
les trois coniques circonscrites S, §', S” correspondant
aux points P, P/, P”. Nous venons de voir que les

points d’intersection de ces coniques prises deux a deux
sont en ligne droite. Or ces points d’intersection sont
les points conjugués des droites PP, P'P”, PP”. Puis-
qu’ils sont en ligne droite, ces trois droites sont tan-
gentes 4 une méme conique inscrite au triangle. De la ce
théoréme :

Tatorime XIV. — Si deux triangles sont inscrits a
une conique, leurs six cétes sont tangents & une méme
conique.

On démontrera d’'une maniére analogue :

Tutonene XV. — Si deux triangles sont circon-
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scrits & une méme conique, leurs six sommets sont sur
une méme conique.

10. De ces théorémes on peut déduire le théoréme
de Poncelet :

Etant données deux coniques S et T, s'il existe un
triangle ABC inscrit & S et circonscrita 'l il en existe
une infinité.

Prenons en effet un point B sur S, et de ce point me-

( \ N . . 3 . :

nons les tangentes Ba, 3y a T, ct joignons ay. D’aprés
le théoreme X1V, il existe une conique tangente aux six

cotés des deux triangles ABC, «3y; or cette conique se
confond avec T, car elles sont tangentes aux cing
mémes droites; donc, cte.

Inversement, du théoréme de Poncelet on déduira
facilement tous les théorémes que nous avons démon-
trés, sans avoir recours a la courbe gauche qui nous a
servi de base.

Iv.

Nous allons examiner quelques cas particuliers des
théorémes que nous avons démontrés.

11. Nous avons vu que I'on pouvait définir la famille
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des coniques au moyen de deux coniques X et ¥ (n°1).
Deux des points A, B, C pourraient étre imaginaires
sans que les théorémes que nous avons démontrés ces-
sent d’étre vrais. :

Supposons, en particulier, que ces deux coniques
soient des cercles, le théoréme XI devient alors le sui-
vant :

Si trois cercles ont un point commun A et si les
trois autres points communs & ces cercles pris deux &
deux sont en ligne droite, leurs trois centres et le
point A sont sur un méme cercle, et réciproguement.

Ce théoréme est facile 4 démontrer par la Géométrie
élémentaire; c’est une conséquence immédiate du théo-
réme de Simpson.

On en conclura facilement les théorémes suivants,
qui sont toujours des cas particuliers de théorémes déja
démontrés :

Soient C ¢t C' deux cercles, A et o leurs points d’in-
tersection. Par o on méne une sécante variable opq,

Fig. 11,

l\‘

et Uon trace le cercle circonscrit au triangle A pg. On
a ainsi une famille de cercles :

1° Le lieu de leurs centres est un cercle passant
en A;
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2° Les points d’intersection (autres que A) de trois
quelconques de ces cercles pris deux a deux sont en
ligne droite;

3° Le cercle passant par A, p, q passe en M, et le
point M est le point ol ce cercle touche I’enveloppe
des cercles analogues ;

4° Cette enveloppe (ou lieu des points M) est un li-
macon de Pascal qui a un point de rebroussement
en A.

12. Nous ne ferons que signaler le cas ou le plan de
la figure serait tangent a la cubique gauche. On aurait
alors une famille de coniques passant par un point A et
tangentes a une droite D en un point donué B. L’en-
veloppe serait alors une courbe du troisieme degré ayant
un point de rebroussement en A, un point d’inflexion
en B avee D pour tangente en ce point.

Comme cas particulier, B pourrait étre a 'infini; les
coniques auraient alors une asymptote commune.

Enfin, si la droite D allait elle-méme & 'infini, on
aurait une famille de paraboles ayant un point commun
A, ct ayant méme direction d’axe. Leur enveloppe se-
rait une cubique de la forme y?= x?*, ayant le point A
pour point de rebroussement. De la ce théoréme :

On donne la courbe y*=x3, et ’on considére des
paraboles ayant leurs axes paralléles & Oy, passant &
Uorigine et tangentes & la courbe donnée. Si I’on
prend trois quelconques de ces paraboles, les points
d’intersection des paraboles prises deux a deuwx sont
en ligne droite.

13. Le plan de la figure peut aussi &tre osculateur a

la cubique gauche. On a alors unc famille de coniques
S

osculatrices en un mcéme point A. Les points d'inter-
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section de trois quelconques de ces coniques prises
deux & deux sont encore en ligne droite. Dans ce cas,
Penveloppe est une conique, tangente en A a toutes
les coniques de la famille.

V.

14. En transformant par polaires réciproques les pro-
priétés que nous avons démontrées jusqu’ici, nous al-
lons obtenir une nouvelle série de propriétés. Nous
ferons observer d’abord que, si une conique est circon-
scrite a un triangle ABC, sa conjuguée sera une conique
inscrite au triangle conjugué du premier, A'B'C/, et que
la droite ct le point correspondant a la premiére conique
par rapport au triangle ABC auront pour conjugués le
point et la droite correspondant a la deuxiéme conique
par rapport a A'B'C'.

Ceci posé, soient ABC un triangle, T et T’ deux co-
niques inscrites a ce triangle, A leur quatriéme tangente

commune. Prenons sur cette droite un point o, et me-
nons de « les tangentes ap, ag aux coniques T et T,
puis construisons la conique T” inscrite au triangle ABC
el tangente aux droites APy %q. Lorsquc le point 2 s¢
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déplace sur A, nous aurons une famille de coniques
qui jouiront des propriétés suivantes :

1° Si I'on prend trois quelconques de ces coniques,
les tangentes communes de ces coniques prises deux a
deux sont concourantes.

2° La conique T tangente 4 AB, BC, AC, ap, 2.4 est
tangente a pg, et pqg est la tangente a I'enveloppe de
ces coniques au point ou elle est touchée par T”.

Ou, ce qui revient au méme, si A est la tangente
commune a deux coniques T et T’ de la famille, le
point de contact de A etde T est sur la tangente a T’
au point ou clle touche I'enveloppe.

3° L’enveloppe de ces coniques (ou enveloppe des
droites pg) est une courbe du troisiéme degré, qui a
pour tangentes de rebroussement les trois cotés du
triangle ABC, et qui a un point double.

4° La polaire de 'un des sommets du triangle ABC
enveloppe une conique inscrite a ce triangle.

5° Les points correspondant a ces coniques par rap-
port au triangle ABC sont en ligne droite.

6° Si les points correspondants de trois coniques
inscrites & un triangle sont en ligne droite, les tan-
gentes communes a ces coniques prises deux a deux
sont en ligne droite, et réciproquement.

Citons comme cas particulier du quatriéme théo-
réme :

Si trois paraboles ayant un foyer commun ont leurs
sommets en ligne droite, les tangentes communes a ces
paraboles prises deux & deux sont concourantes, et réci-
proquement.

La démonstration élémentaire de cette proposition
n’ofire ancune difficulté.



EQUATION GENERALE DES SURFACES REGLEES DONT LA LIGNE
DE STRICTION SATISFAIT A CERTAINES CONDITIONS;
Par M. E. AMIGUES.

I. Previer erosiime. — La ligne de striction est
donnée.
1. Soicent
xy= f(s),
yi=0(s),
3= Y(s),

les équations de la ligne donnée, dans lesquelles @y, 5y,
zy sont les coordonnées d’un point variable P de la ligne,
et s une variable auxiliaire représentant la longueur de
Parc AP de cette ligne qui est compris entre un point
fixe A et le point variable P.

Soient ), u, v les cosinus des angles que la génératrice
du point P fait avec les trois axcs des coordonnées rec-
tangulaires. Soit u une longueur quelconque PM prise
sur cette génératrice et désignons par x, y, z les coor-
données du point M. On a alors

x = f(s)+ hu,
y=0(s)+ pu,
s =Y(s)+vu.

Ces équations, dans lesquelles s et u sont deux variables
indépendantes et ), p, v des fonctions arbitraires de s,
représentent toutes les surfaces réglées passant par la
ligne donnée.

Il est aisé de voir qu’elles représentent toutes les sur-
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faces réglées ayant pour ligne de striction la ligne don-

née, si les fonctions de s que nous appelons A, p, v
satisfont a ’équation différenticlle suivante :
dk
1 — =o.
() zf( )(l.s
Si, d’autre part, on appelle « 'angle de la génératrice
qui passe au point P avec la courbe donnée, on a évi-
demment, que cette courbe soit ou non ligne de striction,

(2) cosa = S A f(s).

Enfin, il est facile de calculer le paramétre de distribu-
tion & de la génératrice du point P. La valeur de ce pa-
ramcétre, dans le cas particulier ou la ligne donnée est
ligne de striction, prend la valeur simple qui suit :

w3 (4

9. Laissons « fonction arbitraire de s. Définissons les
fonctions A, ., v par les équations (1) et (2), auxquelles
se joint I'équation
) N =,
et nous aurons ainsi toutes les surfaces réglées ayant la
ligne de striction donnée. I’équation (3) nous donnera
alors le parameétre de distribution pour les génératrices
de la surface.

Pour intégrer le systéme [(1), (2), (4)], différentions
(2) en tenant compte de (1). Nous aurons

(5) dcosoc _Z‘)f”(s)’

alors (2), (4), (5) donnent %, i, v. Les relations (2)
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et (5) donment d’abord X et p. Portant ces valeurs
dans (4), on a une équation en v du second degré.

3. Supposons, comme exemple, qu'on nous donne
I’hélice représentée par les équations suivantes :

S
T =acos—,
a

@ sin >
= @ sin —,
'}/ a

= bs.

3]
I

Fn posant

. dcosa\?2
R::\/ ?~:—sm2a—a'—’(b‘—‘+l)(—f;:—1> ,

on obtient

. s cosa— bR s dcosa
A=—sin=- -"————— —acos— ,
a 0241 a ds
s cosa—bOR . s dcosa
U = 08§ — ——————— — @ §in —
! a b2 1 a ds
b cosa 4 R
YT T

Il est facile de calculer smza, c’est-a-dire 2 (Cﬁ‘)q

w2 ds
sin?

Rl .
7 he contient

On voit aisément que cette valeur de

que 'angle 2 et ses dérivées. D'on le résultat suivant, qui
est pour ainsi dire évident @ priori:

Dans toute surface réglée ou la ligne de striction est
une hélice, si toutes les génératrices coupent cette ligne
sous un méme angle, toutes ont le méme paramétre de
distribution.

La réciproque est fausse. Si la ligne de striction est
une hélice et que le paramétre de distribution soit le
méme pour toutes les génératrices, le cosinus de I'angle
sous lequel ces génératrices coupent I'hélice, au licu
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d’¢ire constant, est une fonction de s définie par une
¢quation différenticlle du second ordre.

4. En faisant b = o dans lc cas précédent, I'hélice
devient un cercle de striction. Ou a, dans ce cas,

.S s dcosa
A= — Ccosasin — — @ COS — ’
a a ds
s . s dcosxz
= COSa COS — — @ sin — ,
a a ds

v = sina\/l — a? <d“>-~
ds

Si, en particulier, o est une constante, il est facile de
voir qu’on a la surface gauche de révolution. Donc :

Toute surface gauche qui a un cercle pour ligne de
striction et dont les géndratrices coupent ce cercle sous
le méme angle est une surface gauche de révolution.

II. Seconn prosrime. — La ligne de striction est

plane.

1. Prenant le plan de cette ligne pour plan des xy,
on a
y(s)=o0;
alors la relation
S sP+o(s)24+d(s) =1
devient
S(s12+0o(s)2=1.
XNous poserons
S'(s) = cosw,

¢'(s) = sinw;

w sera alors une fonction arbitraire de s, puisque la
ligne de striction est une ligne plane arbitraire. Pre-
nons pour x une fonction arbitraire de s.
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Nous aurons alors les équations suivantes pour déter-
miner les fonctions de s que nous appelons %, u, v,

A dp. .
(1) Ecosw-i-zsmw_o,
(2) A cosw -+ psinw = cosa,
(3) 2 2=,

Diftérentions (2) en tenant compte de (1). Nous avons
ainsi

(4) ——)sinw—t-pcosw:-—sina%-

Les équations (2) et (4) donnent X ct w. Puis I'équa-
tion (3) donne v.

Le probléme est donc résolu. On obtient

i

. . da
A = cosw cosx + sinw sina —,

dw

. . da
(5) ¢ B= SINW COSA — COSL SINA —~—

dw’
_' v :sina‘/(—— /:1{—:>2.

En particulier, si a est une constante, nous aurons
pour les équations de la surface

/

s w:fcosw ds -+ 1 cosw cosa,

6) ’yz /‘sinwds—l—usinw(‘osz,

. &= usina.

Dans ces formules (6), w représente une fonction arbi-
traire de s.

2. Pour calculer le paramétre de distribution des sur-
faces ci-dessus, différentions la formule (4).
Ann. de Matheémat., 3° sévie, t. VIIL (Févricr 188q).) 6
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Nous obtenons
Ak 1 dp COSW = €082 do _ d sina da )
— ——sinw - —- Cosw = ¢ T _ = “@x .,
ds ds ds ds dw)
Ajoutons le carré de cette derniére équation au carré
de I'équation (1). Nous avons ainsi

dX 2+ du\? coszdw d sina dx\ 2
ds ds) — ds ds dw
Cette expression ne dépend que de o, de w et de leurs
dérivées, mais ne contient pas s directement.
, - . dv \
Il en est évidemment de méme de Y d’aprés la der-
ni¢re des formules (5); ct, par suite, il en est de méme

du parameétre de distribution.

SUR DEUX DETERMINANTS NUMERIQUES ;
Par M. G. FOURET.

Certains déterminants numériques, d’une forme sim-
ple, présentent, quel que soit leur ordre, des valeurs
remarquables. En voici deux exemples, qu’il nous a paru
intéressant de faire connaitre.

I. Le déterminant

n

i 1 1 1 1|
I —1 o 1 I
i
| —1 — TR
| {
'
{ i
Pl —1 =1 ... o |

a, quel que soit son ordre n, une valeur égale & l'u-
nite.
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Désignons par X, ce déterminant. Nous n’altérons
pas sa valeur en retranchant des éléments de la pre-
miére colonne les éléments correspondants de la seconde.
On a par suite

o I I 1

|—l o f 1

X,,—_—i 0 —1 0 i

i

E . .
o —1 —1 o |

' t 1 t

—1 o [ i

i
|
|
T
7
1

n-—-i
¢est-a-dire
, - o
Xn:)\tz: — 1. C. Q. F. D
—1 o
1I. Le déterminant
I o 1 1 1
— I o0 i 1
— —1 QO 1
L —1 —1 —1t ... 0l

est nul ou égal & l'unité, suivant que son ordre n est
impair ou pair ().

Désignons par Y, ce déterminant. En retranchant les
éléments de la scconde colonne des éléments correspon-

(*) On sait d’ailleurs, d’une maniére générale, que tout détermi-
nant symétrique gauche d’ordre impair est nul.
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dants de la premiére, on a encore

I—l 1 1. 1

1

'—1 o 1 I
\',,,::‘ 0o —1 o ... 1

|

‘ 0 —1 —1 .. 0 |n

ou bien, en développant ce déterminant par rapport aux
éléments de la premiére colonne,

(o] 1 1 1 1 e I
—1 o ... 1 —1 o ... 1
Y,,:—- -+ s
. o e . e el e
—1 —1 ... O |p- —1 —1I ... O lp—y

¢’est-a-dire, d’apres les notations que nous avons adop-

Lécs,
Yo=— Yo+ X,y

ou cncore, cn vertu du premier théoréme,

Yo=— Yy1+1.
Mais on a
I

=1.

o
Y2=~
—1

o

On en conclut, d’apres la relation de récurrence trou-
vée,
Y;=o, Y, =1, Y;= o, ... €. Q. F.D.

Dans unc Note publiée en 1836 dans le Bulletin de la
Société mathématique de France (t. X1V, p. 146),
nous avons fait connaitre la valeur de quelques autres
déterminants numériques remarquables. Nous ajoute-
rons que 'on trouve démontré, dans cette méme Note,
le second des deux théorémes communiqués par M. J.
Mouchel aux lecteurs des Nouvelles Annales, en aott
dernier, théorémes qui ne différent d’ailleurs enure eux
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que par la forme de ’énoncé. Nous rappellerons enfin
que, dés 1846, M. Catalan s’était occupé de questions du
méme genre dans ses Recherches sur les déterminants
(Bulletindel’ Académieroyale des Sciences, des Lettres
et des Beaux-Arts de Belgique, t. XIII, 2° Partie,

p- 534).

NOUYEAU THEOREME SUR LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES;;
Par M. Joseru JOFFROY,

Professeur au lycée de Nantes.

Un de mes éléves, Gaston Brunet (classe de 4° année
d’Enseignement spécial) a le mérite d’avoir remarqué
par des essais la propriété numérique suivante :

Soit les progressions

$1.3.5.7.9.11.13. ..
1.5 .9 . 13...

Le premier terme de la dernicre est le cube du pre-
mier terme de la premiére; la somme des trois termes
suivants (5, 9, 13) est le cube du terme 3, la somme des
cinq termes suivants est le cube du terme 3, etc.

Il a été conduit a cette relation par la méme relation
connue sur les progressions

I? 27 33 'i’ 57 GY 77 87
1, 3, 5,

N

Cette propriété et celle que Brunet a trouvée sont des cas
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particuliers du théoréme suivant auquel elles m’ont con-
duit :

Soient
a.b.c.d.ef...k1(l+R)...

une progression arithmétique & termes entiers et
soient
a.c.e.g...k(l+R)...

la progression formée par les termes de rang impair de
lautre; je décompose la seconde en groupes de a, b, c,
d,...l,(l +1R)termes : la somme des termes du pre-
mier groupe vaut le cube de a, la somme des termes
du second groupe vaut le cube de b, ..., la somme
des termes du (n—+ 1) groupe vaut le cube de | + R,
a la seule condition que le terme a soit U'unité ou & la
seule condition que R = a.

Démonstration. — Le premier terme du groupe qui
contient [/ + R termes de la seconde progression est pré-
cédé par

n
a+b+c+...+1 ou (a—f—l);termes.

Je remplace n par sa valeur tirée de la formule connue
l=a+(n—1)R

et je trouve que le nombre des termes qui précédent ce
terme est
(a+0(l—a+R)
2R

Ce terme vaut donc
a+(a+ 1)l —a+ R).
Le dernier terme du groupe considéré vaut

a+(a+0(l—a+R)+ ({+R—1)2R,
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ct la somme des termes de ce groupe
[e+(a+1)(Il—a+R)+ (I+R—1)R]({+R),
expression qui peut s’écrire
[l+R2+(1—a)(a—R)]({+R)
et qui peut se réduire a ([ + R)3, soit lorsque a=1,

soit lorsque R = a. C. Q. F. D.

Application I. — La somme des cubes des n premiers
nombres impairs
1.3.5...(2n —1)

est égale a la somme des
1+3-4+54+...+(2n—1) ou n?
premiers termes de la progression

1, 5, 9, 13,
ou a

n2
(+02,

qui s'écrit, en remplacaut [ par 1+ (n? —1)4,
(2n*—1)n2.

Application I1.— La somme des cubes des n premiers
nombres pairs

2, 4. 6, 8, 10, 192, , 2n
égale la somme des
2+4+06-+...4+2n ou n(n-+ri)

premiers termes de la progression

2.6.10.14...1.
Elle vaut doune

)
EPLILE
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Substituant a / son expression
2+ [n(n—+r) —1]j.
I . .
J obtiens, pour expression de la somme cherchée,

an2(n +1)2.

LONGUEUR DES AXES D'UNE SECTION PLANE D'UNE QUADRIQUE,
EN COORDONNEES OBLIQUES;

Par M. Etiexne POMEY.

1. — Notations.

Nous désignerons par %, i, v les angles des axes OX,
0Y, OZ; nous représentevouns le plan par I'équation

IX+-mY +nZ+p=o,
et la quadrique (a centre unigue) par -
JX,Y,2)=0(X,Y,2) +2CX +2CY+2CZ+ D =o,
c¢n posant
o(X,Y,Z)=AX2+ A'Y2 + A"Z2 4 2 BYZ + B'ZX + 2 B"XY.

Enfin, nous poserons, pour abréger,

: C
A BB A c
A={B AN B, H = : '” ,
....... G
B B A .
¢ Cc a D
4
l
A H ooom
m .
Ay = . , Hy= on |, K= H, ’
....... n : A,
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K K K !
A+ = B"+ —cosv B'++ —cosu |
P P v ‘
K K K
B”+ — cosv Al — B+ —cosk m
[pl= ? ? P ;
K K N K
B'+ —cospw B+ —cosk AV — n
B B ~
l m n [ I
a(x,y,s)= E$2+y2+52+2yzcos).
-~ 257 COS[L -+ 2Zy COSV.
II. — Zhéorémes préliminaires.
Tuatorkme I. — Les équations de la conique, par

rapport a des axes ox, oy, 0z, paralléles « OX, 0Y, OZ,

et passant par son centre o, sont
b

(1) le+~my+nz=o,
(2) o(z,y,5)+K=o.

En effet, en désignant par a, b, c les coordonnées du
centre o, les équations de la conique dans le nouveaun
systéme sont évidemment

lx+~my+nz=o,
flz+a,y+b,5+c¢)
=@,y ) +afy+y[fi+ife+[fla b c)=o,

et I'on a, pour calculer @, b, ¢, les équations

Lo S

la+ mb—+ nc+p=o, 7 =

(qui expriment que le centre o est I'intersection du plan
donné et du diamétre de la quadrique qui est conjugué
de ce plan. Les deux derniéres équations montrent que,
lx + my + nz étant nul pour tout point x, y, z dela
conique, il en est de méme de xf, + y.f; + zf.. H reste
donc simplement 4 calculer f(a, b, ¢). A cet effet, dési-
gunons par — 2f la valeur commune des trois rapports
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précédents; il en résulte les équations
Aa+B'b+Bec+C +1lt =o,
B’a+A'b+Be +C +mt=o,
B'a+Bb +A"c+C'+nt =o,

qui, multipliées respectivement par a, b, ¢ et ajoutées

ensemble, donnent

Ca+Cb—+Cc+D—f(a, b, c)+pt=o.
En joignant a ces quatre équations la suivante
1018 1

la +~ mb+ nc+p =o,

on a un systéme linéaire et non homogéne en a, b, ¢, 1,
f(a, b, ¢), qui donne f(a, b, c¢) par les formules de
Cramer; ou, plus simplement encore, on élimine a, b, ¢
(en tant qu’ils figurent explicitement) et ¢, ce qui donne

’ : (o !
| A ! m
i ....... ! cr n|=o,
i C ¢ ¢ D—f(a, be) p
] I m n P o

ou enfin
H,— f(a, b, c)A;=o.

En conséquence, la conique est bien représentée,
dans le systeme oxyz, par les équations (1) et (2).

Tutorkme . — E'tant donnée la forme quadratique
@ trois variables 4 (x, y, z), pour que le discriminant
de la forme quadratique & deux variables

’

le +my
o(. _rmy
i
soie nul, il faut et il suffit que celui de la forme qua-
dratiqgue §(x, y, z) 4+ 21(lzx +my + nz) dépendant
des quatre variables x, v, =, t soit nul lui-méme.
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En eflet, lorsque le premicr discriminant est nul, ou

lz + my

pour réduire la forme 9(.1‘, Y, —
e n

> a un seul

’ b b . ’ .
carré, qu'on peut d’ailleurs écrire

, 2
5<ax+b},__cl_‘"ﬂl’> .
n
Par suite, 0(x, y, z) peut étre mise sous la forme
a(ax+;)y+cz)2,

et, comme 2/(lx + my + nz) est une somme algébrique
de deux carrés, la forme

0(z, y, 3)+2t(lx +~ my + nz)

est réductible a trois carrés; or elle dépend de quatre
variables; son discriminant est alors nul.

Réciproquement, si son discriminant est nul, cette
derniére forme est réductible a moins de quatre carrés;
deux sont fournis par la décomposition de

2t(lz+my +nszs);

donc §(x, y, z), qui est indépendante de ¢, doit se ré-
duire a un seul carré

clax + by +c3)?.

11 en résulte que la forme a deux variables

e<z,y,_l$_+mz>

n
se réduit a un seul carré

/I—i—m!

a<am—+—b}'—c-_ >;

n

et, par conséquent, que son discriminant est nul.
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L. — Recherches des longueurs des axes.

Cela posé, voici le théoréme qui fait 'objet de cette
Note :

L’équation aux carrés des longueurs des demi-axes
dela conique f(X,Y,Z)=0,IX+mY+nZ+p=o

est [o]=o. .

DémonsTraTION. — Dans toutes les méthodes de dé-
monstration qui suivent, nous supposons, pour simplifier,
la conique préalablement rapportée aun systéme oxysz,
ce qui naturellement ne change pas la grandeur de ses
axes, ni par suite 'équation demandée. Nous raisonnons
donc dans le systéme ox)z, et nous représentons la co-
nique, en vertu du Théoréme I, par les équations (1)
et (2).

Premiére méthode. — Pour qu’un point s(x, 3, )
soit sommet de la conique, il faut et il suffit qu’on puissc
mener par la tangente en s un plan perpendiculaire au
diamétre os.

La tangente en s a pour équations

’

Y—l—zl\:o.

(3) lz+my +nzs=o, x?;—t—‘}'?;g—i—zq

L’équation générale des plans passant par cette droite
est
Ty 4y o8+ 39y 2K+ 2t(lz+my +nz)=o,

t désignant un paramétre arbitraire.
Pour que ce plan soit perpendiculaire 4 la droite ox,
dont les équations sont

|

il
<ol

il
“2lu
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il faut et il suffit qu'on ait

oy 20t  og-amt ¢y +ant

(5)

1g - [y - 1 g
2 % 278 7%

Or, en multipliant haut et bas ces rapports respecti-
vement par «, 3, v, et les ajoutant terme a terme, on
obtient le rapport
v’ + Bog + vy ot (la+ mB+ nv)

3 (%9 o8 — %)

’

ou, d’aprés le théoréme des fonctions homogénes,

20(a, 8, ¢+ 2t(lz+mB+ n*().
a(a, B, 7)

Enfin, en observant que «, 3, v satisfont aux équations
(1) et (2), et en désignant par p la longueur du demi-

ISR 2K \
axe os, ce rapport se réduit a — - Et comme, d’aprés
son mode de formation, ce rapport est égal a chacun des
rapports (5), on a

[ K -
“Du—v——d‘d-i—'ll[ =0,
\ B

/

(6) 9{3-{—?0'34—21)1/:&
P

’u’+K L+aont
{IY — G 7 = 0.
Yo%

En joignant a ces trois équations la suivante
la+mB+ny=o,

et éliminant «, B, v, ¢, on obtient immédiatement I'équa-
tion
[p]=0o0.

Deuxieme méthode. — Pour qu’un point s(2, 3, v)
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que la
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tangente a la conique en s soit perpendiculaire a os,
c'est-a-dire que les droites (3) et (4) soient rectangu-
laires. Les coefficients directeurs de la premiére sont

mol, — no; ne, —lol,, leg — mo,
Ty %3 Ta Pyr 98 G-

La condition de rectangularité est done, d’aprés une
8 p

formule connue,

(7) (moy—nog) o+ (ngy—19}y)3g+(Lgg— mp,)oy =o.
L’équation cherchée est le résultat de 1'élimination

|
de a, 3, y entre Péquation (7) ct les trois suivantes, ou
p désigue I'inconnue os,

(8) la+mB+ny=o,
(9) (a8, 7))+ K=o,
(10) a(2 By v)=p

L’équation (7) peut s’écrire

(93, — dyoip) + m (7, — 94})
+ 1 (9,98 — ¢gox) =0

(1)

Les équations (8) et (11), homogénes en [, m, n,
donnent

B(oop — ©B9y) — 1(9y0u — 9u0Yy)

/
(12) = “,(%c‘{_(?‘f%);a(%cﬁ'—?ﬁy
_x(9ysh — 9h9y) — B(9Boy — 9yop)

i n

Or le numérateur du premier rapport peut s’écrire
successivement

(B0 + o)) oy — o (BB + 79y )
(a5 = B} = 3) ) ¢ — T (a3, -+ B -+ 19})

ou, ’aprés le théoréme des fonctions homogénes,

2502, B 1)gh —23(% & )%
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et enfin, d’apres (9) et (10),

2%y + 2 Koy,

Les numérateurs des deux autres rapports sont, de

méme,
2008 +2Koj, 2p0) +2Kol.

Les équations (12) deviennent done

, K, ., K, , . K,
Pa+ 7% BT O Py + 2 9%
03) et _ o P _ pT
l m n
En désignant par — 2¢ la valeur commune de ces

rapports, on en conclut les équations (6) et, par suite
encore, [p]=o.
¥

Troisiéme méthode. — Pour qu'un point s(a, {3, y)
soit sommet de la conique, il faut et il suffit que les tan-
gentes en s a la conique et au cercle concentrique qui
passc par ce point soient paralleles.

La tangente a la conique en s est représentée par les
équations (3).

Le cercle considéré étant représenté par les équations

(14) lx+~my+nz=o, o(z, ¥, 5)=p,
les ¢quations de la tangente en s & ce cercle sont
(15) loz+my—+nz=o, T, +yog+ 55, — 20 =0.

Pour que les droites (3) et (14) soient paralléles, il
faut et il suffit qu’on ait

magy, — nao na,, — 13 log — mo,
Y B _ "% y _ ‘98 %

N7 P . 7 — DA Tt
mgy — nog ne, lc?Y 19‘3 moy

La somme des numérateurs, respectivement multipliés
par o4, 53, 5y, est identiquement nulle. On a donc aussi,
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a I’égard des dénominateurs,
S (mey — vg) + cb(n’.?'a-— lv_JY) -+ 5:{(11.?’/ — mo'u) =o.

C’est la relation (7). Comme on a, d’ailleurs, les re-
lations (8), (9), (10), on voit qu'on retrouve, pour dé-
terminer o, 2, ¥, p, ¢xactement les mémes équations
que dans la deuxiéme méthode.

Quatriéme méthode. — Pour que le point (=, Byy)
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que le
plan de la conique soit tangent au coéne qui a pour som-
met le centre o de la conique et pour directrice I'intersec-
tion de P'ellipsoide avec la sphére de centre o qui passe
par le point s.

Soit o(x, ¥, z) = p la sphecre considérée. Le cone con-
sidéré a pour équation

. K
o(x, y, 3)+ Eo(m, ¥, s)=o0,
ct par suite son plan tangeut en s est représenté par
x(o' +Ko">+ ( f —I—Ka')—i-z( '+KG'>—
Pa T 5 %a Y\ e o B Py o 1)< 0.

Pour que ce plan se confonde avec celui de la conique,
il faut ct il suftit que 'on ait

<p'a+;o'a cp’ﬂ-l—gci; t,'z'Y-}-

K , K K
p
l m - n

Ce sont les équations (13 ), d’oit’on conclut les équa-
tions (6), et par suite [p] =o.

Cinquieme méthode. — Les valeurs cherchées de P
sont les carrés des rayons des deux cercles concentriques
et bitangents a la conique.
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L’un quelconque de ces cercles est représenté par les
équations (14).
Pour que la conique et le cercle considéré soient bi-
tangents, il faut et il suffit qu'il en soiL de méme de
leurs projections sur le plan xoy, savoir

:0,

(P<x’y’__. l;z'+—nn£__}:) + K

lx—»—m_y)_p —o

e

La condition nécessaire et suffisante de bitangence de
ces deux coniques est que leurs cordes communes passant
par le point o, savoir

(16) fe(x,y,— lmx+m'y>+%c(w,y,— L*m”) =o,

n n

soient confondues. Or, pour cela, il faut et il suffit que
le premier membre de (16), qui est une forme quadra-
tique a deux variables, se réduise 4 un seul carré et,
par conséquent, que son discriminant soit nul, condition
qui, en vertu du théoréme II, revient a égaler a zéro
le discriminant de la forme suivante a quatre variables
Ly Yy By by

o(z, y, 3)+ —ngc(x, ¥, )+ 2t(lex +~my + nz).

On obtient ainsi 'équation
q

[p]=o.

Cette méthode est remarquable, en ce qu’elle n’exige,
comme on voit, presque aucun calcul.

Sixiéme méthode. — Les valeurs cherchées de p sont
le maximum et le minimum de la fonction o(x, y, z),
ou x, y, z sont assujettis aux relations

lx+my—+nz=o, o(z, ¥, 3) +K=o.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Février 1889.) 7
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On peut évidemment encore dire que ce sont le maxi-
mum et le minimum de

lx+my
'—K“(x1 Y= ———n—>
lx +~m
(== =)

Les deux termes de cette fraction sont des fonctions
homogeénes du second degré en x et y,el, par conséquent,
d’aprés la théorie élémentaire des maximum et minimum
de la fraction générale du second degré, les valeurs de o
sont les racines du discriminant de la forme

lr + mz>

lr +~my
(o o)

1 x
g _
o 24 n

)
ou, ce qui revient au méme, d’aprés le théoréme II, de
la suivante
K
o+ —c+2t(le+ my + nz),

ce qui donne
[p] = 0.

SUR LE LIEU DES FOYERS DES CONIQUES QUI PASSENT
PAR QUATRE POINTS D'UN CERCLE;

Par M. H. FAURE,
Chef d'escadron d’Artillerie en retraite.

M. Salmon,dans son Zraité de Geéométrie analytique
(Courbes planes), démontre, d’aprés le D* Hart, qu’il
existe deux cubiques circulaires ayant pour foyers quatre
points A, B, C, D d’un cercle et que ces deux cubiques
constituent le licu de 'intersection de deux coniques sem-
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blables dont les foyers sont respectivement A et B, C et
D (p. 353). D’autre part, M. Salmon (Sections coniques,
p. 3o1) montre que le lieu des foyers des coniques qui
passent par quatre points est une courbe du sixiéme
ordre, qui se décompose en deux autres qui sont respec-
tivement du troisiéme ordre, lorsque les quatre points
sont sur un cercle.

Je ne crois pas que l'on ait remarqué que ces deux
courbes du troisiéme ordre sont précisément les deux
cubiques circulaires du DT Hart. En voici une démon-
stration.

Soit F le foyer d’une ellipse passant par les quatre
points A, B, C, D, d’apres les expressions connues des
rayons vecteurs,

FA=a— "2, FB=a— 0
a a
d’ou
FA—FB= < (my—ap)
a

et

FA —FB\2_ ¢ T

\ [\B )

- a? (.}’2'—.}/:)" .
et B
S\ T — Iy
Dans cette relation, x,, y,, X2, ¥ sont les coordonnées
des points A, B, I'ellipse étant rapportée i ses axes.

On aurait de méme, xy, ¥3, x4, ¥s étantles coordon-
nées des points.C et D,

(FC—FD“’ c? 1
\ @\ Ty oy
. ek (:’)’1. ,V:;) 1

\ Ty — T3 .

Si les quatre points A, B, C, D sont sur un cercle, les
cordes AB, CD sont également inclinées sur les axes; par

suite,
(}’2—,1’(\2_ Ye— Y3\t
) = o= )
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par conséquent,

FA—FB _ _ FC—FD
AB ~ —  Ccb

Lorsque la conique est une hyperbole et que les
quatre points A, B, C, D sont sur la méme branche, on
a la méme relation ; mais, si, les points A et C étant sur
une branche, les points B et D sont sur ’autre, on a

FA+FB _FC+FD
AB ~ ~ CD

Dans ce cas, en effet, on a, par exemple,

cxy cx,

FA=—a+ > FB:a——’
a a

d’ou
FA +FB = 5 (21— 23)

et de méme

FC+FD = = (z;— ),

On peut donc énoncer ce théoréme :

Le lieu des foyers des coniques qui passent par
quatre points A, B, C, D d’un cercle est aussi le licu
de Uintersection de deux coniques semblables ayant
respectivement pour foyers les points A et B, C et D,
c'est-a-dire qu’il coincide avec les deux cubiques cir-
culaires qui ont pour foyers les points A, B, C, D.
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SUR CERTAINES MOYENNES ARITHMETIQUES DES FONGTIONS
D'UNE VARIABLE COMPLEXE;

Par M. A. GUTZMER.

Extrait d’'une Lettre adressée a M. F. Gomes Teixeira (*).

... Vous connaissez le théoréme de M. Rouché (?)
sur la moyenne arithmétique d’une fonction

+ o

f(z‘):iav.z‘v ou  f(x)= 2 ayzY,

VY =—=—o00

selon lequel 1a moyenne arithmétique de toutes les va-

leurs de f w('ﬂ ), correspondant & une valeur déterminée

du module r de la variable
z =redi=r(cosb+ isinh),

est égale au coefficient a,, ce qui s’écrit

Ce théoréme, cité par plusieurs auteurs et d’une cer-

(1) Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas.
(*) Journal de I’Ecole Polytechnique, XXXIX* Cahier. — Voir
aussi SErreT, Algébre superieure. . ] .
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taine importance dans la théorie des fonctions, a é1é
étendu par M. Thomae (*).

Je vais vous communiquer dans ces lignes un théoréme
analogue qui se rapporte’ aux valeurs du carré du mo-
dule de la fonction f(x)le long d’un cercle autour de
l'origine, et qui sera publié prochainement dans les
Mathematische Annalen.

Supposons que la série de puissance

o

o fla)= Y aya

v=0

converge absolument dans la région définie par [x|<R
(en désignant, d’aprés M. Weierstrass, par |x|le module
de la quantité x), et posons

zr=redk (r <R):
I’équation (1) deviendra

f(‘T):f(r, 0) zzavrv eVOl'
V=0

et, en multipliant par la quantité conjuguée

-_ N 1 — .
S, 0)= 2‘ ayri-e—pbi,
p=0
nous obticndrons

If(.r' 0) l:": 2 av(_l"p,l"v""p' ev—w:

v, =0
o ®
:Elayr-'r?"-i— E ayay rv+ eV,
v=0 v, =0

(') Elementdre Theorie der analytischen Functionen, p. 130.
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En posant a,= a,+ i, cette équation devient

1f(r,0)fr= Y layjzre

V=0

+2 2 [(avay + ByBy) cos(v — )0

v,p.:o
+(ayBu—ayuBy) sin(v — @w)0 ] rv+e-
— EWVI"‘”

v=0
“+2 2 [(2p+rap—+ Bp+aBy) cos A0

A=1 pn=0

¥ 4 (obth By — ay Burn) sin A0 ] r2e+h,
En posant

2 (“(.L+)k°‘p.+ Bp.+)\ {-)’p.)"gl“""x = Ay,
(2) i

Z (atyn Bp— oy, pp.+)\)"2p’+)‘ = By,
©n=0

Péquation précédente peut s’écrire
(3) If(r,ﬁ)P:E[aV]'lrW—i— 2E(A)‘cos)\0+B)\sin7\0).
v=0 =1

Cette équation nous donne immédiatement

® ©

[f(r 6+ TL')|2'—‘~2 |ay|2rey + 22(—1))\(1&; cosA6 —+ By sin A0)

V=0 A=1

et, par suite, nous aurons
I
;[lf(ry 0)12—+‘|f(7‘,9+7t)|2]

:2 lay|2rv+ 22 (Aq) cos2A0 + By sin228).

V=0 A=1
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De méme vous trouverez

(o= D)+ |r(mo+ )]

_E‘a |2 r2V+2> (— 1) (A cos2 M0 + By sin22A8),

h= l

et, en additionnant ces deux équations, vous aurez

=] (ro- 3)]

—ZIavl 12‘/——2> (A4 cos4A8 4 By sing20).
)_1

En continuant de cette maniére, vous finirez par
trouver I’équation

o1

B,

/1

' = 2‘ |ay[2rv4-o z [Agmy cos(27h0)+ Bymy sin(27220)].

v=0 =1

Maintenant il est facile de se convaincre que la der-
niére somme s’approche de la valeur zéro, si n augmente
indéfiniment. En effet, en profitant des définitions (2)
et de la supposition faite dans la série (1), il s’ensuit

[Agn) cos(27h0)— Bony sin(2728)]

k=1p=1
> (Jagrem, 2p] | Bureri Bl lap+e™. Bl +lay Buremi])

< Z E r2i2h (o | -1 Bu) (Japramn | =1 Bpram])

A=1 L=0

< X el (3] X e = | By

A=t

1T

~
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La premiére somme est évidemment une quantité
finie, tandis que la seconde en représente une sorte de
reste; par conséquent, elle devra s’évanouir pour n in-
fini, et de méme le produit des deux séries.

Nous pouvons donc conclure que

2n—1

R kw \ |2 .
(5) J'_"L;E‘f<”0+§ﬁ:)] :ZIavlzrw.
- k=0 v=0

Or, le premier membre de (5) représente la moyenne
arithmétique des carrés des modules de (1) pour tous les
points du cercle [x|=7r.

En indiquant cette moyenne par M,, nous avons

(6) M| f(z)|2= M,.li ayz’ 22]%!“’”-

V=0 V=0

Cette équation nous fournit le théoréme suivant :

Lamoyenne arithmétiquedes carrés des modules de
toutes les valeurs que la série

f(x):iavz‘\'

puisse avoir le long du cercle |x|=r, situé dans la re-
gion de convergence, est égale a la somme des carrés
des modules des termes de la serie.

Il est aisé de voir que ce théoréme subsiste encore
pour des séries plus générales d’une seule ou de plusieurs
variables. De méme on peut énoncer ce théoréme pour
un cercle quelconque, situé dans la région de conver-
gence de la série, pourvu qu’on prenne, au lieu de la
série proposée, son développement autour du centre du
cercle. Mais je n’y insisterai plus.
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Dans ses recherches sur les séries trigonométriques ('),
A. Harnack a trouvé quelques formules intégrales, qui
ne sont autre chose que des théorémes sur la moyenne
d’une fonction, et il est facile de déduire d’une de ces
formules une autre démonstration de notre théoréme,
laquelle je dois a une lettre dont M. W. Dyck m’a
honoré; il s’ensuit que ee théoréme a plus de généra-
lité qu’on ne croirait d’aprés la démonstration donnée
ci-dessus. Cependant A. Harnack n’a pas tiré des con-
séquences de sa formule pour les fonciions d’une va-
riable complexe. Mais cette formule (*) m’a inspiré
une nouvelle démonstration du théoréme énoncé, que je
me permets de vous communiquer.

En effet, en partant de I’équation (3), nous aurons
par intégration

27 2 2
|£(0)2 db = f lay[2 v db
[ iroras [0 S

v=0

27 2
“+ 2 [ 2 (Aj cosA0 + By sinh0) df
w0 A =1

®
= szIavlirW
v=0

©

27 27
+ 22 (A)‘ f cos A0 db + B)‘f sin A0 de)
[ )

A=1

L
= znzlavlﬁrz"

V=0

- sinAf \27™ — cosAB\2%
=2 A [ (50) - m (=)}
1

A=

(') Mathematische Annalen, t. XVII et XIX.
(?) Loc. cit., t. XVII, p. 127, éq. (III).
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Evidemment chaque terme de la derniére somme, et
par suite la somme elle-méme, s’évanouit, de sorte que
nous avons

I

27 b
w ) AR =3 e
v=0

Voila le théoréme sous forme intégrale. Vous voyez,
monsieur, qu’il suffit de supposer que l'intégrale au
premier membre a un sens, ce qui est conforme aux
conditions de A. Harnack pour les séries trigonométri-
ques.

Considérons encore quelques exemples. D’aprés la
formule (6), nous aurons pour la fonction e+

o

ran

(1)’
n=0

M,|ex|t=

ce qui devient, pour le cercle |x|=1,
@©
N I
LR N S
M””")ﬂmy
n=0

N R N\ .
De méme nous aurons pour la série 2‘ 3 la relation
n=1
w
2 ran
= 2 e’

n=1

M,

N Z"
2w
par conséquent, la moyenne arithmétique du carré du
module de cette série, pour tous les points du cercle

jx| =1, est égale a
= 2
T T
EF 9o

n=1

©
;. xn
La série E — posséde pour un cercle |x|=r la
2’!

n==0
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2n

@
. s r . . 1
moyenne arithmétique 2 S qui devient, pourr =,

0

L 1_16

=2 =
L _ 4

Ez_ﬁ_?

xﬂ
Py

M,

E]

et pour r =1,

Pour la série

il vient
2 ran
— il |

M, -

log
bl__

ou 7 < 1; la méme moyenne se trouve pour la fonction

. xll
log(t+2)= Z (—1)n—1 w7
n=1\
car évidemment on a
L
ren
M,|log(1+2z)|2= 5
n=1
ou r < 13 de sorte que les carrés des modules des deux
I
1—x

fonctions log(1 + x) et log ont la méme moyenne

arithmétique pour les mémes cercles.

Parmi les conséquences qu’on peut tirer du théoréme
énoncé, je ne mentionnerai que la suivante. En dési-
gnant par ¢, des quantités positives, nous aurons certai-
nement l'inégalité

e+ av>2qugqy (LEV).

Formons cette inégalité pour toutes les valeurs de y,
vI=1, 2, ..., m, £ 32v; nous trouverons facilement,



(‘109)
par addition,

(m—l)Zq;&m Z qugv  (p#v)

wy=t

Ajoutons aux deux membres de cette inégalité I'ex-
pression g%+ ¢3—+. ..+ ¢35 il vient

mzw( So)

=1 /

" Equ
(Zn)> 5

Si nous posons maintenant

ou

qu~,f<r 0+;“1>’ et m=an,

nous aurons

0
L
2 u=0
\/TIEI r,ﬂ—i—ﬁn >‘> o ’

d’ou il suit, 4 I’aide de 'équation (5), pour ~ infini,

A gauche, nous avons une quantité finie et déter-
minée; par conséquent, la quantité a droite devra étre

finie, et comme la sommez lf </', 9

pr
n_,) l est cer-
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tainement divergente, il faut qu’elle devienne infinie du
méme ordre que 2%,

D’autre part, le second membre représente la moyenne
arithmétique des valeurs que le module de f(x) par-
court pour le cercle | x| = r. Nous avons donc le théo-
réme suivant :

Tutorkme. — La moyenne arithmétique des valeurs
que le module de la fonction f(x) parcourt pour tous
les points du cercle |x | =r est inféricure & la racine
carrée de la moyenne arithmétique du carré de ces
modules.

Nous avons donc une limite supéricure de cette
moyenuc arithmétique; je n’ai pas encore réussi a en
trouver une expression exacte par la méthode employée
d’abord dans cette lettre.

Pour déterminer cette expression par ’autre méthode,
on aurait a former

27{

= [t

0
w
/ /Ea\,cﬁr""’-ue(v—l’«’efdﬁ.
Vs

Peut-étre reviendrai-je une autre fois a cette expres-
sion.

Permettez-moi, monsieur, d’ajouter a ces lignes une
nouvelle démonstration du théoréme de M. Rouché, cité
au commencement de cette lettre. Considérons la fone-
tion

fix) Ea TV“‘——Za rv—k[cos(v — k)0 + isin(v — k)0];
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en intégrant, on aura

27:. )
B .
=Eavrv—kf [cos(v — k)b 4 i sin(v — £)0] d .

o, sin(v — k)07 2= cos(v—-k)ﬁ .
_zﬂak—t—Eavr' [ pp— , —Tl—r— , v k).

Chaque terme de la somme, et par suite la somme
elle-méme, devient zéro, de sorte que nous avons la for-

mule
2T
L[ f(-:)doz%
27/,

&

ce qui démontre le théoréme de M. Rouché d'une ma-
niére nouvelle.

DEMONSTRATION D'UNE FORMULE RELATIVE
A LA CAPILLARITE:
Par M. Luciex LEVY.

L’ouvrage classique de MM. Jamin ct Bouty contient,
pour établir la formule de Laplace

I
Ap = (R R)l

une démonstration dont le principe est di a M. Lipp-
mann, mais qui est incorrecte dans les termes ouelle est
présentée. La Note qui suit a pour objet de rectifier cette
démonstration.

Nous admettons sans discussion ’hypothése de M. Lipp-
mann. Lasurface duliquide peut étre assimilée 4 une pel-



(112)

licule sans épaisseur, extensible et compressible le long
de la surface liquide; découpons fictivement un élément
de surface par une ligne fermée : cet élément tendra a se
contracter comme une membrane de caoutchouc et, pour
le maintenir en équilibre, il faudra appliquer certaines
forces tout le long du contour. On admet que la force
appliquée 4 un élément de ligne est, dans le plan tangent
a la surface, normale a cet élément el proportionnelle a
la longueur ds de cet élément. Elle peut donc étre re-
présentée par une expression de la forme

F ds,

F étanL un coefficient constant.

Cela posé, étudions les conditions d’équilibre d'un
rectangle élémentaire tracé sur la surface. Ce rectangle
ne sera pas quelconque comme I'indique la démonstra-
tion citée; voici comment nous le déterminerons. Par

un point O de la surface, menons deux lignes de cour-
bure GOE, FOH. Sur la premiére prenons, 4 partir du
point O, deux longueurs égales OE, OG infiniment
petites : en E et en G passent deux lignes de courbure
du second systéme AB, CD. De méme, sur la seconde
ligne, prenons a partir du point O deux longueurs égales
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OF, OH infiniment petites : en F et en H passent deux
lignes de courbure du premier systéme BD, AC. Les qua-
tre lignes AB, BD, DC, CA se coupent a angle droit et li-
mitent un rectangle infiniment petit : nous considérerons
ce rectangle comme I’élément de surface dont il a été
question. Il est soumis aux tensions superficielles, nor-
males aux quatre cotés, a la pression extérieure normale
a la surface, et a la pression intérieure également nor-
male ala surface. Ces derniéres pressions sont propor-
tionnelles a ’élément de surface.

Pour établir I'équation d’équilibre, nous prendrons
comme axes la normale O z a la surface au point O et les
tangentes Ox, Oy aux deux lignes de courbure.

Soient p la pression extérieure au point O, comptée de z
vers O, p +4- Ap la pression intérieure, évaluée dans le
sens contraire; la pression extérieure surl’élément ABCD

sera
PAB.AC;

la pression intérieure sur le méme élément,
— (p+ Ap) AB.AC.

La résultante de ces deux forces, dirigée comme elles

suivant O z, sera
— Ap.AB.AC.

Pour que I’élément, considéré comme solide, reste en
équilibre, il est nécessaire que la somme des projections
sur Oz des tensions superficielles et de la résultante pré-
cédente soit égale a zéro.

Evaluons ces projections.

La tension normale a AB a pour expression

F < AB.

Or, en vertu d’'un théoréme connu sur le déplacement
Ann. de Mathemat., 3¢ série, L. VIII. (Mars 188g.) 8
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d’un élément de ligne, AB et FH ne différent que par
un infiniment petit du second ordre, et, comme nous au-
rons a projeter sur O z, qui est & peu prés perpendiculaire
sur la dircction de cette force, nous négligeons sculement
des infiniment petits du troisiéme ordre, en adoptant
pour expression de la tension normale

F < FH.

La direction de cetle force, qui est tangente en E a la
ligne de courbure GOE, fait avec Oz un angle « dont le

d ..
*. La projection a donc

cosinus a pour valeur principale ar

pour expression
ds
dx

F < FH < cosz = F < FH <

La tension normale & CD en G donne aussi

ds

IF > FI < e

De méme les tensions normales 4 AC et & BD ont pour
projections chacune

ds
F < GE —.
GE &

L’équation d'équilibre est done

dz
dy

. ds -
-~ Ap.AB.AC + 2F YFII%—e—nF =< GE == = o,

(ui peut aussi s’écrire
1) —Ap.FH.GE —»F < FHZ 4 2F.GE? =
(1 p- LGE -2 10 P 2 | ay._o.
dz ds
dr’ dy

° sont nuls a l'origine, ainsi que
v

Il ne reste plus qu'a évaluer FH, GE, - Or,avec

d
q

: I'équation de la surface peut done s’écrire, en sup-

.. ds
les axes choisis, -,~ et
dr
d*s
drdy
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posant seulement que daus le voisinage de I'origine z

puisse étre développée en série ordonnée suivant les
puissances ascendantes de x et de y,

s=ax?-+-byr+.. .,

les termes négligés étant du troisiéme ordre.
Donc

dz

(—{} =2ax,
(E =92by
dy )

en s’en tenant aux termes du premier ordre.
bl
D’autre part,

FH = 2y/2% — 7 & 34,

ct, comme x et z sont infiniment petits par rapport ay,

FII = 2y/)y? = 2y.
De méme,
GE =22,
I’équation devient ainsi
—Ap.jxy +~2F.oy.2azx +2F.22.20y =o
ou, en simplifiant,
—Ap -+ F.(2a-+-2c)=o0.

Silon appelle R et R’ les rayons de courbure principaux
au point O, comme

on obtient la formule de Laplace

I _L -
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SUR LA TRANSFORMATION ORTHOTANGENTIELLE;
Par M. E. CESARO.

Une récente Note (') de M. de Longchamps vient
d’appeler 'attention sur la transformation orthotan-
gentielle, étudiée en 1885 par M. d’Ocagne (2) et par
d’autres (3). Je vais signaler, au moyen des méthodes
intrinséques, une transformation plus générale. Soit (M)
la ligne enveloppée par les tangentes a (M), aprés
qu’elles ont tourné du méme angle « autour de leurs
points de rencontre avec (My). Soit § I'inclinaison de
MM, sur la tangente a (M), en M. L’équation de MM,
est

zsinf) = y cos0.

Sa dérivation par rapport a sy, laite en supposant

dr Y- % dy x
(n) S ’ oo == T
ds, 20 s, 2o
donne
. !l 1) .
(xcosh+1<inl) ( —— = — } = <inh,
* ’ ds, Co
d’on
N 1 db L]
( L odsy \on’

en désignant par 2 la longueur du segment déterminé
par la normale a (M) sur la normale a (M,), a partir

Bulletin de la Socicte des Sciences de Bohéme (8 juin,

Coordonnces paralléles et axiales (Paris, Gauthier-Villars,
Note I1I).

Nouvelles Annales de Matheématiques (1885, p. 239, § IV).
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de (M, ). On voit que % n’est pas aliéré par le change-
ment de § en § + a, et Pon en déduit que le lieu instan-
tané des points M/, correspondant a M, est la circonfé-
rence décrite sur 2 comme diamétre. En particulier, le
point M’ de la transformée orthotangentielle est diamé-
tralement opposé a M sur cette circonférence. En d’au-
tres termes, les projections de M et M sur la tangente
a (M,), en My, sont équidistantes de My. De méme,
I'équation de la normale 4 (M), en M, est

2z cos + y sinf = Asin0,

et la dérivation donne, en tenant compte des formules

(1) ev (2),

2
— 2 sinb + y cosh = Izﬁ sin0 + <9. l— }i> cosf.
ds, 5

P20

La droite représentée par cette équation doit détacher

de la normale a (M,) un segment —_. Donc
cosf

(3) _o:hii—]E sin0+<‘2h——é—2->cos().
dsy Po

Il en résulte que les centres de courbure sont situés
sur une circonférence, et que le centre correspondant a
la transformée orthotangentielle de (M) est diamétrale-
ment opposé, sur cette circonférence, au centre de cour-
bure de (M). Il est facile de se convaincre que ce théo-
réme subsiste pour les centres de courbure de toutes les
développées successives des lignes (M) et (M).

Si 'on observe que I'angle de contingence de (M) est

d()-l-d—so-, on a
Po
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d’ou, en vertu de (3),

(4) s:‘f[—--—sm()—r~ <)—L> cose] ds,.
Po

Sil’on connait I'équation intrinséque de (M,) et 1'é-
quation axiale de (M), c¢’est-a-dire les relations exis-
tant entre p, 5o, 0, les équations (3) et (4) font con-
naitre p et s en fonction de 6, et I'on en déduit, par
élimination de 0, I'équation intrinséque de (M). L’é-
quation intrins¢que de la transformée orthotangentielle

(M) s’obtient en éliminant § entre les équations

(5)

o dh / h?\ .
S o=k g cosh — Ko b — ;;) sin0,

( s’:[[fi—/io co«(]—(z—g;) qm()] dsy.

Enfin, pour avoir la transformée (M”), relative a une
valeur quelconque de P'angle a, il suffit de changer § en
8 + o dans les équations (3) et (4), ce qui donne, en

tenant compte de (3),

(6) p" = p cosa ~-g'sina, " =scosx - s sina.

Soit, par exemple,

s0=R, 0=nfﬁ°.

R .
Onah= — et les formules
conduisent toutes a I’équation

2n =1

(n-+1)2p2-+ n2s?= (

n-1

3)s (4)y (3), (6)

R)"

Dans ce cas, toutes les lignes (M) sont égales a I'épi-
cycloide engendrée par un point d’un cercle de dia-
metre /1, roulant sans glisser sur un cercle 2n fois plus

grand.
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On peut dire que (M,) est la podaire de chaque ligne
(M) par rapport a sa transformée orthotangentielle. In-
versement, cette transformée estantipodaire de (M,) par
rapport 4 (M). Il suflit de supposer que (M) se réduit
4 un point pour retrouver les résultats connus de la
théorie des podaires proprement dites. On obtient la
théorie des développoides-en supposant § constant, ce
qui entraine s = 4. Enfin, pour rentrer dans la théorie
des transformations ariales proprement dites, il faut
supposer que (M) soit une droite. Pour g, infini ct
so= A, les formules (3), (4), (5) deviennent

§ = [980,

o= ZT) cosh— g& sinf), s':fp'd().

Counnaissant 'équation axiale d’une ligne, ces for-
mules dounent, par élimination de 8, I'équation intrin-
séque de la méme ligne et celle de sa transformée ortho-
tangentielle. Signalons, pourfinir, la formule qui donne
le rayon de courbure de la ni¢medéveloppée d’une ligne
quelconque, dont on connait I'équation axiale. On a

o= U, sinl ¢, cosh,

ou
, dn+2 ) d" )\
i _ . —1 = -
Un= gz~ (Crza—1) g
dn—2 )
+(Craas— Cuge) —jms )
, N
LAt drth
©n == Gpaay o —(Cpra3— Cnpt) At
dn—3)

(Chaas— Crys) iy
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SUR L'INTEGRALE f cot(z — a)dz;
0

Par M. F. GOMES TEIXEIRA,

Professeur a I’Ecole Polytechnique de Porto.

k3
L’intégrale f cot(x-—a)dx, qui a une grande im-

0
portance dans la théorie de I'intégration des fonctions

rationnelles de sinx et cosx, a été obtenue par M. Her-
mile dans son savant Cours d’Analyse, p. 344,
moyen d’une construction géomélrique, et ensuite dans
Jornal de Sciencias mathematicas, t. 1I, p. 65, au
moyen d’une méthode entiérement élémentaire. Je me
propose ici de considérer la méme intégrale, pour I’ob-
tenir par une autre méthode aussi élémentaire, en la
faisant dépendre de l'intégrale

T fl(x)du
Joy 1@

Soit o =a +1b.0On a

fcot(m—awib)dx

_ [cos(xr —a—1ib)
j sin(z—a—ib)
fcoe(m — a)cosib -+ sin(x — a)sinib

sin(z — a) costb — cos(x — a) sinib

ou I'on doit remplacer sinib et cosib par leurs valeurs

e—h— b

costh = —>

2
e~b—eb

sinib = )

21
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ce qui donne

cot(z —a)dx

f(e—b+ eb)cos(z — a)—i(e—t— eb)sin(x — a)

(e~b+eb)sin(x —a)+ i(et—eb)cos(z—a)
2sin2(z — a)dr
e~2b+ e — 9 cos2(z —a)

_if (e—20— e dx
(e=b—+eb):sin2(x —a)—+(e—t— e’ )2cost(zx —a)

1
=3 log[e—26+ e26— 2 cos(z — a)]

e—b eb
d [————eb- tang (z — a)]

. e—b_—
-t e—beb B
1+ mtang(x—a)

Mais, comme on a e~2% 4 26> 2, la fonction
log [e=20+ e20— 2 cos2(x — a)]

aune branche réelle qui prend des valeurs égales dans
les points x = o et & = . Donc

1{ —b__ b
eb—e¢
d [ Y tang(z — a)]

™ b
e
[ cot(x —a)dr =—1 Pt 5
Jo "
A I+ [m tang(x—a)]

L’intégrale qui entre dans le second membre de cette
égalité ala forme
T f(z)dx
o 1+[f(2)] ’

et nous allons par conséquent lui appliquer le théoréme

T f(x)dr
Jo 1L (@)]?

= arc tang f(=)— arc tang f(o)—(n -+ m)m,

ou n représente le nombre de fois que f(x) passe par
Pinfini en allant du positif au négatif, et m le nombre
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de fois que f'(x) passe par Vinfini en allant du négatif
au positif.
En y posant donc

e—b_ eb
flz)= ———5 tang(z — a),

et en remarquant que, quand x varie depuis zéro jus-
qu'a =, tang(x — a) passe une seule fois par l'infini en
allant du positif au négatif et que la fraction

e—b+ eb
e-b—eb

est posilive ou négative suivant que b <o ou >o, on
voit que f(x) passe une seule fois par I'infini, en allant
du positif au négatif quand & << o, et du négatif au po-
sitif quand b6 > o.
Nous avons donc
T
f cot(x — a)dr =—1ix
0
quand b > o, ct
s
f cot(x —2)de =—iw
“0

quand b < o.

ETUDE DU COMPLEXE PROPOSE AU CONCOURS GENERAL
DE 1885;
Par M. E. MARCHAND.

Dans un précédent article, aprés avoir résolu la ques-
tion telle qu’elle était énonecée, je me suis borné a indi-
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quer sans démonstration quelques résultats complé-
mentaires faciles a établir au moyen des coordonnées
cartésiennes.
Je me propose aujourd’hui de parvenir aux mémes
conséquences en faisant appel presque exclusivement
aux coordonnées homogénes de la ligne droite.

1. Complexe spécial. — Désignant toujours par a,
By v,y B, v les six coordonnées de la droite A, je trou-
verai pour expression de la plus courte distance 8 entre
ceite droite et une droite A; faisant I'angle v avec clle,

(1) Ssing = af a4 B B+ vy +ua'+ BB+ 1y
Ceci rappelé, le complexe du premier ordre

(2) Az BB+ Cy ~ Ao+ B B+ Cy=o

sera dit spécial si son invariant est nul :

(3) AA’+ BB'-- CC'= o.

L’identité (3) s’interpréte géométriquement; elle
indique que 2, = A", B, =B, y,=C, a,=A, B, =B,
v, = C sont les six coordonnées d’une droite fixe 4.

D’apres (1) I'équation (2) signifie que toute droite A
du complexe rencontre la droite A,.

Un complexe spéeial est 'ensemble des droites A qui
rencontrent une droite fixe 4.

A tout point correspond relativement 4 un com-
plexe du premier ordre un plan que Chasles appelle le
plan focal du point. 1l est facile de vérifier que si un
point mobile décrit une droite du complexe d’une ma-
niére continue de — o a4 4+ oo, le plan focal du point
tourne autour de la droite d’'une maniére continue de
180°. Il suffit pour cela de prendre cette droite comme
axe des z.



Il 'y a d’exception que sile complexe est spécial. La
droite A choisie parmi celles du complexe rencontre
en N la droite A, définie par ce complexe.

Le plan focal d’un point quelconque de A est toujours
le plan AA,; le plan focal de N est indéterminé.

2. Complexe tangent. — Soit maintenant un com-
plexe quelconque d’ordre m

(4) ./.(u: ﬁv"{; 1,a 1(3’7 Y’):O'

. Y
Pour une droite «, §3,v, «,, 8}, v, du complexe on
aura l'identité

(5) f(alyﬁh Yl:ally B’U“f’l):o'

Pour une droite voisine appartenant au complexe,
Jd
Flay—day o )= flay, .. )+ <d_£ da,—t—...) +...=o.

Finalement on obtient

w oo
(6) Jadlrﬁ—,.."r“}?&‘d{l——o.

Ajoutant au premicr membre de (6) le premier
membre de (3) écrit sous la forme
of of

- At T —,‘“’,1'-_—0,

Jday
on trouve finalement

of of Jof , of , of , df
- . = e [ — v =
(7) a 0y + 9By Yooy * 0% 08 by ’
() S By 7L B Y ) =o.

Relativement & toute droite A; du complexe on trouve
un parcil complexe linéaire () que jappellerai com-
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plexe tangent. Pour justifier cette dénomination, je vais
démontrer le résultat suivant :

Le plan focal d'un point S de la droite A, du com-
plexe (4) est le plan tangent le long de A, au cone du
complexe de sommet S.

En effet, la droite A, étant définie par un point fixe
M, (x,y, 2z, ) et par un point mobile S(&/, »/, 2, '), le
plan focal de S relativement au complexe (7) sera défini
par (7) en supposant la droite «, 3, v, o, ¥, y' déter-
minée par les points S (x, y/, 2/, t') et M(x, ¥, z, t).

Le plan tangent en M; au cone du complexe dont (4)
est I'équation en coordonnées multiplanaires est préci-
sément déterminé par les équations (7) et (5).

Corrélativement le foyer d’'un plan P mené par la
droite A; du complexe relativement au complexe tan-
gent (7) est le point de contact de la courbe du com-
plexe relative au plan P avec la droite A,.

Les droites du complexe peuvent alors se diviser en
deux groupes.

On a, d’une part, les droites ordinaires du complexe
caractérisées par ce fait que le complexe tangent n’est
pas spécial. Le plan tangent au cone du complexe tour-
nera de 180° quand le sommet décrira la droite ordinaire
du complexe de — o0 & + 0.

On a, d’autre part, les droites singuliéres D pour
lesquelles le complexe tangent est spécial. Le plan tan-
gent est le méme pour tout cone ayant son sommet sur D
c’est le plan de la droite D et de la droite D' définie par
le complexe tangeut spécial. Il n’y a d’exception que
pour le point N d’intersection de D et D.

Ainsi on est conduit 4 adjoindre 4 la droite singuliére
D un plan singulier DD’ et un point singulier N.

Corrélativement lc point de contact avec la droite
singuliére est e point singulier N pour tout plan pas-
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sant par cette droite singuliére. Iln’y a d’exception que
pour le plan singulier associé.
Exactement comme dans la théorie des points doubles
des courbes algébriques on trouvera que pour le point
singulier N il faut remplacer I'équation (7) par

(8) (a—~+§(7‘g—l—’...)2f:o.

Le cone admet la droite singuliére comme droite
double, les deux plans tangents le long de cette droite
double étant représentés par 'équation (8).

Corrélativement la génératrice singuliére est tangente
double pour la courbe du complexe située dans le plan
singulicr associé. Les deux points de contact sont dé-
terminés encore par I'équation (8).

Si le complexe est du second ordre, comme dans 1’é-
quation actuelle, I'équation (8) coincide avec I'équation
(4) du complexe. Le cone relatif au point singulier
associé se décompose en deux plans; la conique rela-
tive au plan singulier associé se décompose en deux
points.

On prouvera alors sans difficulté que les droites sin-
gulicres du complexe sont les génératrices doubles des
cones du complexe admettant une génératrice double,
ou encore les tangentes doubles des courbes du complexe
qui en admettent.

Les points singuliers associés sont les sommets des
cones admettant une génératrice double; les plans sin-
guliers associés, les plans des courbes admettant une
tangente double.

Dans le cas actuel, chercher le lieu des points singu-
liers associés et 'enveloppe des plans singuliers associés
revient a chercher d’'une part le lieu des points pour
lesquels le cone du complexe se réduit a deux plans,



(127)
d’autre partl’enveloppe des plans pourlesquelsla courbe
du complexe se réduit i deux points.

3. Droites singuliéres. — Les droites singuliéres
seront définies par les équations

(9) S, 8,7, 2,8, v) =0,

) oz 91" d,ﬁ dp c)v dY

Dans le cas actuel on aurales deux équations

(9) la2 4+ mB?+ ny?— K(a2+ 82 +v2) = o,
(10) laaﬁ—nzﬁﬁ—,an-YY:o,

On a une congruence du quatri¢me ordre et de qua-
triéme classe.

L’équation (10) se reconnait aussitot. C’est le com-
plexe des droites perpendiculaires & leur polaire relati-
vement a toutes les surfaces du second degré

g et o étant des paramétres arbitraires. L'une de ces
surfaces est le cone
47'2 «}/2 z?

I - 4 *— 4 — =o,
(11) l m n

qui intervenait si heureusement dés le début du pro-
bléme.

Ce résultat s’explique aussitot. La conique du com-
plexe relative a un plan P est homofocale a la section =
de ce cone (11) par le plan P. Si donc la conique se ré-
duit a deux points, ce qui n'arrive que pour les plans
singuliers associés, ces deux points sont deux foyers
de T;ladroite singuliére qui les joint est un axe; or on
sait que tout axe de section plane est une droite perpen-
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diculaire & sa polaire et que toute droite perpendiculaire
a sa polaire est un axe de section plane.

Les propriétés connues du complexe (10) fournissent
aussitot des propriétés des droites singuliéres du com-
plexe. Le rapport anharmonique intercepté sur une
droite singuliére par les trois plans de coordonnées et le
plan de l'infini est constant. Ces quatre plans forment
un Létraédre tel que toute autre droite située dans le plan
d’une face appartienne au complexe (10), que toute droite
passant par un sommet appartienne au complexe (10).

Toutes les droites du complexe donné (g) situées
dans un des plans de coordonnées seront singuliéres. Or
on a vu que pour tout plan passant par I'origine on avait
un cercle. Les droites du complexe situées dans un des
plans de coordonnées envelopperontle cercle déterminé
par ce plan de coordonnées dans la surface des ondes
qui sera trouvée plus loin.

Toutes les droites du complexe (9) passant par I’ori-
gine ou paralleles & un des axes sont aussi des droites
singuliéres.

4. Congruence des droites singuliéres. — Les
droites singuliéres formant une congruence, une pre-
miére méthode que je ne ferai qu’esquisser consisterait
a leur appliquer les théorémes généraux relatifs aux
foyers, aux plans focaux et aux surfaces focales des con-
gruences.

Je rappellerai que les foyers d’une congruence sont
définis par (Lecons sur la théorie générale des sur-

aces, par G. Darsovux, t. II, p. 3) -
I p

of  of
f(x»}’aﬁ»a»,b)’:o, ﬁ—gg
do — do”

o(x, y,5.a,0)= o,

da b
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Les projections d’une droite sur les trois plans de
coordonnées ayaut pour équations

vy —153s=a,
25 —yr =7,
Br—ay =+,
les équations (g) et (10) deviennent

(12) 3

(13) la(yy —Rs)+mi(azs—vr)+ny(Bxr —ay)=o.

Iy —8z)2+m(as—yr)
—n(pr—2y):— K(a?+ 324 y2) =,

A ces équations il laudra joindre

oo
o oz 0B oy
(1Y) (l(? ———tg'— dﬁ?.

. Ja a3 d+

]

Or, si je regarde 2, 3, ¥ comme des coordonnées cou-
rantes ¢t x, 5, = comme des paramétres constants, les
¢quations (12), (13) et (14) reviennent a exprimer que les
coniques représentées par les deux premiéres équations
sont tangentes.

Posant, suivant I'usage,

(12) S=o,
(13) S'= o,

on vérifie facilement que 'invariant  est nul. Alors la
condition de contact (SaLmon, Sections coniques,

p- 573) se réduit a
A(2753) +463%)=0.

On a d’abord A = o, c’est-a-dire la condition pour que
S = o représente deux droites. Effectuant le caleul, on
trouverait la surface des ondes, que nous retrouverons
plus loin par un caleul presque identique. On a en plus

Ann. de Mathémat., 3¢ sévie, t. VIIL. (Mars 1839.) 9
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une surface d’ordre élevé
27AA"+ 4083 = o.

Cette surface rencontre la surface des ondes en des
points

formant une courbe gauche d’ordre 16, sur lesquels
'attention se trouve tout naturellement attirée.

Mais je laisserai de c6té ces considérations, qui ne se
rattachent pas étroitement a la marche suivie jusqu’ici.

5. Point et plan singuliers. — Le complexe tangent

est ict
lo'd +mB' B+ ny'yy — K(az -+ BB+ yy1)=o.

Si ce complexe est spéeial, la droite D qu’il représm;lc
a pour coordonnées la\, m@\, ny,, —Ka, —Kf,
— Ky, les coordonnées de la droite singuliére D étant
@iy By Yo Zys B Y

Alors, si x, 5, = sont les coordonnées rectilignes du
point N interscction de D et de IY', on aura les deux séries

). .
d’équations
[y — B '
— = )
- N - R
(16) as—yr=7g,
v io"T —ay = "."y
" ny'y—mp's=-—Ka,
(17) <' {5 — nyox=—K3,
nt ! —_— \ ~r
. mBx— ldy =—Kvy,
(18) s+ 3y +vs=o,
o B s
(19) 1+ By +=vs=o.

Les équations (18) et (19) déterminent des valeurs
proportionnelles de x, 1, 5. 11 est dailleurs facile de
vérifier que les équations (16), (17), (18) ct (1y) sout
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vérifiées par

o Ry R e ary! o' .
(20) =0y —v8" y=va—ay. s=ad — Ba'

en supposant, bien entendu.

Les formules corrélatives qui déterminent le plan
singulier associé sont

" v — 3w =a,
(21) ' 1'(v—«~lf'u, =18,

B — o = 7

\/ —K(vo —8w)=ld,
(22) ' — K(aw —~vu)=m§',

L —K(Bu —a0) = uv,
(23) 2+ o+ yw =o,
(24) ld'u+m8o+nyw=o.

Iei encore il est facile de constater que 'on vérifie
toutes les équations, en posant

(25 — Ku=nbl~v"—m~58.
. =i b

Si on multiplic par a, 3, v les premiers membres
des équations (21) ¢t qu’on ajoute, il vient

(26) UT =90y +w3+1=0.

On vérifie donc ce résultat, dvident par ce qui pré-
céde, que le point singulier est daus le plan associé.
De (26) on Lire aussitot

(27) wdr+vody +wds+xdu-+ydv+5dw =o.

Je différentie totalement les équations (16) et (17)
et je les ajoute multipliées par les facteurs éerits en



regard

vdy — fds+ ydy— sdp=dv, —
adz— +dr+ sdx— xdy=dy, —mp,
Bde— ady—+ adi— ydi=dy, —ny',
ny'dy —m@'ds+ nydy —msdi =—Kda, o,
ldds —ny'de+ lsdd— nzrdy'=—Kd}, 8,
mfder— lddy +madd — lydd =—Kdy, .
Jobticens

+oK(udr+vdy +~wdsz)

(28) { +K(xdu-+yde-+sdw)=o.

Des équations (27) et (28) on tire

(29) wde+eody +wds=o,

(30) rdu—+ydv+ sdw =o.

La premiére montre que la surface licu des points
associés admet le plan associé comme ‘plan tangent; la
deuxiéme montre que Venveloppe des plans singuliers
associés admet le point singulier associé comme point de
contact avec son enveloppe.

On voit done quil existera une surface singuliére
licu des points singuliers et enveloppe des plans singu-
liers a laquelle toutes les droites singuliéres seront tan-
gentes.

1l est facile de se rendre compte que la méme surface
scra aussi le lieu des points en lesquels peut se décom-
poser la conique da complexe et P'enveloppe des plans
auxquels peut se réduire le cone.

En effet, si par la droite singuliére on méne les deux
plans qui forment le cone relatif au point singulier N,
la courbe du complexe relative & T'un de ces plans se
compose évidemment du point N et d’un autre point.
C’est un plan singulier, tangent par suite A la surface
singuliére. De méme le cone relatif d I'un des points M
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cn lesquels se décompose la conique située dans un plan
singulier contenant déji toutes les droites du plan sin-
gulicr passant par M se réduit a ce plan et 2 un autre
plan.

Il parait dés lors naturel de penser que la surface sin-
guliére sera de quatriéme ordre et de quatriéme classe.
Une droite singuliére rencontre en effet la surface au
point singulier associé¢ qui doit compter double et aux
deux points auxquels se réduit la conique correspon-
dante au plan singulier associé. Par la droite singuliére
on peut mener quatre plans tangents dont deux confon-
dus avec le plan singulier et les deux autres fournis
par les deux plans auxquels se réduit le cone qui a pour
sommet le point singulier associé.

Je ne m’arréterai pas a établir rigoureusement ce ré-
sultat par la Géométrie et j'arrive aussitot a la recherche
de I'équation de la surface singuliére.

6. Surface singuliére. — Eliminant o, B, v, o, &,
' entre les six équations homogenes (16) et (17), on
aurait 'équation de la surface singuliére sous forme d'un
déterminant du sixiéme ordre.

Je tirerai les valeurs de «, 3,y des équations (17) et,
portant dans (16), j'aurai trois équations de la forme

(31) 2 [L(y2+32)—K]=8" may — ' nsr=o.

Posant
l2'=X, mi'=Y, ny=1,
les équations (31) sont les dérivées partielles de la forme
quadratique

CANZ - A'Y2 - A"Z2 - oBYZ + 2B'ZX 4+ 2B"XY = o

-

‘32\) ] -2 - | Jp— -
( A=)+ 32— 7 B=—y:z.
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Le discriminant de cette forme quadratique doit étre
nul. Je Péerirar sous la forme de Jacobi
B'B”
B ,
BB T

A— 3

1= 0.

Oun trouve la forme bien connue de P'équation de la

surface des ondes

Ix
T4y 52— 7
o
V=
(3%) i K
(23] a2 Y24 52— —
m
2
-+ —— l,‘ —I=0
\
rpro 52— —
n

Si Pon avait au contraire éliminé o', %', ¥ entre les
¢quations (16) et (17 ), on obtiendrait trois équations du
premier degré en =, 3, v qui ne seraicut autre chose que
les dérivées particlles de la forme quadratique (12)
trouvée plus haut. Le rapprochement avec le caleul in-
diqué par la théoric des foyers des congruences est trés
net, mais on trouyerait une forme moins simple pour la

surface des ondes

mnr? nly? N Ilm 32
T—K/I T—Km T —Kkn

. x? 32 3?
’l:/mn(——e—‘—+ .

(‘34) — 1= o0,

l m n

T =0 est le cone (11) qui avee la sphére de rayon nul
x4 1%+ 22 =0 compose le cone asymptote de la sur-
face des ondes.

Opérant de méne avee les équations (21) et (22), on
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trouve les deux formes corrédlatives de I'équation de la
surface des ondes :

u? v2 w2
(35 5 + — -+ = —1=0,
p2—1{  p*—m  pl—n
= U+ 02+ w2,
lu2 moe? nw?
36) + -+ —1=0
( KU—mn KU —nl KU —Im ’
U =1u®+ mev24 nw?.
- . .
1. Conséquences géométriques. — Je me borne au

cas ou ’on a une véritable surface des ondes :
> o, m > o, n>o.

Prenons un point M de la surface des ondes et le
plan tangent T en ce point. Je dis que la droite singu-
liére unique qui passe par le point M dans le plan T est
perpendiculaire & la droite OM qui joint le point de
contact M a Porigine des coordonnées. En effet, on a vu
dans la premiére Partie que les plans tangents mends
par OM au cone (v 1) étaient deax plans de section cir-
culaire; OM est donc un axe. Lorsqu’on a deux plans
au licu d’un vrai cone, ces deux plans doivent former un
des deux autres systémes de plans cycliques qui résul-
tent forcément du premier systéme. L'intersection de
ces deux plans ou la droite singuliére est aussi un axe;
clle est perpendiculaire a OM. Cette perpendiculaire D
menée 4 OM dans le plan T' est tangente a la parabole
(10) du complexe associé. Elle rencontre la surface des
ondes en deux autres points qui sontfoyers de la section
du cone (11) par le plan T; ce sont en ellet les deux
points cn lesquels se décompose la conique du complexe
qui est homofocale de la scetion du cone.

On peut mener par D deux autres plans tangents a la
surface : ce sont les deux plans de 'nn des deux systémes
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cycliques résultant d’un premier systéme cyclique formé
par les plans tangents meués par OM au cone (11). Le
cone érant ici imaginaire, les plans tangents sont imagi-
naires et alors, des deux systémes cycliques entre lesquels
il faut choisir, 'un est réel, 'autre imaginaire.

D’aprés la forme connue de la surface des ondes, si le
point M estsurla nappe intérieure, les deux points d’in-
tersection de D avec la surface sont réels : la conique se
réduit aux deux foyers réels. Par contre, les deux plans
tangents menés par D étant imaginaires, le cone du
sommet M se réduit aux deux plans cycliques imagi-
naires. Si le point M est sur la nappe extérieure, les deux
foyers sont imaginaires et les plans cycliques réels. On
remarquera en passant les relations étroites qui existent
entre la surface des ondes et les foyers des sections planes
du cone, lequel deviendrait un cone quelconque du
second ordre, si on laissait arbitraires les sigues de [,
m, n.

Toute section menée par une droite singualiére D est
tangente a cette droite au point singulier M. D’ailleurs,
dans un plan quelconque, il y a quatre droites singuliéres
définies par les équations (g) et (10) comme tangentes
communes a la conique du complexe et a une parabole.
l.a conique du complexe relative a un plan quelconque
est tangente en quatre points a la section de la surface
des ondes par le plan. De méme, tout cone du complexe
est tangent en quatre points a la surface singuliére. Cette
propriété de la conique du complexe d’étre tangente a la
surlace singuliére en chacun des quatre seuls points ou
elle la rencontre sapplique évidemment a tout complexe
du second ordre.

Sil’on coupe la surface des ondes par un plan passant
par l'origine des coordonnées, la courbe du complexe cor-
respondante est un cercle C. La surface des ondes est
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coupée-suivant deux courbes : 'une intérieure, I 'autre
extérieure E.

Les tangentes menées au cercle C par un point M
de E sont évidemment les intersections du plan du
cercle avee les deux plans auxquels se réduit le cone de
sommet M, puisque ces droites appartiennent au com-
plexe. Ces tangentes sont réelles puisque les deux plans
sont réels. Les tangentes seraient par contre imaginaires
pour un point quelconque de la courbe intérieure I.
Alors la courbe Lest intéricure au cercle C et la courbe E
lui est extérieure. Les droites du complexe situées dans
le p]au étant les tangentes au cercle C rencontrent E en
deux points réels et 1 en deux points imaginaires.

Comme toute droite du complexe appartient a un
plan passant par l'origine, on voit que toutes les droites
du complexe pénétrent entre les deux nappes de la sur-
face des ondes. La nappe intérieure de la surface des
ondes forme un noyau solide a I'intérieur duquel ne
péneétre aucune droite du complexe.

Les courbes E et I se confondent pour les plans qui
touchent la surface des ondes en tous les points d'un
cercle. Ce cercle de contact est donc une conique du
complexe; son plan coupe le cone (11) suivant un cercle
qui a méme centre que le cercle de contact. Corrélative-
ment les cones tangents aux points doubles sont des
cones du complexe; on connait donc leurs plans de sec-
tion circulaire, et par suite leurs axes.

Pour éire complet, il resterait a chercher I'équation
dela surface singuliére en coordonnées de droite, ce qui
conduirait & un grand nombre de propriétés intéres-
santes appartenant pour la plupart au complexe général
du sccond ordre.
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LIEU DES POINTS D'UN SOLIDE QUI PARTAGENT AVEC LE
GENTRE DE GRAVITE L'UNE DE SES PROPRIETES DYNA-
MIQUES;

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Soit S un solide de masse M, animé d’un mouvement
connu. M. Gilbert a déterminé (Comptes rendus des
séances de I’ Académie des Sciences, 23 novembre 1885)
le licu des points A du solide tels qu’a un instant donné
la force vive de S soit égale a la somme de la force vive
d’une masse M concentrée au point A et de la force
vive du solide dans son mouvement relatif a des axes
menés par A dans des directions fixes : le licu est un
cylindre de révolution; Paxe de Mozzi et la paralléle
menée par le centre de gravité G en sont deux généra-
trices diamétralement opposées. On peut se demander
quels sont les points B du solide qui partagent momen-
tanément avec le point G une autre de ses propriétés
dynamiques, savoir qu’a un instant donné le momeut de
la quantité de mouvement de S par rapport a un axc HH'
soit égal au moment, par rapport au méme axe, de la
quantité de mouvement d’une masse M concentrée au
point B, augmenté du moment de la quantité de mouve-
ment du solide par vapport 4 un axe BB parailcle a HH,
quand on considére le mouvement de S relativement a
des axes menés par B dans des directions fixes. Dans une
Note, dont le résumé a éié donné dans les Comptes
rendus des séances de U dcadémie des Sciences, 17 dé-
cembre 1888, ai dit que e lieu des points B est un hy-
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perboloide : un calcul simple ct direct permet de s’en
assurer.
Par un point O qui, 4 I'instant donné, coincide avec G,
menons trois axes rectangulaires fixes dont 'un, OZ,
soit paralléle & HH, el soient

x =), y = u les équations de HH';

x, ¥, z les coordonnées d’un élément m;

ay B, v celles de I'un des points Bj

Yoy Vyy Vs Oy 9y, 9z les composantes de la vitesse : 1°de
Pélément m; 2° du point considéré B.

On doit avoir

Em(x—h)yoy,— (¥ — @)og]
=[(2—2)2,— (B — p) o] Sm
+EImf(z —a)(vy—2y) — (¥ — B)(va—ou)l,

ou, en faisant de simples réductions,

™ Em(poe—hey) .

=ZmlBor—av,+(22—x—1)9y— 23—y — p) o,
A Tinstant donné, I¢ mouvement de S résulte d’unc
translation dont la vitesse V cst celle du point G, et
d’une rotation © autour d’un axe instantané GG’ qu’on
peut supposer dans le plan des xz; soient a, b, ¢ les
composantes de Vsuivant les axes; celles de o seront de
la forme p, o, r, et 'on aura

Yr=a—1ry, vy=>b-+rx—ps, o= c+py,

or=a—rB.  oy=b+ra—py, g:=c+pg

Substituons ces valeurs dans 'équation (1), et obser-
vons que Smx, Smy, Sm z sont nuls parce que le centre
de gravité est a origine : on peut diviser par Zm ou M,
et Pon trouve que les coordonnées du point B doivent
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satisfaive a I'équation
2r(a+ %) —apay +(b—Xkryz—(a+pr)f+ipy=o:

le licu du point B est donc un hyperboloide qui, natu-
rellement, dépend de plus de paramétres que le cylindre
de M. Gilbert. Le cone des directions asymptotiques ne
dépend toutefois que des directions de HH' et de 1'axe
de Mouzzi : ce sont les directions de deux génératrices
du cone situées dans un de ses plans principaux, et les
plans cycliques du cone, comme ceux de 'hyperboloide,
leur sont perpendiculaires. On trouve que les généra-
trices de I’hyperboloide, paralléles 2 OZ, sont réelles ou
imaginaires ct, par conséquent, que ’hyperboloide est a
une ou deux nappes, suivant qu'on a
(@—+ur)2—4bhr2o,
¢’est-a-dire suivant que la droite HH' est extéricure ou
intérieure 4 un certain cvlindre parabolique dont les

génératrices lui sont paralléles.

<

SUR LE DEVELOPPEMENT EN SERIES DES FONCTIONS
IMPLICITES ;
Par M. WORONTZOFF.

Soient
a= fo(m), &= fo(my) = ry, r=fo(o)=r
les racines respectives des équations
S(xy—m=o0, f(r)—my=o0, [flx)=o0,
de sorte qu’on ait identiquement

T fomn] = m. Jlray=mn  f(r)y=o:
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et
A

/ F(zr)dr

Sy
une fonction qu’il faut développer en série ordonnée
suivant les puissauces croissantes de m — m,.
En posant, pour abréger,
df(:r) . Fua)
= =D, f(r) e
=/["(x)= D, f(r), T

= P(x),

on a

a l
[ F(r)dr = /(r)(lf( ) = [ P(r)df(r)

m

= PL Lo df] fo(m))= [ B[ fo(m)] dm.

< m, ““mg

Au moyen des formules bien connues

m
[ Y(m)dm = ¥(m)— W(m,),
“ mg
W (m) — U (my) = (m — my) W'(my)
(m — my)?
1.2
(m — MmN
o...(n—1)

Ui(my) +...

\]'n 1(my)

mll : o ) Ul me—+ 0(m — my))],
on obtient
L m
/ F(x)dr = /‘ d[ fo(m)]dm
S Lons v
= (m— ma) @[ fomo)] = P D ] £y

. (m—my)t _, o
23 (=) D=2 @[ fo(y)]y=me~+ Ra

= (m —my) P(ry)+ (m — m, ? 3[,—[— D;] ‘1’(:)2
E /(5) 2=x0

1.2

*‘(ILI-.—T,.’);O_)K;[M) ] (‘)$:=.u+“'

(m — mgy)n—1 1 n—2
_ 0 N —D; P(3) R,
+ 1.2.3...(n—1u) [j (3) ~] @ =2, "
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()fl
(m — my)
R,= T’)a—o D~ 'q’[f«‘.}’)],; = my+0(m—rmy)
_(m—my)" \[ ]’ (b(")%
T 230 } Sz)° - smaotB, (@—a)=fo ot Bim—mo)]

De cette formule, on déduit aussi la série suivante

/“ F(x)dx:[ F(z)dz — /‘."F(z) dz

= / D[ fo(m)] dm — [ ﬂfl)[./‘,(_m)] dm
o 0
(m-—m”); [ )2

=(m — my) P(r)
2

(”l’;——]"") @ 4
-+ 23 3[ ]]()‘ -+ ...

n—1i___ n - )
+i’”——’1—))” ! ]' d)(:)% + R,

1.2.3...(n —

ou
1 1 a—1 ) Q
R), = —_— "% - D; D(s
" 1.2.3.. ./L(m [/ (3) =) Vo= rt+-0ix—r)
— "l";[’TI—D-]"_lq)(S)Z ]
S Yamra0y(e—2)

If.:(,‘(?nl )lt?. —_ }:1'1 renant ]CS lO“‘al'i tlln]es llé )él‘icl]s
/ ¥ R I )
pOSOnS

Alors

logxy = m,, r=1,

S(x)=logz =m, F(zx)=logx.

F(x)

S'(®)

[/_(IS) D:] " P(s) = (sD;)2s5logs = 5(n + log3),
[(5D2)"5 logs)empms = 2,

= ¥ (z) =z logx,

(m — mﬂ)

Ry= .23,

[[ o+ 0(z — o) | n— 1+ log[zg+ O(z — )] 1),

—— ____.l__. n — Dl in — olt+0(x —
R/, = l.2'3‘“n[m'[x—i—f)(;v D]{n—1+loglt+0(z—n]}

— mP[1 4+ 0 (xe—1)]{n —1+log[1t+ 8;(xy—D]]).

(') Nouvelles Annales, aout 1888, p, 362.
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Al ’
Comme R,,_,=o ¢t R),_ = o pour les valeuars finics
de ne et mg, on a
N e \
. n—
/ logx dr = «, [( m — my)loga, + _'_ﬂl_)_([ -+ loga,)
e 1.2
. (m—m,)®
4 BT Mo

—_ 4
123 (2 legz)+ Rl

1233 @3 loga‘o)—i—...]

. 1 m-—m
—_ .z‘o(m J— ”20)2[; -+ (“In—’o) 1

3
m — nm,)? — 3
( o) 1+(171 my) 1 .
1.2 4 1.2.3 5
m— m,)? ) — 3
1.2 1.2.¢

1’0[6”‘—”’0(ln —_ ,no)_ (em—m‘, —_ l)] —+ x, 10‘;.’1’0(6”"‘”’0— |)
(zlogwr — o) — (2 logzy— z,)

et aussi

r I (ms3 )
m3—m3) 1
f logrde = (m2—m3)- + ————%2 _
- 2 ! 3
Yo
1 (ms—m3) 1
1.2 4 1.2.3 5

1 m 1 m? 1 m3 1
=m|-+ — 5+ - -+
2

(m*—m})

[ 1.2 §  1.2.35 "
2 1 3 T2 § 1.2.3 5

=[emm — (em—1)] — [emomy— (e"o—1)]
=[em(m—1)+1]—[eno(my—1)+1]

= (zlogx — x) — (xy logxy— ).

— 2 [f LMol m3 1 - m 1 ]
31 - — =

SOLUTION DE LA QUESTION 1570, PROPOSEE PAR M. ROUCHE;
Par M. WORONTZOFF,

Iltant donnée la relation

sin(xr — y )= msin(z +y).
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dans laquelle m désigne un nombre donné dont la
valeur absolue est inféricure & 1, développer 1 en
série suivant les puissances croissantes de m, et indiquer
la forme du reste lorsqu’on ne prend qu’'un nombre
limité de termes (*).

De I’équation donnée

sin(x — y)= msin(z + y)= msin[axr —(z — y)],

1—m ’
s = arc tang tangz
J ° [(1——:—m> ° J’

msina2xr
r—y =arctang(—-———— |-
N L1 == mocoser

on déduit

Comme

1—m
x —y = ax —arctlang ( tangx
J ¢ ° [ 1+ ln> e

AN

msinox
= arc tang

[+ mcosaxr

\

I . . \ . .
= — {log[1+m(cosaz+isinax)]—log[t+ m(cosazx — (sinnr)):
20

(i=y=)

et

msinax
D7, arctang (| —————
14+ mcos2xz/_

(_[)Il—l
= ———1.2.3...(n—1
v ( )
~ (cos2z 4+ 1sinox)® (cosax — isinax )t
[t+ m(cosox + isinax)]r  [1+ m(cosaxr —isinaz)]”

1.2.3...(n—1)
(I422m cos2x —+ m?)*

= (=1

TI. n Lo \
= [smo,nx—l— T msin2(n—nz

n(n—u)

- n .
; m2sin2(n —2)x +...4+ — m2»~lsinazx|,
.2 1

(") Noweelles Annales de Mathematiques, p. 504, novembre 1887,
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ou

msin2x ]
D}, are tang ( ———"— =(—1)"11.2.3...(n—1)sin2nar
1+ mcosa2x/) | = ) ST,

. dn
<D;$' = dmn ) ’

au moyen de la série de Maclaurin, prise avec le terme
complémentaire (%, ) de Cauchy, on trouve

[y =x—msinax
sin 4o sin6.r
. ‘ ~+ m?2 4 —m3 — ...
() ¢ 3
sin2(n —1)r
( —:—(’-‘ !)""‘ mn-1 —**]T:‘l‘—— - H,, (l),
on
(—v)rmr(t—H)n—t
R,= -

(1=-20mcosa2z + B2 m2)n
< [sintznrr +—nOmsina(n —1)r

n(n—iu . . )
-+ —~(l——~—) (hm)2sino(n—2)r +...4+n(Hm)n-1 sm').rJ .
.2 ‘

(*) En posant e“ = pet e =g, ona généralement

f(pm)+flgm)]
=d(m)=f(o)+mecosaf (o)

1
2

cos(n —r1)yaf*1(o)

m? . mn-1
- — cos2a 0) 4.t —m————
1.2 f7(0) 1.2.3...(n—1)

e L DAy 2 DS )i

1.2.3...n 2

= [/ pm) = flqm)]

=®, (m)= msinaf’ (o)

m? . ” mnt B _ et
+15 sin2af"(o)+...+ S S rrp— sin(n —1)af' (o)
m" 1
T mn 57 (PRI s — 4 DRS ) o]

Ann. de Mathémat., 3° série, t. VIII (Mars 188g). 10
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Cette série peut ¢tre obtenue aussi a Vaide des formules

~F[o(y)]

~F(x)
() — F[#(3)]
k=n—1

~ mk 1 k) : |
- Z n.z,:;..‘.z[}'w) D:] 1‘[1'<~)]‘ -+ Iy

n=1 Fz=r=fum

‘F%b[f,,(m)];

ou
=Py, Slyy=m, f(ry—=o,

R, “Fle )]
g T Td(z)]
SRR ] ) Yaera0uy—2)
y=founy
mn ‘ 1 Fln) '

e — 0]t | —— D, Fl[®(s
t.2.3 (’l—')[I t] )[f (s) ~J [ )]sz.::fvl).{m)

mn f(z)|n—1t [ T ](/z!

TE e e ] s— D Fl®(z) :
l-"'-s-'-"l“)a[ S WA Lt ]gz:/'-rﬁ\yﬂ)'
et, pour & = ®{1)=1,

F[/.(m)]
‘ =T (_V‘)
, = F(rm
%) ‘ "k;: n—1 p " \
) ~ m# * 1 W
( N X oh e ] e ); +Re O
k=1 fz=r=1L,00)

on

]1" a mn ‘ [ .'._. D:](n)F(;

1.2.3. .0

mn

|
.2 (1. ,
- mn \[I—.f(;t);lrz—l —_, D;](”)F(;)%

- 1.2.3..(n —:[-)( s:r+0(x~~:.)’

(
:01("?«‘)201‘/‘(.1') =fls+0( 0<170<01<l~0<02<';1

< >
|

(V) Nouvelles Annales de Mathematiques, p. 3627 aout 1888,



En prenant

sin(a - v)

/.(‘V): —_— =, F(J'):.,V,

sin(x =¥ )

on a
f(z)=o, r=fo(o)==xz,
(y) = — 2T
So= sin2(z—y)’
L sin2(x = y)
J(y) T sineax
1 _ sin2(x + ¥)
f/<;’—) D).y - sinox ’
7o =L 2] [ )
T o T Lo Y
. sin2(x = y)sina(r = y)
- sin2o 2 ’

T (n) _sinf(x = y)sinn(x <)
—D.. —(— 5 2 . . .
[,/',(}’) 3] Yy=(—ntr.2.3...(n—1) Sinaz ’
5 1 (n) .

- D, =(—1"%1.2.3...(n—1)sinoanx;
([f’(.y) "\] ‘ng'=l~:,r ( 1'"7‘ 2 3 (n l\smonxl
[_f[m+0(y—.r)]
J(r)

sin[2z +0(y —2)]sin(y —x)—sind(y —2x)sin[22 +(y —z)]
sin[2z +6(y —x)]sin(y — )
sinaz[sin(y - x)cosb(y —x)—cos(y — x)sinb(y — )]
sinf22z +0(y —x)|sin(y —r)
_sin2xsinf[(1—0) (y — )]
T sin[2z - 0(y —z)|sin (y —x)

Par conséquent, d’aprés la formule (3),

k=n—1 . P
singhar
Y= E (— 1)k mk — " Jin
A
k=1
1—m

=/ )= arc tang | { ——- ) tangx
i/‘,(/)n) al?.td"” [<1f1n> E J,
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on

sint| o =0y (y — )| sinn|ar -+ 0,(y —a)]
: nsin?ax
sin?[a -+ f,(8;m)]
nsintoxr
(1) (1 0, et sinn[a —'.—f‘,(OIm')]nsin nlx = fo(8;m)]
sin# 22
—-—1)"m"‘ sin[22 00y —2)]sin(y —2)—sin by —a)sin(y +ax) )n-!
= I sinarsin(y —z) )

Iy = (--1)"mn

=(—1)tmn sinn{x + f,(0;m)]

. sin[22 <+ 0(y — )]

sinn[22 +0(y — a)]

sin2.x
et \mon sin[(1—6)(y — a)] |)*?
IR B T
~ ﬂ[f‘?—:ﬁg(}l —l sinn[2a 0y —z)]

Note pE M. RouchE.

En méme temps que M. Worontzof, MM. Darmanine et Au-
dibert nous ont envoyé des solutions de la question 1370. La
solution de M. Darmanine ne différe pas au fond de celle de
M. Worontzof, et celle de M. Audibert est une application du
théoréme de Maclaurin.

Quand nous avons proposé ce probléme, nous avions en vue
la solution suivante, qui est a la fois simple et directe :

La relation
sin(r—y)=msin(r 4 y)
peuat s'éerire
msinox

& - ¥ = arctang —
v 1+ mcosvx

.

Posons

usinox
¢(u) = arctang —————;
' Tl U OS2
nous aurons
sin2x

'
o lU) =
7 u) 12U COS2T - U?
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ou, en effectuant la division,
‘ o'(u) =sin2z — usinjz 4+ wdsinbr —. ..
“+ (— 1) 2unr—2sina(n —1)x
sinonx + wsino2(n—i)r

(1)
-+ (___ x)n——l wh—1
\ 12U COS2T + u

Or, si I'on désigne par R le nombre défini par la relation

m . m? md .
o(m) = T sinaz — ?smﬁm—l— Tsmbx—...
(2) '

mn
4 (— 1)1
(= 2

1 n
B nt

sin2(n—1)x + R -—,

1 n

on voit que la fonction

w . u? . us .
o(u)— S sinew 4+ -~ sinfo — T sinbxr —. ..
A\ o

—_— (_ ﬂu—l

un—t un
sin2(n —1)z — R—
n—i : n

s'annule pour « = m aussi bien que pour u = o. Sa dérivée

o'(u) —sinoz 4+ wsinfjr — usinbr —. ..
— (—n)r—tyr=2sin>(n —1)x — Rur—1,

qui, en vertu de (1), se réduit a

sinane +uwsina(n—ix R-
L=+ 20 COS 2L — U? ’

un—1 [(_ I)fz-l

doit donc s’annuler pour une valeur de © comprise entre o et
m, c’est-a-dire pour u = 8m, 6 étant un nombre convenable-
ment choisi entre o et 1. On a donc
sinanr - Omsino(n — )&

1+ 20mcosax + 02m?2

R = (—1)r-t
et, par suite, en portant dans (2),

m . m? . m3 . )
y:w—-51112x+—;—51n4x— —3-sm6z—.»..,
1 2

mi—1 N
— (— 1)l sina(n—1)x
N — 1
m" sinonx +9msina(n — 1)1'.

—- (.__ l)" —_—

n [+ 28m cosax + B2mn2
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SUR L'INVARIANT DIFFERENTIEL DES FIGURES CONGRUENTES ;
Par M. J. ANDRADE.

Cet invariant, dont M. Poincaré a fait un si magni-
fique usage dans sa création des fonctions fuchsiennes,
a une origine géométrique des plus simples, sur la-
quelle je voudrais m’arréter un instant.

Considérons la transformation plane qui remplace un
point M par un point M’ et qui résulte :

1° D’une inversion positive (M, ) autour d’un pole
P situé sur une droite XX ;

2° D'une réflexion (p., v) sur la méme droite et en
ce méme pole ;

3° D’une translation (v, M') paralléle a la droite XX.

Une parcille transformation est représentée algébri-
quement par une substitution linéaire a coefficients
réels, eflectuée sur la variable imaginaire z représentée
par le point M; la droite XX étaut prise comme axe réel.

Considérons deux points A et B et leurs symétrigques
A’ et B’ par rapport a XX.

R . . )
Ce groupement symétrique de quatre points sera

(') Les trois points v, M’, u ne sonl pas cn ligne droite.
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¢videmment conservé par la transformation qui nous
occupe ; or, si 'on désigne par a, b, a', b’ les affixcs
de ces quatre points, la substitution homographique

Fig. 2.
B
.
A
A s
\ 1
N |
N
\ ! 1
N i
N |
; T X
X AN
’ ‘\ '
L o
7 \\ '
A M
'B'

représentée par cette transformation laissera inaltéré le
rapport anharmonique

a-—a' [—r

T Ta

Ce rapport réel et positif se réduit a

Cet invariant ne dépend que des points A et B. Nous
le désignerons par I, ; ou indifféremment par I, ;.

Considérons le cercle qui passe par les quatre points
A, B, A’, B, qui a son centre sur I'axe XX, et qui coupe
cet axe aux points K et II.

Soient & et 7 les affixes de ces points, ¢l envisageons
le rapport anharmonique

Jom— a— h H— A
A= v—h

:'/‘_ >
réel, et méme positif et > 1 quand A et B sont, comme
nous le supposerons, d’un méme coté de 'axe XX et que
le sens du parcours du demi-cercle KABH est celui
que nous considérons.
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Nous aurons

AH.BK 5- AK.BH  AH.B'K+ AK.B'M

Ip=1= AK.BH - AK.BH ’

Fig. 3.

N

c'est-a-dire, d’aprés le théoréme de Prolémée, sur le
quadrilatére inscrit

j L KH.AB'
ABT 1= _—AK.lm )y
¢l comme
AA’.BB’
Lap= ————>
AB’

on aura aussi
KI.AA.BB' _ 4.KH .AP.BQ

IapxXUap+I1P = ———— = == Jan,
AK .BH' AK.BH.AH.BK

ou, d’aprés une propriété classique du triangle rec-
tangle,

Iy < (Jap—+1)
3 4.KH'.AP.BQ P
VKP.KH yQH.HK. yPH.KH. yQI.Ki ~° ~ "

donc enfin

jdam

Iywp= 7.
A [JA,B - ‘]2

Ju» est donc aussi un invariant.
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Concevons maintenant que le poiut B se vapproche
indéfiniment de A, cet invariant devient

] _a—ha—k+da
tamarde = Ok a—h+—da’
c¢’est-a-dire, aux infiniment petits du second ordre prés,

(h—1)

@ R)h—a) %

Ja,u+(1a =1-

la partic complémentaire & 1 est réelle et positive dans
le cas ou le point @ + da succéde au point a en dé-
crivant une circonférence (KH) dans le sens de la rota-

Fig. 4.

N\

0 X

tion d’un angle droit qui aménerait I'axe imaginaire OY
en coincidence avec l’axe réel OX.

C’est ce que nous supposerons.

Nous avons donc pour la partic complémentaire cher-
chée 'expression réelle et positive

KH > mod da KH.moddae modda
AK.AH /KP.KH /PH.KH AP
ety st a = x + iy,
j _ modda
aa+da = 1 - -‘y ’

on en conclut que I'intégrale

/‘ mod da
. Y

prise le long d’une ligne L ne change pas pav la trans-
formation de figure définic plus haut.
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Cette intégrale joue le méme role dans cette trans-
formation que la longueur d’une ligne dans le déplace-
ment d’une figure.

Nous allons voir maintenant ce que deviennent

mod da

I'invariant différentiel -— et l'intégrale correspon-

J

dante dans la transformation par congruence. Rappelons
d’abord la délinition des figures congruentes.
Soit (M, M’) la transformation de figure définic plus
haut.
Fig. 5.

]). .l)'
L
M

Soit (M, P) la transformation (T) la plus générale
qui résulte de la combinaison de 'inversion, de la trans-
formation par symétrie et du déplacement d’une figure
plane.

Soit (M, P') la méme transformation (T') eflcctuée
sur le point M'.

Le point P’ est dit le transformé de P par congruence;
ou encore la figure (P) est congruente a la figure (P').

Analytiquement, si I'on désigne par R la substitution
linéaire réclle que représente la transformation (M, M)
ct par S la substitution linéaire quelconque que repré-
sente la transformation (M, P), la transformation par
congruence sera la représentation de la substitution

S-1.R.S.

Il résulte immédiatement de la définition des figures
congruentes que cette transformation de figures laisse
inaltéré un certain cercle du plan, savoir le cercle qui
est le transformé de 'axe XX, dans la wransformation
T, car cet axe XX restait lui-méme inaltéré dans la
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transformation que mnous avons d’abord éudiée. Ce
cercle se nomme le cercle fondamental.

On peut se demander ce que devicnnent deux points
A et A’ symétriques par rapport a XX lorsqu’on les
soumet tous deux a la transformation T.

Supposons d’abord que la transformation T se ré-
duise a une inversion autour du péle Q. Par cette inver-
sion, I'axe XX se change, comme on sait, en un cercle

passant par Q ct dont le centre O se déduit par I'inver-
sion considérée du point I symétrique du pole @ par
rapport a XX,

D’ailleurs les trois points I, A et A’ sont évidemment
sur une circonférence qui passe 'par Q; leurs transfor-
més O, a et ' seront donc en ligne droite.

Mais les points a et o sont sur le cercle Qod,
transformé de la droite AA’, et ce cercle doit couper
orthogonalement le cercle transformé de XX; nous
avons donc

R

e =02.0%.
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Ainsi deux points syméiriques par rapport a XX se
changent par la ransformation T ¢n deux points silués
Uun a Uintériewr, Uautre & Uextérieur du cercle fon-
damental, sur un méme rayon de ce cercle, dont la
longueur est moyenne proportionnelle enire les dis-
tances de ces deux points au centre. Ce résuliat n’est
évidemment pas altéré, par les déplacements qui suivent
I'inversion dans une transformation T.

Voyons maintenant la nouvelle forme de Pinvariant
Ja,ayda dans la transformation par congruence.

[Zinvariant J, p demeure inaltéré par la transforma-
tion 1.

Considérons alors le cercle qui passe par A et B et

Fig. 7.

coupe le cercle fondamental O orthogonalement en H
et K.
Nous avons encore
1 ALBE
AK BH
Si B devient intiniment voisin de A, et si nous dési-
gnons par © ¢t ¢y les angles au centre du cercle (¥,
mesurés par les arcs KA et AH, nous trouvous, par un
calcul trés simple,
siu‘-l-(c? - )

J(uuv/u =1 d-? —_—
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et, en désignant par [ le rayon du cercle O', nous pour-
rons écrire I'invariant différentiel :

sin
mod da
Isin

(

)

-+

1)

-G

]
2
I P
—© sin - o,
> :

N =

et, le facteur de mod da étant indépendant de la direc-
tion du déplacement da, nous choisirons ce déplacement
de la facon la plus commode, c¢’est-a-dire normal 4 OA,
comme la figure suivante le suppose.

Iig. 8. Fig. q.
o
A
B
A¥ / Y
4 l(( o 0
N /
\\\\</
H

Le facteur de mod da est alors égal 4

Q’ i}
F - _Sng

L
lsin2- o
> ¢

Soit R le rayon OK du cercle fondamental, ct 5 la
distance AQ.

Nous avons I = R cotw, d’on

’ -9 ‘
. - jeos?-o
Fe sing _ sin2o _ 2
- L0 . .1 Recoso
Recotusinz- o R coswsin? -« :
¢ 3§ : 55
or, on a sur la figure
R R cosw



d’ou

d’ot1 enfin

cn faisant abstraction du facteur 4, nous avons donc

. . . s . 1 mod da
pour remplacer Uinvariant ditférentiel T cet autre

mod da

R(i— 2
i(l l{2>

ct, par suite, aussi I'intégrale

/‘ mod da
o2

R(r— 'l‘,‘>

( R2

prise le long d’une ligne quelconque.

’

e/

PROBLEME DONNE AU CONCOURS GENERAL EN 1814;
Par M. L. LEFEVRE.

Démontrer que la forme la plus générale d’un po-
{ynome entier I (x) satisfaisant aux relations

(1) Fh—x)=T(x),

(2) F<l>:l‘(x)
xr am




( 159)

est
[ F(r)=(x?—z)P (22— 2 + 1)1
(3) y  <[Ag(@r— 13 Ay(22— & 5 13D (g2 )2
+ A (22— 2 PUD (22— )t - Ap (a2 — )],

Ps ¢ 1 €tant des nombres entiers, et Ay, Ay, A, ..., A,
des constantes quelconques.

1. Soit a une racine quelconque de Péquation

F(x)=o;

. 1 , .
la relation (2) montre que ~ st également racine de

cette équation. Posons

la relation (1) montre alors que

, 1
I-—-a' =1-— —
a

sera une nouvelle racine ; puis

1 a

- - »
I o —1
po— L

a

en vertu de (2), et ainsi de suite. On est conduit de
cette facon aux six expressions différentes

1 I “ I

- y ——y —— 1—d.
«a a a — i 11—«

(1) a, 1— —

On reconnait la les six valeurs du rapport anharmo-
nique de quatre éléments, et 'on sail (ce qui peut se
vérifier aisément) qu'en prenant l'inversc ou le com-
plément & unité de I'une d’clles, on en retrouve une
autre.
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Les racines de I'équation F(x)=o0 se partagent
donc en groupes de 6; et son degré sera multiple de 6.
Il v’y a d’exception possible que si deux des valeurs (4)
déduites d’une racine a sont égales; je supposcraid’abord
que ceci n’ait pas lieu.

Alors I'(x) est de la forme

:\‘,[(’.r-—a)(r—7;)...(‘7'——|+a)]
x [(2'—/))(]‘—— ;)...(.r—|+l))]....

Cela posé, je considére le polynome du sixieme degré
S(z)=(22—xr +1)P—A(x?—2x)?,

obtenu en faisantp = 0, ¢ = o0, n =1 dans (3).
I est facile de voir que

7(3) =12

a®

S—ax)=[(x),

ce qui prouve, comme pour I'(x), que les six racines de
S(x)=o0 sont de la forme (4), et par suite que

f(r)y=(x?—z +1)3— A (22— x)?

=) (e i (e 1)

\ .

D’ailleurs, a étant connu, on calcule la valeur de A
correspondante en donnant, dans cette identité, A x une
valeur particuliére.

Il en résulte enfin que I'(x) est de la forme

{ Ao[(2—2 1P — A2 —z)?)

() .
2 X[t —u + 13— B2 — 2)2]. ..,
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on, en effectuant le produit,

Ag(@d2r— 2 +1)37

(6)
’ + A2 —r P (g2 LA (22— )2,

Supposons maintenant que deux des valeurs (4) re-
latives & une racine @ de F(x) =0 solent égales; les
autres sont aussi égales deux a deux ou trois i trois, ou
a I'un des trois groupes suivants de valeurs particuliéres
des six expressions (4) (1) :

5 (deux des quatre ¢éléments

8

(h I T o % o

{ coincident).
1 1 L .
)y —i1 — 2 5 - 2 (division harmonique).
(division équianharmo-
() —a —a2 —a —a? —a —22 : a ‘
nique).

2 et 22 désignent les racines cubiques imaginaires de
Punité.
Considérons alors les polynomes
o(r)=(r—Nr=2*—uz,
W)= (r+i1)(x—2)(rx—1)=22"—32*— 32 + 9,

(r)=(xr+a)(x+2?)=22—2x+1,

(qui ont pour racines les nombres (I), (II') ou (1I); on a

co(1—r) = olr),

(1 _ o(x)

?‘\;)M_ zs

Y(i—a)=—1{Y(7),

(7) N A TC))|
7 ;)~ 23’

y(1—z) = y(x),

SN rlT
| /,<1.>_ 72

(') Voir CLEBsct, Lecons sur la Géometrie, L. I, p. 49 et go de la
traduction francaisc.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, 1. VIIU (Avril 188g). 11
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Supposons que 'équation F.(x) = o admette comme
racine I'une des quantités du groupe (II), par exemple;
elle admet autant de fois les autres.

En efiet, elle les admet au moins une fois ; donce I' (x)
est divisible par 4 (x). Si alors le quotient

F(x)

=30

admet encore cette racine, les relations (1), (2) et (7)
montrent qu’il admet encore les autres et qu'on peut,
par conséquent, le diviser par ¢(x), ...; on montre
de méme que I'(x) peat contenir en facteur une puis-
sance de o(x) ou de 7 (x). De plus, ces puissances
sont paires pour o(x) ct ¢ (x); car, sil'on change x en

.IT-’ #(x) seul change de signe, ¢(a) ct 7 (x) ne chan-

gent pas. Silon change z en 1—a, ¥ () seul change
de signe.

En résumé, le polynome 1'(x) le plus général est

F(r)y=(r2—x)2P(r2—ar+1)7(2xd—31r2— 3x + 2)2"

(8) ¢ X [Ag(r2— 2 +1)3n

—————

A2 — 2+ 1) (P2 — )2 - A (22— )20 .

Ceute forme me parait préférable a la forme (3) de
Pénoncé, car s'il est vrai que le facteur

(23— 32— 3 +2)2"

rentre dans le polynome qui le suit, pour des valeurs
particuli¢res données aux constantes Ay, A,,. .., le fac-
teur (&2 — )27 ¥ rentre aussi bien, sil’on fait

Av=A =...= A, =o.

Il w'est done pas logique de metire en évidence 'un de
ces facteurs plutot que autre.
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Du reste, pour montrer que le facteur
) 1
(23 =3 22— 3o + 2)%

rentre dans le polynome suivant, exprimons que f(x)
s’annule pour o = — 1 (I'une des racines du groupe II),
nous obtenons ainsi

A=

IS | \‘f’l

On vérifie d’ailleurs que
\ ;- 9 27 ( 9 l 9 9 ad
(9) (P*—x+1P— S (22— 7)== i (223 —322—3r +2)2.
4

On voit qu’il suffirait, dans la forme (5), de prendre »

. . .27
quantités A, B, ... égales a Z/

2. Autres formes de I'(x). — Mais cetie identité va
nous fournir deux autres formes de I'(x). St Pon en
tire soit (x?— x)?, soit (x*—x+1)* et qu'on porte
dans (8), il vient

‘ Flr)=(r2—ax)P(r2— x4 1)1(223— 32— 32 + 2)¥

(10) ! < [Bo(x?—a 4 1)3
( +By(r?—r P (0p3 322 — 3 1 9)2 4,
ou
( F(r)=(x?— x)? (22— x + 1)1 (203 — 322 — 37 + 2)2r

(11) X [Cop(ra3— 322 —3x + 2)2

+ Ci(2a3— 32— 32 42 )2 (2 — )24, ],

Remarque. — Cette derniére forme permet de ré-
soudre algébriquement unc équation I'(x) = o satisfai-
sant aux conditions (1) et (2) lorsque, débarrasséc des
racines (I), (I1I), (II), si elle en a, son degré ne sur-
passe pas 24.
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Posons dans le polyndme entre crochets

on a une équation cn y du quatriéme degré au plus, ct
qu’on sait par conséquent résoudre algébriquement. Soit
y =12 1'une de ses racines, il faut alors résoudre I’équa-
tion du sixiéme degré

Y2 (r) —ho?(xr) =o.

Elle se décompose en deux autres

(12) Y(z)—yRe(z)=o0,
(13) Y(x)+ V) g(z)=o,

qui sont du troisi¢me degré. x étant racine de I'une de

. . . 1
ces équations, les relations (7) montrent que — et 1 —x

sont racines de 'autre.
L’équation (12) aura donc pour racines

1 1
a, 1-—--—»
a

I—a
par exemple, et alors (13) admettra

1 a

On sait d'unc maniére générale qu’il existe deux
transformations homographiques qui permutent circu-
lairement les racines d’une équation du troisiéme degré;
ces deux transformations sont ici, pour (12) comme
pour (13),

I I
Or=1— - 02r = ——.
r
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SUR LES APPROXIMATIONS NUMERIQUES;
Psr M. GUYOU,

Examinateur d’admission a ’Ecole Navale.

I. — CLASSIFICATION DES ERREURS; OBJET ET DIVISION
DU PROBLEME DES APPROXIMATIONS NUMERIQUES; FOR-
MULE GENERALE DES ERREURS.

L’introduction du probléme des approximations nu-
mériques dans les programmes d’Arithmétique, trés jus-
tifiée quand il s’agit d’éléves ne devant pas dépasser les
notions les plus élémentaires, me parait constituer une
surcharge inutile pour ceux qui ont acquis les premiéres
notions sur les dérivées; il y aurait, je crois, avantage,
pour ces derniers, a restituer a la question sa véritable
place, en Algébre, oun clle pourrait étre traitée plus sim-
plement et constituerait une sorte d’introduction a la
théorie générale des erreurs.

L’ensemble du sujet pourrait étre exposé ainsi qu'’il
suit; je considére le cas onles calculs doivent étre effec-
tués sans Tables.

Classification des erreurs du résultat d’une formule
numérique. — Le plus généralement, les formules nu-
mériques contiennent des nombres obtenus par des me-
sures directes ; ces nombres sont toujours aflectés d’er-
reurs dues a l'imperfection des instruments et des
procédés de mesure; de sorte que ces formules, au lieu
de représenter la valcur exacte du nombre cherché,
n’en représentent qu’une valeur afiectée d’'une certaine
crreur que nous appellerons erreur provenant des don-
nées.



(166 )

En outre, lorsque 'on effectuera les opérations indi-
quées dans la formule donnée, on commettra en général
une seconde errcur, que nous appellerons erreur de
calcul.

L’erreurtotale du résultat sera égale a la somme algé-
brique de ees deux erreurs partielles; si l'on désigne en
cffet par N la valeur exacte du nombre cherché, par N
la valeur exacte du nombre représenté par 'expression
numérique dans laquelle on a introduit les nombres
obtenus par des mesures directes, et enfin par N” la
valear approchée de N obtenue par le calcul, on a, en
grandeur et en signe :

Errcur provenant des données. .. .. N'—N
Erreur decaleul.......ooo o L. N'— N
Erreur totale ............ e N —N

et enfin
N'— N =(N"— N') (N — N).

Les erreurs commises sur les données sont toujours
inconnues en grandeur et en sens, mais on peut tou-
jours assigner a la valeur absolue de chacune d’elles
une limite supéricure, ct, de ces limites supérieures, on
peut déduire une limite supéricure de erreur provenant
des dounées (N’ — N); ¢’est-a-dire une limite que N'— N
peut atteindre, mais qu’elle ne peut dépasser.

L’erreur de caleul N — N, qui s’ajoute a celle-ci, peut
¢tre rendue aussi petite que ’on voudras mais, lors méme
qu’clle serait nulle, on ne pourra pas compter au résultat
final sur une approximation plus grande que la limite
supéricure de autre crreur.

Par conséquent, la limite supérieure de I’erreur pro-
venant des données représente 1’approximation la plus
grande sur laquelle on puisse compter au résultat final.
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Objet et division du probleme des approximations
numeriques. — Désignons par f(a, b, c, ...) une for-
mule numérique dans laquelle @, 4, ¢ représentent les
valeurs exactes de certains nombres que 'on obtient
par des mesures directes, et soit N la valeur exacte de
cette formule :

N=f(a, b, c ...);
soient a', ', ¢', ... les valeurs approchées obtenues
pour les nombres a, b, ¢; .. ..

Le probléme des approximations numériques consiste
a calculer la valeur de N 4 une approximation donnée,
connaissant @', 0, ¢, ... et les limites supérieures des
erreurs commises sur ces nombres.

Il est clair que le probléme ne sera possible que si
I'erreur provenant des données ne peut pas atteindre
Papproximation demandée : il conviendra donc tout
d’abord de déterminer la limite supérieure de cette er-
reur. Il faudra ensuite calculer I'expression

N'= f(a, b, ¢, ...)

avee une approximation telle que la somme de I'erreur
de calcul et de la limite supéricure précédemment ob-
tenue soit au plus égale a 'approximation demandce.

On est ainsi conduit a diviser le probléme en deux
parties :

1° Déterminer une limite supéricure de I'erreur pro-
venant des données ;

2° Calculer avec unc approximation donnée une for-
mule numérique donnée.

1l est clair que, lorsque les nombres contenus dans la
formule scront tous connus cxactement, ou, du moins,
seront susceptibles d’étre exprimés avee une approxi-
mation indéfinie, Ja deuxiéme partie du probléme subsis-
tera scule.
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La solution de ces deux problémes est fournie par
Papplication de la formule générale que nous allons
établir.

Formule générale des erreurs. — Soiv f(x,y, z)
une fonction de trois variables indépendantes ; désignons
par of 'accroissement que prend cette fonction lorsque,
aprés avoir donné aux variables les valeurs a, b, ¢, on
lear donne les valeurs @+ 82, & + 65, ¢ 4 cc; on aura

of = f(a+2a, b-+23b, c+dc)— f(a, b, c).
que l'on peut éerive identiquement

of =f(a+8a, b+3b, c+8c)— f(a,b—+238b, c+3c)

+/(a, b+23cb, ¢+ ¢c)— fla, b, ¢ +dc)
+f(a, b, c+ce)y— f(a, b, ¢).
Appliquant 4 chacunc de ces dillérences la formule des
accroissements finis, on obtient
of =8a f,(a-+08a, b=28b, c+cc)
+ b f,(a, b+0'3b, c+dc)
“+¢cfo(a, b, c+0"3c).

Désignons d’une maniére générale par o', o, a”, D',
", 0", ¢, ", ¢ des nombres compris entre a et @ + ca,
bev b+0b, cet ¢+ dc, ou égaux a ces limites elles-

mémes, on pourra éerire plus simplement
8f= Eafé(a', 1}’, C')+ abf,;(a", l)”, C”)—'r' ’O\Cf,:»((lw, l)’", CW).

Cette formule donne une expression de 'erreur que
Pon commet lorsque, dans une formule humérique

S(a,b,c)
on remplace les nombres exacts @, b, ¢ par les valeurs
approchées a +da, b + b, ¢ + oc; etil est clair qu’elle
est applicable 2 un nombre quelconque de valeurs ap-
prochées a, b, ¢, . ...
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Les nombres &', b, ¢, ", 0", ... qu’il faut introduire
dans les dérivées partielles £, f;, fo, ..., pour obtenir
les facteurs des erreurs da, 6b, dc, sont inconnus, mais,
en prenant pour ces nombres leurs valeurs maxima ou
leurs valeurs minima, de maniére 4 donner i ces facteurs
les plus grandes valeurs qu’ils puissent prendre, on
pourra déduire de cette formule une limite supéricure
de Verreur of.

Remarque. — 1l n’cst pas inutile de faire remarquer
ici que les erreurs da, ¢b, ¢c, ... élant en général wés
petites, les valeurs des dérivées f, fy, ... varient trés
peu lorsque Von fait varier les nombres &, 0/, ¢, ...
entre leurs limites extrémes ; par conséquent, cette for-
mule permet d’obtenir non seulement une limite supé-
rieure de Ierreur 8f, mais encore une limite trés voisine
de la valeur de Perreur elle-méme.

II. — PREMIERE PARTIE DU PROBLEME DES

APPROXIMATIONS NUM]E“,RIQUES-

Soit proposé de calculer I'crreur provenant des don-
nées a, b, ¢, ..., sur le résultat d’une formule numé-
rique

Jla,byc,...)
dans laquelle les nombres a, b, ¢ sont connus a == Aa,
= Ab, == Ac prés.

On a, en désignant par cf, sa, ob, ... les valeurs
exactes des erreurs en grandeur et cu signe

Sf = caf.(a,b,c,...)
S Bb L U LY B (@ B e )

Désignons par a,, by, ¢, les valeurs approchées con-
nues de a, b, .
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Les sens ct les grandeurs des erreurs ca, cb, cc, . ..
sont inconnus, mais leurs valeurs absolues sont plus
petites que Aa, Ab, Ac, ...; les nombres &, &', ¢/ com-
pris entrea et ay, bet by, ¢ et ¢, sont a fortiori compris
entre

a;+Aa ¢t a;— Aa.
b+ Ab ¢t by— AD.
¢;-~Ac et e¢p— Acy

si, par conséquent, dans les dérivées partielles, on rem-
place le nombre @ partout ou il se trouve, soit par
@y + Aa, soit par a, — Aa, de manicre a forcer la valeur
de cette dérivée, et que P'on agisse de méme pour les
nombres b, ¢, ..., on obtiendra des valeurs supéricures
a celles que pourront prendre les facteurs des errcurs
des données.

On obtiendra donc une limite supérieure de I'errcur
¢f en multipliant ces limites supérieures des dérivées
particlles respectivement par Aa, Ab, Ac, ..., et cn
faisant la somme des valeurs absolues des produits.

Remarque. — Pour montrer par un excmple com-
menton peut obtenir des limites supérieures des valeurs
des dérivées, supposons que 'on ait

, ac

Va—06-+0

Jo

les valeurs approchées connucs @y, by, ¢, ctles valeurs
cxacles «, b, ¢ sont comprises entre

a;— Aa ¢l a;-+ Aa,

bi— b el by—+ Ab,

c;—Ac el c¢p+ Ac.
Pour obtenir la valeur cxacte du coeflicient de cc, il fau-
drait remplacer a, b, ¢ par des valeurs @/, b', ¢’ com-
prises entre @ et a,, b et by, ¢ et ¢, ouégales a ces li-
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mites; en remplacant @ au numérateur par a, + v‘Aa. et
au dénominateur par @, — Aa,, nous augmenterons le
numérateur ct nous diminucrons le dénominateur; nous
forcerons donc la valeur de P'expression. Nous obtien-
drons le méme résultat en remplacant au numérateur ¢
par ¢, + Ac, et enfin cn remplagant au dénominateur b
par b, + Ab sous le radical et par b, — Ab en dchors; on
aura ainsi évidemment

(ay+ Aa)(cy+ Ac)

(@, b, )< i .
Sl Viai— Xa)—(hi+ Ab)-+ (b, — Ab)

On peut donc formuler la régle suivante :

Pour obtenir une limite supérieure de 'erreur pro-
venant de données incertaines, on remplacera dans la
SJormule numérique ces données par des letires a, b,
¢, ... on prendra les dérivées partielles de Uexpres-
sion ainsi obtenue par rapport &t chacune d’elles; on
remplacera dans ces dérivées les lettres a, b, ¢, ...
par des valeurs limites par excés ou par défaut des
nombres qu’elles représentent, demaniére ¢ forcer leurs
valeurs; on multipliera les résultats obtenus respecti-
vement par les limites des approximations Aa, Ab,
Ac, ..., et l'on fera la somme des valeurs absolues
des produits.

Lxemple I. — Dans la formule numérique

les nombres 0,117 ¢t 1,43, obtenus par mesures directes,
sont connus & une unité prés de Vordre de leur dernier
chiffre; on demande une limite supérieure de V'crreur
qui peut affecter le résultat N.
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En suivant textuellement la régle, nous avons
(aw+0)2
T
Voy3—+5
.. o2x(lam—+0) . 2(aw=+0)
Jo= ————"> Ji= —"
Vay3+5 Voys +5
Remplagons aux numeérateurs a et & par des valears
par exces 0,118 et 1,44, il vient

J(a,b)=

2(0, 1187 +1,41)
\/2\/3—1—5

27(0, 1187 +1,44)
b

Ju< S <
En multipliant ces nombres par 0,001 ct par 0,01 et
en faisant la somme, nous obtiendrons non sculement
une limite supérieure de Ierreur, mais encore une li-
mite treés voisine de celle qui peut étre atteinte, puisque
Aa et Ab peuvent atteindre 0,001 ct 0,015 mais dans
Papplication on n’a pas intérét & connaitre une valeur
aussi précise, et P'on évalue en nombres ronds les va-
leurs des facteurs des errcurs, en ayant soin toutefois de
toujours arrondir les nombres de maniére a forcer les
valeurs de ces facteurs; ainsi au numdérateur nous rem-
placerons = par 4, au dénominateur NE par 1 et \/5
par 2 on aura ainsi
8(0.472 +1,44)

)

Ju< L 8.

L 21,912
Jo<Z —+ <1
On a done finalement

8N < 8 XX 0,001+ 2 X 0,01 ou °N < 0,028,

Remarque. — 11 ne faut pas perdre de vue que, lors
méme que les dérivées cussent été négatives, il aurait
fallu faire Ja somme des produits.
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Exemple 11. — Dans un triangle ABC rectangle en A,
on a obtenu par mesures directes

c=12",5 a dzo,1 prés,
C=22° a =30 prés.

On demande une limite supéricure de Perreur qui
peut affecter le ¢6té b calculé avee ces éléments.
On a
b=ccotC=/f(c Q)

fl/ = (‘HlC, f(‘

— C
sin2C
ct, par suite,
) - 09t . 19'>G .
Sfe< cota1°30, Je < TnTarie
On trouve, a I’aide d’'une Table des valeurs naturelles
des lignes trigonométriques,

So< 2,8, f(, 12,6 X(2,7)2<117;

il reste & multiplier par Ac et AC. On ne doit pas perdre
de vue ici que les expressions usuelles des dérivées des
lignes trigonométriques ont été obtenues en supposant
I’accroissement de 'arc exprimé ¢n fonction du rayon;
on devra donc exprimer AC de cette maniére : on aura
ainsi

e

] s AC = —
Ac =o,1, C 60’

il viendra donc enfin, en faisant les produits et ajoutant
les valeurs absolues,

1177
8D < 2,6 X 0,14 —~
360
120 _
th < 0,26 +
90 < “()0
3b<o,:6+§ on <13
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Remarque. — La formule quenous avons considérée
ici ne peut pas étre calculée arithmétiquement, mais,
cette premiére partie du probléme des appraximations
étant indépendante da procédé de calcul, la méme mé-
thode convient a tous les cas.

III. — DeuxiEME PARTIE DU PROBLEME
DES APPROXIMATIONS.

Actucllement, sans nous préoccuper de Porigine ni
de Vexactitude des nombres donnés, nous avons a cal-
culer & une approximation donnée le résultat d'une for-
mule numérique donnée.

Résultat complet d’une formule ou d’une opération
arithmétiqgue. — Nous appellerons résultat complet
d’une formule numérique complexe ou d’une opération
arithmétique simple la valeur exacte de cette formule
ou du résultat de Popération; ce résultat ne peut étre
exprimé le plus souvent u’a Paide d’un nombre indé-
{ini de décimales ou du moins a 'aide d’'un nombre de
décimales supéricur a celui dont on a besoin.

Ordre du dernier chiffre a conserver dans le résultat
approché d'une formule numérique. — 1l ne sufliv pas,
pour résoudre le probléme que nous avons en vue, de
calculer uu nombre difiérant du résultat complet de
la formule d’une erreur moindre qu’une quantité don-
née, il faut encore que ce résultat soit cxprimé avec le
plus petit nonmibre possible de chillres; or, quel que soit
ledegré de précision avee lequel on effectuera les calculs,
le résultat complet de la derniére opération diflérera
toujours du résultat complet de la formule clle-méme
d'une petite quantité, et, si 'on supprime les chiffres a
partic d'un certain ordre, méme en forcant le dernier
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chiffre conservé, on ajoutera a celle erreur une nouvelle
erreur qui pourra atteindre 5 unités de lordre du pre-
mier chiffre supprimé; la nouvelle erreur pourra, il est
vrai, étre moindre, mais, comme le nombre cherché est
inconnu, on ne peut pas affirmer a priori qu’clle sera
moindre que 5 unités de I'ordre du premicr chiffre sup-
primé.

Supposons que I’on demande le résultat & n unités de
lordre «, n étant au moins égal & unj; si n est plus
grand que 3, soil 7 par exemple, on pourra exprimer le
résultat en unités de 'ordre qui précede « : il suflira en
cffet de conduire les opérations de manicre que le ré-
sultat complet de la derniére, celle qui donne le résultat
final, soit erroné de moins de deux unités en plus ou en
moins de l'ordre 2, car, en supprimant les chiffres de
Pordre o -+ 1 et ¢n forcant au besoin le dernier chiffre
conservé, on ajoulera a cette erreur une erreur moindre
que 5 : le résultat conservé sera donc crroné de moins de
7 unités en plus ou en moins. Mais si 2 est plus petit
que 5, on ne pourra pas faire cette suppression; pour
n’avoir qu’une seule régle convenant a tous les cas, nous
conviendrons que, lorsque I'on demandera le résultat
d’une formule numérique a moins de n unités (n > 1) de
Pordre o, nous devrons exprimer ce résultat en unités de
cct ordre.

Ainsi un résultat demandé a moins de == 0,00352,
c¢’est-a-dire de == 3™, 52, devra ¢tre exprimé en mil-
liémes; en d’autres termes, [’ordre du dernier chiffre
conservé devra étre celui du premier chiffre signifi-
catif & droite du nombre qui exprime U approxima-
tion.

Des formules numériques simples. — Nous appelle-
rons formule numeérique simple unc formule numérique
dont le résultat peut s’obtenir par une scule opération
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arithmétique; ainsi les formules
/
i1

- 42.85
v/'3,58932, 2 Sf
1

-
‘)— 2
sont des formules numériques simples.

Mais une formule telle que (6,45)* n’est pas une for-
mule simple, car le résultat ne peut étre obtenu que par
deux multiplications.

Lorsque 'on aura a calculer la valear d’une expres-
sionde ce genre a une approximation donnée, on sera
en général conduit a remplacer les valeurs exactes des
nombres qui entrent dans Pexpression donnée par des
valeurs approchées plus simples; si I'approximation du
résultat complet de la nouvelle expression est de %=p
unités de l'ordre a ct que 'on supprime les chiffres de
Pordre a+ 1 en for¢ant au besoin le dernier chiffre
conscrvé, on commettra unc nouvelle erreur plus petite
que == 5 unitésdel’ordre 2 + 1, ou ==} unitéde 'ordre a:
le résultat conservé sera donc approché a moins de
== (p +3) unités de Tordre o. On est donc conduit ala
régle suivante, applicable a tous les cas :

St U'on wveut obtenir le résultat d’une opération
simple @ moins de n unités de U’ordre a(n>>1), on
pourra substituer awx nombres & opérer des nombres
tels que la somme des influences des erreurs sur le ré-
sultat complet soit plus petite que (n —3%) unités de
Uordre a; on effectuera ensuite [opération sur ces
nombres plus simples et ’on supprimera au résultat
tous les chiffres qui suivent celui qui exprime des unités
de Uordre w, en forcant ce dernier d’une unité si le
premier chiffre supprimé est plus grand que 5 ou égal
ab.

Remarque. — Lorsque les nombres a opérer sont
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donnés directement, au lieu d’étre les résultats d’opéra-
tions antérieures, on disposera du sens des erreurs qui
seront commises sur ces nombres lorsqu’on les rempla-
cera par des nombres plus simples : on pourra ainsi
prendre ces erreurs dans un sens tel que 'erreur sur le
résultat complet soit dans un sens connu ; supposons que
ce soit par exces : alors le résultat complet sera approché
par exces & moins de n unités de ordre a; si 'on sup-
prime a ce résultat tous les chifires qui suivent celui
d’ordre o, on commettra une erreur par défaut e
moindre qu’une unité de cet ordre; par conséquent, le
résultat simplifié sera approché 4 moins de n unités de
I'ordre « par exces, et a moins de ¢ par défaut; ¢ étant
plus petit que 1 et par suite que 7, le résultat seraencore
approché a moins de n unités d’ordre o, mais on ne con-
naitra plus le sens de I'approximation.

On pourrait donc, dans ce cas, se borner a prendre
les nombres a opérer avec une approximation telle que
Perreur sur le résultat complet soit plus petite que
n unités de V'ordre a au lieu de n — 1, comme dans le
cas précédent; mais I'avantage obtenu ainsi est si faible,
lorsqu’il existe, qu’il est préférable de s'en tenir a la
régle précédente, qui convient a tous les cas.

Calcul des formules numériques simples. — Une for-
mule numérique simple peut contenir un nombre seu-
lement, ¢’est le cas des carrés, des racines carrées ct des
racines cubiques, ou deux nombres, comme la multipli-
cation, la division, la soustraction, ou enfin plusieurs
nombres, comme ’addition.

Pour calculer a moins de  unités de 'ordre «, (n > 1),
la valeur d’une formule numérique simple, on commen-
cera par remplacer par des lettres A, B, G, ... les
nombres que l'on supposera susceptibles’ d’étre sim-

Ann. de Mathémat., 3* séric. t. VIIL. (Avril 1889.) 12
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plifiés, on appliquera ensuite, 4 I'expression obtenue, la
rmule générale des erreurs.
formule led eurs
On obtiendra ainsi une expression de la forme

3 =M3A+ N3B +P3Cr....

On déterminera, comme on va le voir, les valeurs limites
a donner 4 ¢A, 8B, C, ... pour que of soit plus petit
que n — % unités de Pordre 23 on prendra ensuite les
nombres A,, By, Cy, ... avec les approximations ainsi
détermindes ; on effectuera I'opération avec ces nombres,
et 'on supprimera les chiffres qui suivent celui qui ex-
prime des unités de l'ordre «, en for¢ant ce chiffre ou en
le conservaut, suivant la valeur du premier chiffre sup-
primé.

Dans le cas de 1’addition et de la soustraction, la for-
mule des errcurs est de la forme

o2

S—=A-BC ... 38 =23A-23B 3G,
D=A—B, .o, 3D =3A —3B;

dans les autres cas, les facteurs M, N, P dépendent en
général des nombres a opérer, et ces nombres doivent y
¢tre remplacés par des valeurs comprises entre les va-
leurs exactes et les valeurs approchées; ces derniéres ne
sont pas connues; il en est de méme des premiéres
lorsque les nombres doivent étre déterminés par des
opérations antérieures ; mais, d'une maniére générale,
on peut toujours prendre deux valeurs assez écartées
I'une de Vautre pour étre certain a priori qu’elles com-
prennent la valeur exacte et la valeur approchée. On
peut donc ainsi déterminer des limites M', N/, P’ supé-
ricures des valeurs de ces facteurs.

On prendra alors pour ¢, 0B, 3C des valeurs telles
que la somme des valeurs absolues des produits M/cA,
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N’ 6B, P’ oC soit plus petite que 7 — § unités de V'ordre a3
si I'on dispose du sens des erreurs ¢A, 8B, 8C, on pourra
encore prendre ces erreurs de maniére qu’une partie des
produits ait le signe + et I'autre partie le signe —, et
I'on prendra ensuite les erreurs telles que chacune des
sommes des produits de méme signe soil plus petite que
n — 1 unités de 'ordre o, car la somme des erreurs sera
plus petite que le plus grand des deux groupes.

FExemple. — Soit a calculer a =+ 0, 00475 la valeur de
la formule simple

3,568
(\) — \? 20 |
3,14
Nous poserons
o_ M.
d= -
on en déduira
i AL
30 =0\ — . ox

I’approximation demandée ¢st 0,004735, soit 4™™,75 = n;
pt 500479, v 3
~ > . ~ .

on devra prendre ¢A et 6n de maniére que 3QQ soit plus
petit que (2 — 1) milliémes ou 4™, 25.

Si I'on prend ¢A et dw par défaut I'un et Pautre, il
suffira que chacun des deux termes soit plus petit que
(n—1) milliémes; il faudra donc que

o2

cA
— 4", 25,

= T'2

Si 'on ne veut pas s’astreindre 4 fixer le sens des ap-
proximations SA et o, on prendra chacun des termes
plus petit que la moitié de (7 — 1) milli¢mes, savoir

sy

A . Aoz
— < 2™ 129,

- 72
e ™

< ommiyaf.

Résolution des inégalités. —- On scra donc ainsi
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conduit en général a résoudre les inégalités de la forme
SA,BHYSA < m.

Ces inégalités se résolvent a vue en nombres ronds,
mais il importe de ne pas oublier qu’en arrondissant
les nombres il faudra toujours agir de maniére a forcer
les premiers membres et & réduire les seconds, afin que
les inégalités que l'on a a résoudre soient vérifiées a
Sortiori; de plus, il ne faudra pas hésiter a prendre
pour A’et B’ des valeurs maxima et minima assez écartées
P'une de lautre pour étre certain qu’clles compren-
dront entre elles la valeur exacte et la valeur approchée,
car si I’on prenait des limites trop rapprochées, on pour-
rait constater, une fois le calcul terminé, qu’elles ne
comprennent pas ces deux valeurs, et il fandrait recom-
mencer.

Exemple. — Considérons 'exemple cité plus haut,
et résolvons les deux inédgalités
\ Aoxm

< 2mmip9s, 5 << 2MM 5.

< T

| O2

1

Pour forcer les premiers membres, nous remplace-
rons = par la valeur par défaut 3, et A par la valeur par
exces 4; on aura
A

3

(S5

¢
- 4
< 2™ 123, Lo < M 195

chassant les dénominateurs et arrondissant les seconds
membres en les réduisant, 1l vient

CA 6™, 4om < 18mT
':"t < 4mm;

on prendra donc
A =355, = = 3,14:

on fera le quotient 3,57 par 3,14 jusqu’aux dix-mil-
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liemes; on trouve
Q =1,1369;

on supprime le chiffre g et I'on force Ie 6 d’une unité;
il vient donc enfin

Q =1,137 a Z= 4™ 75 prés.

Formules complexes. — Les formules numériques
complexes sont celles dont la valeur ne peut étre obte-
nue que par une série d’opérations simples successives,
dont la derniére a pour résultat le nombre demandé.

Il est clair que, de 'approximation exigée pour le
résultat final, on peut, en appliquant la régle qui pré-
céde, déduire I'approximation avec laguelle doivent étre
connus les éléments de la derniére opération; de I'ap-
proximation de ces éléments, on pourra déduire celle
(ui est nécessaire pour les nombres a I'aide desquels on
les obtient, et ainsi de suite; on arrivera ainsi a con-
naitre ’approximation des nombres de la premiére opé-
ration, on effectuera ensuite les opérations en s’arrétant
aux unités de 'ordre indiqué par 'approximation qu’on
a reconnue étre nécessaire pour les résultats, et en for-
cant au besoin le dernier chiffre.

Le calcul d’une formule complexe n’offre donc aucune
difficulté nouvelle; mais les calculs successifs doivent
tire faits avec beaucoup d’ordre, et nous engageons au
moins les débutants a se conformer a la régle pratique
¢noncée ci-apres.

Pour mieux faire saisir les différentes parties de cette
régle, nous les appliquerons a I'exemple suivant, & me-
sure que nous les formulerons.

Exemple. — Calculer a == 0,035 la valeur de Dex-
pression
T

3, 15159206

\N=
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RicLE. — 1° Remplacer par des lettres A, B, C, ...,
dans Uexpression donnée, le nombre ou les nombres
auxquels on espére pouvoir substituer des nombres plus
simples.

On écrira ainsi

IETY
N — ‘ LA N
s

2° Préparer un Tableau en quatre colonnes ayant
respectivement pour titres : (1) Opérations a effectuer,
(2) Résultats approchés par excés et par défaut, (3) Ap-
proximations nécessaires, (4) Résultats définitifs.

(Les nombres inscrits dans les colonnes du Tableau
ci-aprés seront obtenus comme on va U'indiquer.)

(1. (2)- (3. (4.
Résultats approchés
Opérations e — e ——
a par par  Approximations Résultals
effectuer. défaut. exces. nécessaires . définitifs.
A 50 51 0,01 50,21
P=45>xA 2200 2300 1 2259
= 3 4 0,001 3,141
\)
Q== 550 8oo 1,2 759
(=
N =yQ 20 30 0,035 26,81

3% Indiquer dans la colonne (1) les opérations a
efJectuer successivement, en de'signanl par de nouvelles
lettres les résultats de ces opérations, et en ayant soin,
lorsque, dans une de ces opérations, on aura a utiliser
un des nombres qui ont été désignés au début par
des lettres, de placer la lettre qui désigne ce nombre
avant l'opération elle-méme.

Ainsi, pour I'exemple considéré, la premiere opéra-
tion a effectuer estle produit 45 >< A : onle désigne par
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P et on inscrit avant P la lcttre A; on aura ensuite

. . P \ .
a effectuer le coefficient Q = —; ayant a utiliser le

nombre 7 dans cette opération, on inscrira cette lettre
avant l'opération. On indiquera enfin la derniére opéra-
tion & effectuer N =,/Q; de cctte maniére, tous les
nombres dont il y aura lieu de déterminer Iapproxi-
mation sont inscrits dans la colonne (1) et dans I'ordre
méme dans lequel on aura a les employer.

4° Dans la colonne (2), on inscrira des waleurs
grossiérement approchées par défaut et par excés des
nombres mentionnés dans la colonne (1).

Il est possible que dans la suite quelques-uns de ces
nombres restent inutiles, mais I'étude préliminaire qui
serait nécessaire pour reconnaitre a priori ceux dont on
pourrait n’avoir pas besoin demanderait un travail au
woins égal a celui qu'exige leur évaluation; il n’y a
donc aucun avantage a faire cette étude.

5° Inscrire sur la derniére ligne de la colonne (3),
en regard de N, Y approximation demandée, déter-
miner ensuite ’approximation nécessaire aux éléments
de la derniére opération, Uinscrire en regard de ces
éléments, et continuer en remontant jusqu'a ce que la
colonne soit remplie.

On écrira ainsi, en regard de N, Papproximation de-
mandée 0,035; on aura ensuite, conformément a la
régle des opérations simples,

~p

. 1 e cQ w A
N = ——¢Q 0,035 —1cent, — 0,03, 2Q<1,2,
2N 2 jo
1 P’ L
Q= 5P — -, sx 1,2 —unité ou 0.7,



¢’est-a-dire

N
(IS 0,7 <P o, N
— o o 22 —_ < —_ oP 1
= 2 3 2 <
P’ 0,7~ 2300 .
6w T =M, ———8m 0,35, 300dr< 0,35 on-Lo,00I,
T2 2 9
et enfin
i r . . 0,5
P = 524 Ta—1 u 0,5, cA < 5, ¢\ << o,01.
2 50

Il ne faut pas perdre de vue qu’en arrondissant il faut
forcer les premiers membres et réduire les seconds.

6° On écrira immédiatement, dans la colonne (%),
les valeurs des nombres qui ont été désignés au dcébut
par des lettres, avec I’approximation indiquée en re-
gard, et lon effectuera enfin les opérations indiquées
dans la colonne (1) en poussant les calculs jusqu’ aux
unites de l'ordre du premier chiffre significatif a
gauche de Uapproximation inscrite dans la colonne (3),
et en forcant ou en conservant le dernier chiffre, sui-
vant que le premier chiffre supprimé est plus grand que
5 ou égal a 5, ou qu’il est plus petit que 5.

Ainsi, dans I'excmple considéré, nous écrirons pour A
et = les valeurs 50, 21 et 3,141; nous calculerons P en
conservant au résultat le chiffre des unités qu'il n'y a
pas lieu de forcer; nous calculerons ensuite le quotient

P .. . . .
— en dixiémes; nous extrairons enfin la racine carrée en

poussant jusqu’au chiffre des centiémes, ’aspect du reste
montrant que le chiffre suivant est plus petit que 53
nous conserverons le résultat 26,81, qui est ainsi la
valeur de N a 10,035 pres.
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ExERcicE.

(o,11702 T+ 1,43115)2

Calculer N = L ————— 3 720,02 prés,
\/2 V3 45,0126
. (Am+B)
N=-22 22k,
Vay3+ G
Résultats
approchés
Opérations - ——
a par par Approximations Résultats
effectuer. défaut. excés. nécessaires. définitifs.
A 0,1 0,12 0,00007 0,117
T 3 4 0,002 3,14
P=A.xn 0,3 0,3 0,001 0,367
B 1,4 1,5 0,007 1,43
S=P+B 1,7 2 0,0025 1,798
K = S2 2 4 0,015 3,23
R=y3 1,7 2 0,0025 1,733
D =2R 3 4 0,01 3,47
C 5 5,1 0,01 5,01
E=C~+D 8 9,1 0,026 8,48
F=/E 2 3 0,007 2,912
K
N= T » » 0,02 1,11

DETAIL DU CALCUL DES APPROXIMATIONS.

K . LI K .
p— pa— 1 -
=F’ oN = —F;OK—F,—z oF < 0,02 — 3 cent. ou Co,015,
~pr N
oK 0,015 ¢K 0,015 . -
= < 25 — < -—=2—, <¢K-<o,015,
F 2 2 2
K'eF _ o,015 4 0,015
bl 4~ 9 b3
2 < P -i-oF< - sF < o,007.
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Numérateur.

S'eS<o 01)—4cml < 0,01,
4SS<0,01, ¢S < 0,0025,
S=1P+B, £5=2:P=+3dB<o0,0025— iT mill.,

cP + ¢B < 0,002,

b < 0,001,

°B < 0,001,
P = Ax, b = A’ 3% 4+ 3A < 0,001 — § mill,,
A'ew -+ = ¢A < 0,0003,

0,0005
-

Ao

A

2

0,000)
— .

<
o2
A
AN

2

oz

7 < 0,002,

0,0009

1
oo

A

/\

b
2

2\ << 0,00007
Dénomunateur.
< 5 N 1 5 .
I = \/l«,, oF = — 313<0,007—_1,m|l1.,
2 F 2
ol
7
-+

N .
ok < 0,020,

< 0,000,

= G- D, ol = 3(1—1—3D<0,026—%(-enl.,
o(‘—‘.—r\)D<0,020,
3G < 0,01,
oD -Zo,01.
D = 2R, 3D = 26R < (),0[-——{;('(‘,"[..
28R < 0,005,

SR 20,0025,
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SOLUTION GEOMETRIQUE DES QUESTIONS DONNEES
AU CONCOURS POUR L'ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1882;
Par M. F. FARJON.

On donne deux cercles se coupant en A et B. Une
conique quelconque passant par ces points et tangente
aux deux cercles rencontre en C et D l'hyperbole équi-
latére qui a pour sommets A et B :

1° Démontrer que la droite CD passe par un centre
de similitude des deux cercles donnés ;

2* Si l'on considére toutes les coniques qui, passant
par A et B, sont tangentes aux deux cercles, démon-
trer que le lieu de leurs centres se compose de deux
circonférences de cercle;

3° Soitune conique satisfaisant & la question, démon-
trer que ses asymplotes passent par deurx ])oints ﬁxes
situcs sur U axe radical des deux cercles donnés.

I. Lemme. — Si une hyperbole équilatére a pour
sommets les extrémités d’une corde d'un cercle, elle
coupece cercle en deux autres points qui sont en ligne
droite avec son centre.

Soient la corde AB du cercle O ( fig. 1), C son milieu,
I 'une des intersections du cercle et de Phyperbole
équilatére qui a AB pour axe transverse; menons la
perpendiculaire IP sur AB, on a

I =PC —CB = (PG CB)(PC—CB)=PA < I'B;
donc PI est tangente a la circonférence ct I sur le dia-
metre parallele a AB.
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Cela posé, considérons (fig. 2) deux cercles O et O’
ayant AB pour corde commune, et tracons une conique

Fig. 1.

o

A \C_/B P
qui pass¢ par AB et soit tangente aux deux cercles en
E et F. Je remarque d’abord que les deux tangentes en

Fig. 2.

E et I sont paralléles : en eflet, les deux cercles et la
conique ayant une corde commune AB, les trois autres
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cordes d’intersection qui sont la droite a I'infini et les
deux tangentes en E et en I doivent concourir en un
méme point : donc ces deux derniéres sont paralléles. —
Autrement, on sait que les bissectrices des angles que
fait la corde AB, soit avec la tangente en E, soitavec la
tangente en I, sont paralléles aux axes de la conique;
il s’ensuit que ces deux tangentes sont paralléles entre
elles.

Il en résulte que la droite EF passe par 'un des
centres de similitude des cercles O et O,

Si 'on considére le systéme formé par la conique, le
cercle O et ’hyperbole équilatére AB, leurs trois cordes
d'intersection concourent au point T, intersection de la
tangente en E et du diamétre de O paralléle & AB. De
méme, pour le systéme de la conique, du cercle O’ et
de T'hyperbole, les trois cordes d’intersection con-
courent au point V, intersection de la tangente en I et
du diamétre de O’ paralléle a AB. La corde d’intersection
de la conique et de I’hyperbole est, par conséquent, la
droite TV. Mais T et V, intersections de droites homo-
logues deux a deux, sont eux-mémes homologues : donc
TV passe par le méme centre de similitude que EF.

c. Q. F. p.

11. La droite EF est un diamétre de la conique, le
centre de celle-ci est au milieu G de EI" (fig. 3); OE
et O'F sont paralléles, la droite GI menée parallélement
a ces derniéres passe par le milieu I de OO et est égale
a4 (R+R’) sile point S est le centre de similitude di-
recte, eta 3 (R—R') siS est le centre de similitude in-
verse. Le lieu du centre G se compose donc de deux
cercles concentriques, ayant pour centre le milieu de la
distance des centres et respectivement pour rayons la
demi-somme et la demi-dilférence des rayons des deux
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cercles donnés. Le premicr, homothétique aux deux
cercles donués par rapport au centre de similitude di-
recte, est tangent aux tangenles comwnunes extérieures
aux points M et N ou celles-ci rencontrent I'axe radical

Fig. 3.

AB. Le second est homothétique aux deux cercles donnés
par rapport au centre de similitude inversc; la distance
R2_— R"2
200’
d’ailleurs que ce second cercle ne peut rencontrer I’axe

du point I a I'axe radical étant égale a » on voit

radical, tandis que le premier le coupe nécessairement.

III. Soit K le point ou la tangente en G au cercle I
rvencontre la droite ABj; les axes de la conique sont pa-
ralléles aux bissectrices de I'angle GKA ou de l'angle
GIO dont les cotés sont perpendiculaires a ceux du pré-
cédent. Sidonc P et QQ sont les points ou le cercleI coupe
la ligne des centres OO/, les axes de la conique sont
GP ¢t GQ. Ainsi les axes de toutes les coniques qui ont
leur centre sur une méme circonférence T passent par
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deux points fixes qui sont les intersections de eette cir-
conférence avec la ligne des centres.

Les axes GP et GQ sont les bissectrices de ’angle formé
par les asymptotes; de plus, le milieu du segment inter-
cepté par celles-ci sur I'axe radical coincide avec le milieu
L de AB. Nous avons donc, pour construire le triangle
formé par les asymptotes et la corde AB, le sommet G
du triangle, la bissectrice de I'angle en G et le milieu L
du coté opposé : la perpendiculaire élevée sur AB en L
coupe les bissectrices de I’angle G aux points ou celles-ci
rencontrent la circonférence circonscrite au triangle.
Cette circonférence n’estdonc autre, dans le cas présent,
que celle du cercle I, et les deux asymptotes sont les
droites GM et GN, qui joignent le centre G aux points
d’intersection du cercle I et de Paxe radical AB. Les
asymptotes de toutes les coniques qui ont leur centre
sur le cercle I passent, par conséquent, par les deux
points fixes M ct N. C. Q. F. .

On voit par la que toutes les coniques qui ont leur
centre sur le cercle 3 (R + R’), correspondant au centre
de similitude directe, sont des hyperboles. La courbe
s¢ réduit a deux droites, qui sont I'axe radical et la tan-
gente commune aux deux cercles, lorsque le centre est
en M ou en N. On remarquera qu'une transversale,
issue du centre de similitude S, détermine deux hyper-
boles dont I'une est semblable alaconjuguée de ’autre.

Toutes les coniques qui ont leur centre sur le cercle
1 (R—TR’) sont au contraire des ellipses, puisque, ce
cercle ne rencontrant pas I'axe radical, clles out leurs
asymptotes imaginaires.

Scolie. — 1l existe deux coniques, satisfaisant a la
double condition de passer par A et B et d'étre tan-
gentes & O et a O, qui ne rentrent pas dans les groupes
précédents. Menons par A une tangente & O et par B
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une tangente a O'; I'ensemble de ces deux droites con-
stitue une conique satisfaisant aux conditions, mais dont
le centre n’est pas sur le cercle I et dont les asymptotes
ne passent ni par M, ni par N. De méme pour la tan-
gente & O’ en A et la tangente 8 O en B. Ce sont deux
solutions singuliéres.

IV. Examinons le cas particulier ou les deux cercles
O et O’ sont tangents extérieurement.

L’hyperbole équilatére se réduit alors a deux droites
rectangulaires menées par le point de contact A ( fig. 4)

et toutes les coniques correspondant au centre de simi-
litude inverse sont les doubles cordes passant par le
point A 5 ce sontdes ellipses indéfiniment aplaties dont
les centres sont sur le cercle (R —R’). Quant au
cercle 3 (R + R’), il passe par les centres O et O’: cha-
cune des hyperboles répondant a la question a un
double contact avec chacun des cercles O et O, et 'on
voit, en effet, que les axes de ces hyperboles passent
par les deux centres.

Si les deux cercles O et O sont égaux, qu'ils soient
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sécants ou tangents, le cercle (R — R’) se réduit a un
point, et le cercle J(R+R’) a son centre sur l'axe
radical ; d’ou il suit que toutes les ellipses de la figure
sont concentriques, ¢t que toutes les hyperboles sont
équilatéres, puisque leurs asymptotes sont rectangu-
laires.

On a supposé jusqu’ici dans les figures que les deux
centres O et O’ étaieni situés de part et d’autre de I'axe
radical. S’il en était autrement, les démonstrations et les
conclusions qui précédent resteraient les mémes. Mais
si les deux cercles sont tangents intéricurement, ce sont
les hyperboles, correspondant au centre de similitude
directe, qui se réduisent a des droites rayonnant autour
du point de contact, et dont les centres sont situés sur
le cercle § (R + R’) tangent aux deux cercles donnés.
Quant aux ellipses correspondant au centre de simili-
tude inverse, elles ont un double contact avee chacun
des cercles O ct O/, et comme le cercle (R — R’) est
alors décrit sur la ligne des centres comme diamétre, on
voit en eflet que les axes de ces ellipses passent respec-
tivement par les centres des deux cercles donnés.

Si les deux cercles deviennent égaux, ils se confon-
dent : le cercle § (R 4 R) est le cercle O lui-méme, et
le cercle ; (R — R’) estle centre, quiest en méme temps
celui de toutes les ellipses qui ont un double contact
avee O'; dans les conditions de la figure.

V. A quoi correspondent les propositions qui pré-
cédent, lorsque les deux cercles O et O ne se coupent
plus réellement? La corde commune AB est imaginaire,
mais certains éléments, tels que les cercles § (R 4+ R’) et
1(R —TR’), restent réels. L'interprétation est des plus
simples.

Reprenons le lemme du § 1. La longueur de la demi-

Ann. de Mathémat., 3° série, t. VIIL (Avril 188g.) 13
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corde AC est déterminée par la relation
—2 —»
AC =R2—0C .
Si AB est extérieure au cercle, AC est imaginaire ct

Vona(fig. 5)

—_—

—AC =0C —Re.

AB, au lieu d’¢tre 1’axe transverse de 'hyperbole équi-
’ yi
latére, en devient I'axe imaginaire, et pour avoir un

Fig. 5.

sommet de la courbe, il faut prendre sur CO, a partir

—
de G, une longueur CA'= \/OC- — R=.
Cela posé, soit I le point d’intersection de hyper-
bole ainsi déterminée et du cercle; menons la perpendi-
culaire IP sur AB, on aura

2 ) p——;

P =P 4+ CA =PO —R?:

done 1P est tangent au cercle, et le point I est sur le
diamétre parallele a AB.
Considérons actucllement les deux cereles O et O, Si
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la corde commune AB est imaginaire, il est évident que
les ellipses passant par A et B sont imaginaires; leurs
points de contact avec les cercles O et O' le sont aussi,
mais la droite qui les joint est réelle ct passe par le
centre de similitude inverse. Il en est de méme de la
droite réelle qui joint les deux points d’intersection
imaginaires de la courbe avee 'hyperbole équilatere
définie ci-dessus. Les centres des ellipses sont réels et
leur lieu est le cercle 3 (R — R'); les axes sont connus,
puisqu’ils passent par les points ou le cercle (R —R’)
coupe la ligne des centres. Enfin ces ellipses ont des
asymptotes réelles, puisque le cercle (R —R’) coupeici
axe radical et que tous les couples d’asymptotes passent
par ces points d’intersection.

Quant aux hyperboles passant par les points imagi-
naires A et B, elles ne cessent point d’étre réelles, seu-
lement elles ne coupent plus 'axe radical.

VI. Supposons que le rayon R’ croisse indéfiniment :
des deux cllipses que détermine une sécante EF menée
par le centre de similitude inverse, Pune, celle qui est
tangente aux deux portions de circonférence extérienres
P'une a Vautre, tendra vers une parabole; Pautre, celle
qui est tangente aux deux portions de circonférence
qui se pénétrent, tendra 4 se confondre avec le segment
AB. De méme, des deux hyperboles déterminées par
une sécante EI' menée par le centre de similitude directe,
I'une, celle dont la branche passant par A et B est tan-
gente au cercle O, tendra vers une parabole embrassant
extéricurement ce cercle (tandis que Ja précédente lui
était tangente intérieurement), ¢y autre, celle dont la
branche passant par A et B est tangenteau cercle Oy ten-
dra a se confondre avec les deux parties de AB exté-
rieures au segment AB.
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A la limite, le cercle O sc confond avec ABj on a
ainsi ce théoréme :

Sil’on trace une hyperbole équilatére ayant pour
sommels deux points A et B pris sur une circonférence,
et une parabole passant par A et B et tangente, inté-
rieurement ou extérieurement, & la circonférence, la
corde commune de cette parabole et de cette hyper-
bole passe par U'une des extrémités du diametre du
cercle perpendiculaire & AB.

Il est aisé de le vérifier directement. Soient ( fig. 6) E

Fig. 6.

le point de contact, KT la tangente vencontrant en T
le diametre parallele a AB, SS le diamétre perpendi-
culaire a AB. Le diamewre de la parabole au point F,
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paralléle a 'axe, est perpendiculaire a la bissectrice de
Iangle ETO, ou paralléle a la bissectrice de 'angle
S’OE : c’est donc la droite ES. Décrivons un cercle de
rayon quelconque passant par A ct B. Soit O son centre.
Si I'on considére le systéme des deux cercles et de la
parabole, on voit que la corde d’intersection de cette
courbe et du cercle O/ sera paralléle a ET, d’ou il suit
que le milieu E' de cette corde se trouvera au point
de rencontre de son diamétre conjugué ES ct de la paral-
lele O'E’ 4 OE ; la paralléle 8 AB menée par le centre O’
élant d’ailleurs la corde d’intersection du cercle O/ et de
I’hyperbole, le point T’ ou cette paralléle rencontre la
corde commune a O’ ¢t & la parabole appartiendra,
comme T, a la corde commune de la parabole ct de
I’hyperbole. Mais les triangles OET et O'E'T, SOE et
SO'E’ sont semblables deux 4 deux; on a donc

'

e

TE EO Sl

TE ~— RO ~ SI

w

&

les trois points T, S, T sont donc en ligne droite.
c. Q. F. D.

SUR LES CUBIQUES NODALES CIRCULAIRES ;

Par M. Cn. SERVAIS,
Répétiteur a 'Université de Gand.

1.
1. Cousidérons deux cercles w ¢t O se coupant aux

points A ct B; par le point A menons une sécante ren—
contrant les deux cercles respectivement aux points A’
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ct M’; le lieu du point M tel que

(AAMM)=—1

est une cubique civculaire ayant le point A pour point
double. En effet, clle est tangente aux deux cercles au
point A, et clle passe par leurs points communs: B est
douc un point de la courbe. Nous appellerons AT, AT,

Fig. .

SN

]
|
|
|
|
i
|
|

K

les tangentes aux cercles. Le cercle osculateur au point A
de la cubique, correspondant a la tangente ATy, est le
cerele (Aw) déerit sur Aw comme diamétre; car ce
cercle correspond dans la transformation a la droite de
I'infini qui nerencontre le cercle O qu’aux points cycli-
ques. Si C est le point de rencontre des cercles O et
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(Aw), AC est paralléle 4 Pasymptote. On peut donc
énoncer la propriété suivante :

Auw point double A d’une cubique circulaire, on dé-
crit un cercle tangent & chacune des branches de la
courbe; l'un v a pour rayon le diamétre Aw du cercle
osculateur et rencontre la cubique au point By I'autre O
passant par B rencontre le cercle osculateur (Aw) en
un point C tel que AC est paralléle a l'asymptote. Une
sécante issue du point double rencontre les cercles v

et O et la cubique, respectivement en des points A';, M,
M tels que (AA'MM)=—1.

2. Soient A,, N', N les points d’intersection de la
droite Aw avec les deux cercles et la cubique. On a

2 . 1 1
AT AN AN

(a)

Si les tangentes aux points A, et N' aux cercles o
et O se coupent au point T, T'N est la tangente a la cu-
bique au point N. Appelons J I'angle TNA, © le complé-
ment de 'angle T, AT, 22 le diamétre Aw, N la corde
normale AN on aura

tangd

A1N’=—-.A1T (’.Of.'é:_"—-AtN y
' tange

par conséquent, 'égalité (a) devient

2 I lang? .
f2 - N—4g\tang{ '
On déduit de 1a

tangy

(1) = —— .
tang e +tangd

213

3. La conique transformée de la droite N'T est tan-
gente a la cubique aux points A ¢t N; elle a pour cercle
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osculateur le cercle (Aw) et sa corde de courbure est

parali¢le & N'T. Or les deux droites AT, et N1 sout
également inclinées sur AN; done :

La conique tangente a une cubique circulaire aux
extrémités de la corde normale AN au point double A,
et qui a au point A méme cercle osculateur que la cu-
bigue, a pour corde de courbure au point A la droite
symétrique de la seconde tangente au point double par
rapport & la premiere.

Ceci nous montre que la formule (1) est applicable
aux coniques, si ¢ représente 'angle de la normale et de
la corde de courbure.

. On a

2 I I
AV T AT AN
AN sino
AM ™~ sin(o+7)’

si 7 représente 'angle MAN; done

1 1 sing 1

spcosy AN sin(o—+7) AN’
mais

2 ' !
e AN TN

par conséquent

1 osin(e 24y tang’ tang o
() N lety) Ly, Lanes,
A (()S\r ’,ra
Conséquences. — En prenant pour sécante la droite

AC, on obtient
o _ tangy,
tango

2
i
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/.« étant 'angle de 'asymptote et de la normale AN. On
peut interpréter géométriquement cette formule et
arriver a la construction du cercle de courbure au
point A de la cubique. Elevons aux points o ct N des
perpendiculaires a la droite AN rencountrant respective-
ment AT, et AC aux points S et K; on aura

0S5 = Awtango = Ntangy, = NK;
donc :

Les paralléles menées par les extrémités w et N du
diametre du cercle osculateur et de la corde normale
au point double A & la tangente AT, et limitées res-
pectivement & la tangente AT, et & la paralléle AC a
Uasymptote, sont égales.

Les sécantes AB et AO donnent les formules

SINQ COSy, sin(e—y2)
N 4o
{
ct
cos*o  sin%o sino
-t =
20 N N,y

si 'on représente I’angle BAN par ., et la seconde corde
normale AN, par N,. Il suffit de remarquer que

AB = fpcosy,
ct que, pour la sécante AN,,

L=90"— ¢

IL

1. Considérons deux cercles O et O’ passant par les
points A et B et le diamétre AN du premier cercle;
soit M’ un point quelconque de O': la perpendiculaire



( 202 )
¢levée au point A sur AM'rencontre NM’ en un point M
dont le lieu est une cubique nodale circulaire. Les tan-
gentes au point double A sont la tangente AD au cercle O

Fig., 2.

ct la droite AO'y la normale AN, 4 AO' rencontre la
cubique au point N, correspondant & I'extrémité C du
diametre AO'; donce les quatre points N, C, B, N, sont
en ligne droite; mais NB est parvallele & Pasymptote
véelle de la cubique; par conséquent :

Dans une cubique nodale circulaire, la droite qui
joint les cxtrémités des normales au point double est
parallele @ asymprote.
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2. Soit E le point d'intersection de AD avee le cercle
O'; en cherchant le point infiniment voisin du point N
sur la cubique, on voit que la tangente en ce point est
la droite NEj; mais EC est perpendiculaire sur AD;
done :

Les tangentes aux extrémités N et N, des normales
aw point double A d’une cubique circulaire rencon-
trent les cotés opposés du triangle formé par les tan-
gentes au point A et ladroite NN, aux pieds des hau-
Leurs.

3. Si le cercle O est tangent en A au diamcétre AN,
les tangentes au point double coincident et 'on a une
cubique cuspidale; donc :

La tangente & Uextrémité de la normale au point
de rebroussement d’'une cubique circulaire est paral-
lele o U asymptote.

% SiVon transforme par Uinversion le théoréme I de
notre Note Sur la courbure dans les coniques (Nou-
velles Annales, aout 1888), on obtient le théoréme sui-
vaul :

Par le point double d’une cubique nodale circulaire,
on mene une sécante rencontrant aux poinls M el m
la cubique et la paralléle menée & Uasymptote par le
miliew de la distance du point double a cette droite.
La symétrigue M, du point M par rapport au point m
décritun cercle, ayant son centre sur laperpendiculaire
aw point A & la droite qui joint ce point au tangenticl
du point réel a Uinfini de la cubique.



SUR L'ADDITION DES INTEGRALES ELLIPTIQUES DE PREMIERE,
DEUXIEME ET TROISIEME ESPECE:
Par M. DOLBNIA.

1. Le célebre théoréme d’Abel, exposé dans le Mé-
moire Précis d’une théoriedes fonctions elliptiques (),
se rapporte, comme on le sait, a Paddition de toutes les
fonctions transcendantes ayant des différentielles algé-
briques. A T'aide de cc théoréme, comme nous verrons,
on obtient, d’'une maniére trés simple, les formules
d’addition des arguments de premiére, deuxiéme et troi-
sitme espece. Quoique la question qui nous occupe soit
a peu pres épuisée, néanmoins une facon nouvelle de la
poser mérite peut-étre quelque attention.

Nous nous proposons, a priori, de rechercher les va-
leurs de x pour lesquelles

Ar =/ (1—a?)(1— k2z?)

s’exprime par une fonction rationnelle et entiére dex (2).
Ces valcurs se déterminent par I'équation algébrique

(1) AMr=a+br—+—ex>+—... .+ lam
ou
(2) (ArP—(a+bxr +cx2+. ...+ lxm)2=o0,

dont le degré et les coefficients sont des quantités arbi-

(') OEueres complétes, t. 1, p. 518; 1881.

(*) Lidée fondamentale développée ici est indiquée dans I'ou-
vrage de M. Halphen ( ZTraite des fonctions elliptiques et de leurs
applications, t. I, p. 30, 28, 2151 1886).
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traires. Si nous désirons que les équations (2) aient
p racines arbitraires

Xy, Ty ... Tp, p<<m,

nous prendrons dans la premiére partic de 1'équation
p coctlicients arbitraires.

Une si grande généralité de 'équation (2) permet de
traiter la question de I'addition des arguments ellip-
tiques de différentes maniéres. Pour le but proposé, il
suflit que I'équation (2) ait trois racines, et par con-
séquent deux coeflicients arbitraires. Dans 'ouvrage de
MM. Briot ct Bouquet (T%éorie des fonctions ellip-
tiques, p. 683; 1875), on donne a 'équation fondamen-
tale la forme suivante

(Ar)2— (1 +px+qx2)=o0.

Au moyen de cette forme, on voit de suile que, apres
la disparition du facteur x, il reste unc équation du
troisicme degré, qui, par conséquent, aura trois ra-
cines. On peut disposer arbitrairement de deux de ces
racines, car les coeflicients p et ¢ sont indéterminés.

Abel ('), et aprés lui d’autres auteurs (*), donnent
a I'équation (2) la forme

(3) (1—a2)(1— A2x?) — (22 + B23)2 = f(x) = o.
Celte équation a six racines
try, =y, Tty
Si x,, xa, x; satisfont a I'équation

Ar — (2z + Bad)=o,

CEuvres complétes, t. I, p. 538; 1881,
J. BirTrRAND, Calcul intégral, p. 382; 1870.
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les racines (— @y ), (— aa), (— a3) satisferont a 'équa-
tion
Az +azx + Sx3=o.

Prenant la différentielle totale de (3), nous aurons

S[(x)ydr — 2 Ar(zda-+ax3d3)=o,

d’on
dr r 73
- =Y — do 0 ———df
Ar Jtr) Sy !
ou
r*dr a3 &
— = — da+ 2 — 5
Ar Jer) Sy

par conséquent,

3

21;':'1_1_—)(/42/‘—” )/uz/(”)

Dapres le théoréme bien connu d’Fuler ("), nons

aurons
donc
d’on
. Bl
[ | const.
== 45— COons
oo Ay . .P

(1) HaweneN, Traite des fonctions elliptiques et de leurs appli-
cations, t. I, p. 216, 2171 1886,
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Dans cctte équation, on peut disposer arbitrairement
des racines x; et x,. Supposons xy=x,=o, il enré-

1

1 ] N 1 2.2 .0
sulte nécessairement xy=o ('), ct comme = xix]x},

sl nous avons X, = Xy = .3= 0, ol obtient

donc
const. = o

ct, par conséquent,

Ry Xy R 9
‘rYdr, *r2dr, ‘o3 dry
—— —_ — o = X’

A Ary Axry Ars

Remarque. — La propriété des racines xy, x», X,
par laquelle, si xy=xs= 0, on a

T3 = 0,

peut étre démontrée de la manic¢re suivante. Nous

avons
ar 4+ St —Ar;=o,
ary+ Br3 — Ary=o.
ary-- Bl — Azry= o,
’
d’on
ry i Arg
xre r} Ary | =o.
ry x3 Arg

En faisant x, = o, on obticnt

o o I ) .
ry a3 o
s 1_§ Ar, | = = S =,
I . ry xd 1 7}
| vy i Arg
ou
ri=wr}.

(') BERTRAND, Calcul inteégral, p. 581; 1850.
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Si done x» = 0, nous aurons

Iy=o0.
2. De Iéquation
7 .- 7
“r_ 2.,—1-(12 -+ —77— d5.
Ar Jea) See)

on déduit

3

O dr; N 7 N g
2 Sl =0 de Y i 2 d} E S
S (r) VKR
1 1

A
1
dou
5 /‘"" dr; /""i/l,r'z /‘"“‘ dry
) —_— o —- == 0.
Sy Are 0 Ars Ay
Posous
“dr /‘"" dr /‘"'“JJ'
= =u — = u, — = uy;
A ! Ar > i g
0 MU « 0

nous avons
Uy =+ Uy Uy =0,

Uz =— (U} + Usz),

N

ry= hu,, ry= huy.

Ty = ru,,
I.’équation (4) nous donnera

S — oty My M (U = )

(()) s 1,y s iy
| = [ 22wy duy -~ [ 225 iy~ [ 22 du.
\

ey Q0 AN}
Supposons que u; soit une quantité constante, alors
duy = — du,.

En difi¢ventiant (6) relativement a u,, nous aurons

— Ay W) (R Uy vy Mt — wus vy huy) = W2y — AN2uy,
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d’ou
A2uty— A2u,
Muyg+ ) = s z y
My LUy v U — Ny 1l Yy
ou
. . Ity ts vty -+ Wty muy vy
(8) Mup+ uy) = ety 24 .

1— k2020 A2 u,

Nous voyons avec quelle simplicité on obtient la for-
mule fondamentale de la théorie des fonctions ellip-
tiques proprement dites. L’addition des arguments ellip-
tiques du n° 3, troisiéme espéce, est obtenue tout aussi
simplement, quoique le calcul en soit plus compliqué.

Nous avons évidemment

Jdr 2ar

Dalrs .
= T )(lz i Ca Wil d3.
&=y @ — ry S—r T *
(]___.))_\.r VA 1)
a?

En décomposant les deux fractions

2atr Dated

(u‘-’—;ri)j’(:r)’ (a2—x2) f(x)

d’aprés les régles bien connucs, nous aurons

20%r @ ( I
(@—xt) ) f(a) la—r

N

e
(I

\

PR 3 ” ( o > H > (> » e > K o
ici le degré de o () est moindre que le degré de f7(a),
et le degré de E(x) moindre que le degré [/(x).

Par cette raison,

3
? dir;
s ?
1 <| — —') Axr
a?
3

2 4
= (7t ™+ 7 "3,)2(“[1_'1,. )

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VIII. ( Mai 188y.) 4

15
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2(__[_ o S,
@ —az; | @+ 1',~) - ftay’

par conséquent,

Mais

3

N e e,
< mr) Ja) Slay
1 Ar;

1 I

a?

En posant 2a + 2a* =, nous avons
L [ 1 ! ‘ a0
Sla)  (Aar—72  ada\Aa-+ Aa—’;)

cty par suite,

3 v
N dr; 10 At +~aa -~ Bad\2
—-’A'——— = — l(\g ’_b-—'"*‘—’tj‘“‘f -+ C.
21 3\ 2 A Aa —aa — Ba?
1 .
o
Six,=ay=x3=0, on obtient

B ===, o = =, =z,

R [

par conséquent C= o; donc

X
2 dr; = oo aa—+—{$(l3+Aa‘>?
r? T 2da “\ea+Bad—Aa)’
! <l — Ar;
o a2

4. L'équation d’Abel

(1) 1— (1 + )2+ L2t — (ax+ Bad)2=o0
se transforme cn celle-ci

1 1
—_—— e N2y —
o (I‘I.)T,‘ :

! o o
R) —
"(ﬁ‘*‘r‘) = 0.

1 0 . o 4.
En remarquam (jue 22 est la fonction linéaire ¢l en-
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tiére de la fonction pu (Weierstrass), 'équation (1), ve-
lativement & la fonction pu, sera de la forme

(2) Slr)=4p*u—gpu— g—(apu-+b)y=o,

pu =2x.

M. Halphen emploice cette équation dans son impor-
tant ouvrage, que nous avons eu déja 'occasion de citer.
Par un raisonnement trés simple, on obtient

du =2 b o " da
o =) TS
(3) 1y = Us -+ 1y = une période.

D’ailleurs,

ZJ)U‘ diuy = o ' T Al PN t?ﬁ
(0] (f'xy) (S @)
r

2 T O Y .
Fan =" Sen ~ %

da
Zpu, duy = -

(4) E.fpul duy = % —+ const. = =i=y/puy -+ piey -+ puy + C.

par conséquent,

Posons uy = const.; alors du, =— du,.
En différentiant (4) relativement a «, nous aurons

pug—pul
5 L — PlUy = & -
(3) Pty = Ptz ').‘/pul—y—pu.za—pus,
d’ou
i _1 pluy—pus 3'
(A) puL—+ pus+ puz= i <—_~—plt1—.})u2 >

C’est la premiére formule fondamentale.
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De I’équation (4) on déduit

(6) 2 2 I:uil “[<;: ~pu:) du.]

= iy/puy+ pus—+ puy+ G,

oni==r1.
Posons u, + uy~+ ug= o,

" I . )
. A <;§ — p11> du = Z(u):

u

nous aurons

L puy—pu,

L(uy) +C(ug) —L(uy--uy) = — - C
Lley) -+ C(uy) Cluy 2) 2 pu; — puts ,
d’on
’ ’
) 1 wy u .
Z0y) = Lluy) — Ly — wy) = & PRI
2 puy-— pus
’
. u .
20(uy) — [C(uy—+ ug) + L(uy— us)] ==& P e
’ Py — puy
Posons 1, = w (unc demi-période); alors
L(w) =1, L(w - 1e) =4 L(w — ug) = 27, pw=o0:

par conséquent,

)
1
>

ct

pus—pus

;
C(uey) = L(ag) C("1+1'z)f=5 Pit; — pitz

En posant ici lim(u,) = o, nous voyons que la partie
principalc du premier membre de cette équation est

1 13 ,
el celle du sccond — 3 par conséquent,
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et l'on a

P ty) — Tty ) e L P P
Claer )+ Lug) — L(ur—+ uy) 5 pua—pus

C’est la seconde formule fondamentale (Harruex,

p- 138).

6. Remarque. — L’cxactitude de I'équation

Axr;

3
< [ dry
= -+ T1TqT3
e
1

peut étre démontrée comme il suit.

Posons
3
E [)\2 wp du; = kg hus hus,
.

k=-=1.

ou

En différentiant relativement & w«,, on oblient
Mg — Nuy = — L Mg+ wz) (Ay pttg vy — My pavitg).
En posant ici uy = 0, nous aurons
Wy = kD2 uy,

d’ou
k= 1. ¢. Q. F. D.
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ELEMENTS
CALCUL DIFFERENTIEL

ET DE

CALCUL INTEGRAL,

Par J.-B. BOUCHARLAT,

DOCTEUR ES SCIENCES,
ANCIEN PROPESSEUR DE MATHEMATIQUES TRANSCENDANTES AUX ECOLES MILITAIRES.

HUITIEME EDITION, REVUE ET ANNOTEE
Par H. LAURENT,
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PREFACE.

Le Trait¢ de Calcul différentiel et intégral de Boucharlat est un des
Livres de Mathématiques transcendantes qui ont eu le plus de succés. Sept
éditions se sont rapidement écoulées, et cet Ouvrage, déja ancien, est toujours
recherché par les étudiants.

Sur le point de publier une huitiéme édition, la Maison Gauthier-Villars
devait se préoccuper de mettre au courant de la Science un Traité dont
les_qualités avaient été a un si haut degré appréciées du public. Quelles
etaient ces qualités? Telle était la question qu’l fallait d’abord se poser. En
lisant attentivement 'Ouvrage dont nous parlons, on s’apergoit que 'auteur
s'est toujours astreint a entrer dans les plus minutieux détails lorsqu’il
s’agissait de I’éclaircissement d’'une définition ou d’un point de doctrine, et
que de nombreux exemples, toujours fort simples, venaient élucider les par-
ties délicates de la Science. Ainsi le caractére essentiel de ’'Ouvrage, et que
nous avons cru devoir conserver, est celui de la simplicité et de la clarté.
A coté des qualités que nous venons de signaler, et qui, a notre avis, sont
les plus essentielles, car, évidemment, les plus belles théories, les artificer
les plus ingénieux, sont lettre morte 8’ils ne sont pas exposés avec assez de lu-
cidité pour étre compris du lecteur, & coté de ces qualités, dis-je, subsistaient
quelques défauts que nous avons essayé de faire disparaitre. L’enseignement,
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depuis Cauchy, a fait des progrés, et les méthodes rigoureuses sont aujour-
d’hui aussi simples et je dirai méme plus claires, plus faciles que les anciennes
méthodes des infiniment petits, des coefficients indéterminés appliqués aux
séries, etc. Il nous a été facile de faire disparaitre ces imperfections, souventen
changeant un mot ; parfois nous avons dd complétement modifier une dé-
monstration, mais nous ne I'avons fait qu’avec une extréme circonspection.

Nous avons conservé I'ordre des matiéres de I’édition primitive et respecté
le texte méme de l'auteur toutes les fois que la rigueur n’était pas en cause
ou que des simplifications évidentes, naturellement amenées par les progres
de la Science, ne nous indiquaient pas ce que I’auteur aurait corrigé lui-méme
8'il et vécu plus longtemps. C'est ainsi que nous avons modifié le paragraphe
relatif a la formule de Taylor, en donnant la démonstration si simple et si
facile de M. Hommersham-Cox, que nous avons introduit ou modifié¢ quelques
passages relatifs & la doctrine des infiniment petits, des différentielles to-
tales, etc. Le changement le plus essentiel que nous ayons apporté est relatif a
I'intégration des équations aux dérivées partielles. Nous avons substitué aux
méthodes trop nombreuses et trop particuliéres de I'auteur la méthode
unique développée par Jacobi dans ses Dilucidationes.

Enfin nous avons cru pouvoir supprimer quelques notes, inutiles aujour-
d’hui, et nous en avons introduit d'autres, destinées a éclaircir certains
points qui n’ont pas été suffisamment développés dans le texte ; mais, en
respectant la pensée dominante de I'auteur, nous n’avons jamais rien intro-
d;’xitldans les notes qui ne fut a la portée des lecieurs ordinaires de Bou-
charlat.

Nous espérons que les modifications apportées 3 I'Ouvrage que nous réé-
ditons ne lui auront pas 6té sa valeur et que le public voudra bien I'accueillir
favorablement comme par le passé.

A LA MEME LIBRAIRIE.

HOUEL (J.), Professeur de Mathématiques a la Faculté des Sciences
de Bordeaux. — Cours de Calcul infinitésimal. Quatre beaux volumes
grand in-8, avec figures dansle texte ; 1878-1879-1880-1881.

On verd séparément :

Tome l........... 15 fr. Tome III.......... 10 fr.
Tome Il .......... 15 fr. Tome IV......... 10 fr.

LACROIX (S.-F.).— Traité élémentaire de Calcul différentiel et de Calcul
intégral. g° édition, revue et augmentée de Notes par MM. Hermite et
J.-A. Serret, Membres de I'Institut. 2 vol. in-8, avec pl.; 1881. 15 fr.

MAXWELL (James Clerk). Professeur de Physique expérimentale & I'Uni-
versité de Cambridge. -- Traité de I'Electricité et du Magnétisme.
Traduit de I'anglais sar la 2° édition, par G. SELIGMANN-LuI, ancien
Eléve de I'Ecole Polytechnique, Ingénieur des Télégraphes, avec Notes
et eclaircissements, par A. CorNu et A. PoTiER, et suivi d'un Appen-
dice sur la Théorie des quaternions, par E. SArRrAvu, Professeur a
I'Ecole Polytechnique. Deux forts volumes grand in-8, avec figures et
20 planches dans le texte; 1885-1889................ ..t 30 fr.

Chaque volume se vend séparément....................... 15 fr.

14776 Paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILLARS ET FILS, quai des Grands-Augustins, 55,
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SUR LES LIGNES DE COURBURE DE L’ELLIPSOIDE
ET LES SYSTEMES ORTHOGONAUX DU SECOND ORDRE;

Par M. LE vicoMTE DE SALVERT,

Docteur és Sciences,
Professeur a la Faculté libre des Sciences de Lille.

Si on laisse de coté le point de vue géométrique, pour
n’envisager que les conséquences analyliques et le parti
qu’on en peut tirer, le principal intérét qui s’attache
au probléme de la détermination des lignes de courbure
d’unc surface donnée consiste en ce que la connaissance
de ces lignes permettra de former immédiatement un
systéme de coordonnées orthogonales sur cette surface,
dont 'emploi facilitera notablement ensuite la solution
de la plupart des questions soit géométriques, soit mé-
caniques, que 1'on pourra se poser a propos de cette
surface. En second licu, cette solution supposée ob-
tenue constituera un premier pas vers la solution d’un
probléme encore plus important, mais bien autrement
difficile, & savoir la recherche d’un systéme triple or-
thogonal (en supposant qu’il en existe un) dont la sur-
face donnde fasse partie. Aussi la solution du probléme
des lignes de courbure d'une surface donnée doit-elle
toujours, a motre sens, étre poursuivie sans perdre de
vue ce but capital, et la méthode employée pour cetie
recherche nous semblera-t-elle meilleure ou moins bonne
suivant qu’elle y tendra plus ou moins directement.

Or la plupart des auteurs des traités d’Analyse, lors-
qu'ils veulent montrer, a propos de lellipsoide, une
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application de la méthode générale donnée pour cet
objet, présentent la solution sous la forme donnée par
Monge, laquelle suffit bien a la vérité pour mettre en
relief la propriété géométrique essentielle de ces lignes
de courbure, a savoir que leurs projections surles plans
principaux de la surface sont des ellipses ou des hyper-
boles, mais remplit fort mal par ailleurs la condition
fondamentale que nous venons de rappeler, par suite
de radicaux qui s’introduisent forcément dans ces équa-
tions, lorsque I'on veut représenter isolément 'un ou
Pautre des deux systémes de ces lignes de courbure.

Il nousa semblé que I’on pouvait, au contraire, diriger
Papplication de la méthode générale, c’est-a-dire I'in-
tégration des équations classiques que I'on sait, de fagon
a donner pleine satisfaction & ce desideratum, en s’ar-
rangeant pour obtenir cette méme solution sous la
forme symétrique, si simple et si commode, que donne
immeédiatement Papplication du théoréme de Dupin au
systéme triple des surfaces homofocales du second ordre,
mais sans supposer en quoi que ce soit, bien entendu,
Pexistence de ce systéme. Et, dés lors, cette solution
une fois obtenue constituera une voie non sculement
légitime, mais qui sera peut-étre la plus logique et la
plus naturclle (nous ne disons pas pour cela la meil-
leure et la plus rapide) pour arriver sans eflort d’inven-
tion a la notion si féconde de ce remarquable systéme,
notion en réalité fort compliquée, malgré I'apparence de
simplicité qu’elle doit 4 sa merveilleuse symétrie, et que
les illustres inventeurs Lamé et Jacobi posent d’emblée
dans leurs Ouvrages, comme par une sorte de divina-
tion, sans avoir jamais fait connaitre par quel enchai-
nement logique de raisonnements et de calculs ils étaient
parvenus eflectivement a la découvrir.
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I. 1l suffira pour cela de mettre & profit la remarque
sulvante :

tant donnéc une surface quelconquc
Fr.y,s)=o0,

si I'on suppose que 1'on ait déterminé par I'intégration
de I'équation différentielle connue 'ensemble de ses
lignes de courbure, et que I'on représente par % et
les paramétres correspondant a chacun des deux sys-
témes, cet ensemble sera alors défini par trois équations
telles que

(l) F(T,}’,Z)TO, Fl(fy]';s):)‘y F:’.('Tn}’v:’): )

¢t 'on obtiendra isolément soit le premier, soit le se-
cond systéme en associant la seconde ou la troisiéme de
ces équations a la premiére, qui est par hypothése
Péquation de la surface donnée.

Or, si I'on suppose ces trois équations résolucs par
rapport ax, y, =, ¢'est-d-dire mises sous la forme

(2) = L),y w, s =Yk, ),

on pourra envisager ces trois derniéres équations comme
représentant isolément a volonté l'un ou l'autre des
deux systémes, a la condition d'y considérer comme
une constaute celui des deux parameétres ) ou p qui lui
est relatif, et 'autre comme une variable auxiliaire ana-
logue au temps ou a l'arc de courbe, en fonction de
laquelle les coordonnées d’un point quelconque de la
courbe sont exprimées, et qu’il y aura avantage dés
lors, par une raison évidente de syméirie, a prendre
pour variable indépendante dans tousles calculs relatifs
a cette courbe.
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Cela posé, I’équation dillérentielle des lignes de cour-
bure, qui est en général, pour la surface '(x, 5, z) = o,

dr, X, 4 (d[‘)

dz dr
dFr dF

v g E) =
dr dF

ds, ok d<7;>

dans le cas particulier de ellipsoide

B xr oy s
3) @ T T aTh
est la suivante
! x dx
(‘l;l', ;ﬁ ’ ﬁ
- 7
d;)’, ;_, ) i)f/ = 0,
|
i 3 ds
‘ ds, 5 =
ou
/1 1) v /1 1
= (\F — [7) dy ds + 7 i 5) ds dr
5/ I
Slp— Z) dr dy = o,

laquelle, en multipiiant par fxyz, peul encore étre

X

éerite

x% oy dy 235ds
s ((,2___02):[% ’_}’_‘;Z )_T)_

a’ 2 c?
2 g z2d3z 2 d.'
(4) ) —'—(c‘l—az)';ﬂ ‘c_ 3_?;2.__’_
32 > aAxr 9 d

—(a?—b2) — 9—'-‘?,(11. 2y ay 0.

r, si nous envisageons d’abord spécialem e pre-
Or, g d’abord spécialement |

mier systéme de lignes de courbure au paramétre 1}, et
que nous nous proposions d’obtenir des équations sous
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la forme (2), en y considérant, ainsi que nous I’avons
expliqué, u comme une variable auxiliaire, on apercoit
de suite qu’on pourra satisfaire aux deux équations (3)
y2
b2
de la variable indépendante w, c’est-a-dire en posant

r? 32
ct (4) en prenant pour il ol des fonctions linéaires

x? 22 dx

a—z = 1\1 K A’l , a‘f— = A1 (l‘U..

1?2 2y dy

. P . ' 0 p—

7 = B+ By, o B, dy,
N

s° \ o 25d3 .

= =Cyn—+C), B = Cy dys,

les coefficients Ay, By, C,; A, B, C, étant dés lorsdes
fonctions de A, car, parla substitution dc ces valeurs, les
deux équations (3) ct (4) qui définissent les lignes de
courbure, devenant

(Ai-+=By+Cp)m + A+ B+ C) =1,
[(1)‘2—L'i)(.r\,pt-%—;\'l)lll(‘l—atc-_(l’)(Blu~—l3 NIRRT
= (@ = 02)(Cp - C))A B ] du? = o,

dont la seconde se réduit simplement a

. a

ABGy [(l)-——( )-—— = (= 2 )P L (ar— b2 )# dp?== o,
l

on voil immédiatement qu’elles seront vérifiées, en dis-

posant des constantes de maniére a satisfaire aux trois

conditions

(5) A +DBi+C=o, A+ By G =1,
B . ' A/I ”,1 fr
(6) (O2—c2)— 4~ (?— @) + (a l))

\l l)l ll

On reconnaitrait exactement de méme que 'on ob-
tiendra les équations du second systéme au paramétre .,
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T . . , -
en prenanl pour — 7oy = les fonctions linéaires de

2 ,2 ~2
%:Ag)\—i—f\"z, tl})—z:Bg)\ﬂ—B'z, %:Cg)\-PC'z.

a

dans lesquelles les coefficients A,, B, ..., C}, qui sont,
par hypothése, des fonctions de p, vérificraient fes con-
ditions

(7) 1\2-{—';24—02: 0, f\lz-%- BI.Z—% C':!: I,
Al B, ) G,
8) (b'l»c?)z-q—(c‘-’—ai)m“- “+(a*— b2 (—; = o.
Ainsi donc on pourra obtenir simultanément les

trois équations des deux systémes de lignes de courbure
12 32 d
730 o2 des ex-

pressions qui soient linéaires a la fois par rapportalct

sous la forme (2), en prenant pour -

par rapport a . On satisfera a cette double condition
de la fagon la plus simple possible, en prenant pour
ces quantités des expressions, telles que

o =A(h-+=g)(uw+ 1),
(9) ‘ 'Z)%:B(l+/z)(y.+m),
o = C(k+k)(u+ n),

les coefficients A, B, C, g, &, k, [, m, n étant a présent
de véritables constantes, auquel cas ccux que nous
avons appelés précédemment A, By, ..., G5 Ao,y ...,
C, auront alors pour expressions

A=A +2), By = B(: -+ h), Cy =GOk + k),
A=A +g), B, =B +/A)ym, Cy=C(k+/Lk)n,
A=A+ 1), B, = B(u—+m), Cy = C(m—-n),

A= Nu=-1)g. By = B(uw--m)h, Cr=C(u-+n)k.
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Avec ces valeurs, les conditions (5) et (7) étant alors

(A+-B+C)h--Ag -Bh +Ck =o.
(A4+-B--C)u-+-Al +Bm +Cn =o,
(Al +-Bm--Cn))k -~ Agl+Bhm--Chkn =1,
(Ag+Bh ~Ch)u -+ Alg+Bmh—+ Cnk =1,

exigeront, pour étre satisfaites quelles que soient X et
., ¢’est-a-dire quelle que soit la ligne de 'un ou 'autre
systéme que l'on considére,

(10) A B =+ C =0, Agl--Blm <+ Chn =1,
(11) Ag-+-Bh+Ch=o, Al --Bm --Cn =o.

Enfin les deux conditions (6) et (8) deviendront de
meme

] ( (D2—c2)] - (¢2—a2)m - (a?— b2)n == o,

12)
¢ (D2—e)g+(e2— a2)h - (a®— b))k = o.

Outre les conditions (10), (11), (12), une nouvelle
équation entre les constantes résulte de ce queles deux
systemes de lignes de courbure se coupent orthogonale-
ment, condition exprimée dans le cas actuel par I’équa-

tion
o or or  Jdy dy dJ3 03
(13) e L

oh E- ok du Ok o

car, au point de rencontre, les cosinus directeurs de
I’élément de ligne du premier systéme sont évidemment
ox dy 03

pendaunte pour cctle courbe, et X une constante; et de
meme les cosinus directeurs de 'élément de ligne du

proportionnels i > w étant la variable indé-

ox dy 0z
Ja ﬁ’ (T)\, ces
différentes dérivées étant les dérivées particlles que

second SyStéllltﬁ sont pl‘OpOl‘LiOllllClS a

fournissent les expressions (2).
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. b ’
Or, si T'on a égard aux valeurs (g) de x, y, 7, qui
représentent ces expressions (2) dans le cas actuel et
qui deviennent, en extrayant les racines,

r=""ayA(h+ 2 ) (e 0),
a4 ’ y == byB(k + B)(p - m),

s==cyC(h =+ A‘)(;1+7):

d’on ’on tirera

Jdr |« \/A dr ayA /)\ JR.;
on wo o Vusre
by b \/B dy L bYB NI
) dp. T T o pem’
[ v\/F: «)_z___(_(,'\/(i N+ ko
or T \ o~ T » wn’

la condition ci-dessus (13) est simplement, en multi-

pliant par 4,
\a?2-+Bb2-- Ce2= o,

Si I'on joint cette derniére équation a la premiére
équation (10), ct qu'on les mette sous la forme

A B C

- = = ——— =(.

h2— ¢ ¢t — a? a?— 02 ?
en introduisant une nouvelle indéterminée G, on voit
qu’on pourra les remplacer par les trois autres

(15) A =(b2—c>)G, B=(c2—a?)G, C=(cz—a?)G,

et dés lors, en substituant ces valeurs dans les équa-
tions (11) et (10), et remarquant que les premiéres se
confondent alors avec les équations (12), on voit que
I'on n’a, en définitive, a satisfaire jusqu’ici qu’aux trois
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seules conditions

s (b2—c2)l +(c2—a)ym —+(a>—02)n =o,
(16) (L2—c2)g +(c?—a2)h +(a2—b%)k =o,
' G[(b2—c2)gl+ (c2—a)hm -+ (a>— b2)kn]:

li

Mais la symétric compléte manifestée entre les deux
systémes de lignes de courbure par ce fait, que cet en-
semble de conditions subsiste quand on y permute en-
semble les deux groupes (g, 2, k), ({,m, n), impose de
plus trois derniéres conditions, qui achévent de déter-
miner les constantes (ou plus exactement leurs rap-
ports). Il faudra, cn effet, dans ce méme ordre d’idées,
que, si 'on a obtenu par les formules (14), a I'aide de
ces derniéres équations (15) et (16), une solution du
probléme correspondant a un certain systéme de valeurs
des coefficients g, h, &, I, m, n, G, on obtienne encore
une nouvelle solution avec ces mémes valeurs en per-
mutant les paramétres A et p ou, ce qui revient au
méme, en écrivant dans les formules (14) g, 2, k ala
place de Z, m, n, et vice versa. Dés lors, il est nécessaire,
pour I'identification des valeurs (9) ou (14) correspon-
dant aux deux solutions, que Ion ait

o =1, h=m, k=n.

Etant données ces nouvelles conditions, le mode le
plus simple de satisfaire aux deux premiéres équa-
tions (16) consiste a prendre

soit g =1=1, h=m=1, k=n=r,

(17) SOiL g::]:(lg, Iz:m:bz, k:n:c2.

La premiére de ces deux solutions est inadmissible,
parce qu'il en résulterait par la derniére équation (16)
pour G, et, par conséquent, par les équations (15) pour
A, B, C, des valeurs infinies. En adoptant donc la se-
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conde, on aura, au contraire,

1
([;'Z_ cz)uz_i_ (c2— a2)[,z+ (ar— 1)2)(""
1

= (02— c2)(c?— a?)(a2— b?)

Q

eL, par suite, pour A, B, C, par les équations (15),

1

A= Ty a ey
1

P S

: (02— c2)(b2— a2

C—‘ 1

En reportant enfin ces valeurs, ainsi que celles (17)
de g, Iy k, I, m, n, dans les cxpressions (g), on aura
définitivement, pour les équations de I'ensemble des
lignes de courbure de la surface proposée (3),

xr (,12_4_}\‘)('(124_“{%)
ar  (a2— b)) (a— )’
G s WD+ p)
(19) 5T T (br—cr)(br—a?)
| 32 (-0 (e2+ )
et T (er—ad)(er—b?)

La solution du probléme des lignes de courbure étant
ainsi obtenue sous la forme (2), on pourra la mettre
sous la forme des équations (1), en écrivant tout d’abord
ces trois derniéres équations de la facon suivante, eu
égard a la seconde expression (18) de G,

% = b___(,'c- [a*~+ (h + p)a?+ hy],
2 2 g2 R
(20) o= T 1Bh e (ke b2 .
z2 2___ b2 .
%71 = 2——Gb— [e* -+ (X p)er+ arul,
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puis ces derniéres elles-mémes, en les multipliant res-

. . . a? b2 c?
pectivement en premier lieu par e B e
b2 2

puis en second lien par

) » ce qui
at+n’ b2’ p q

les transformera dans les suivantes :

g2 a2(b? — ¢2
e = ( - )(a,‘-’%—u),
a?—+ A — G o
2 b2(c2— a2
'}/ - 2 (e ‘(1/)(02#:"“‘
b2+ A — G ¢
52 Aa?—b2)
e L
(21) ¢
r2 u'l(l)?—(“-’)( L
_ = e (@ ),
a*+ u — G T
r: o I)'~’(C'3—a‘-’)”)2;_ 20
H2 + 1 Lo
-

deslors, en ajoutant membre a membre, d’une part les
trois équations (20), et d’autre part les trois équations
de chaque ligne du groupe (21), et tenant compte de la
premiére expression (18) de (5, on obtiendra

22 2 52
- 5 T = =1,
a? b2 c? ’
2
Y <°
() s W Pra S
x? % 32
5 . -+ 55 -+ > =1
as-—-u b - L C= “

Les lignes de courbure appartenant a chacun des deux
systemes sont donc tracées sur I’ellipsoide par deux fa-
milles de surfaces du second ordre, a centre unique,
homofocales entre elles et avec la surface proposée, ¢’est-
a-dire dont les sections principales admettent les mémes
foyers. La condition que chacune d’elles doit remplir
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forcément de couper en un point réel 4 lafois la surface
proposéc et toutes les surfaces de I'autre famille exige
que chacune des trois surfaces (22) appartienne a une
variété dillérente, c’est-a-dire que les deux derniéres
soient deux hyperboloides, 'un & une nappe et Pautre
& deux nappes.

IL. Ce résultat important étant acquis, quelques
mots suffiront maintenant pour s’élever de la a la notion
du systéme orthogonal des surfaces du second ordre et
du méme coup pour poser les formules fondamentales
du systéme des coordonnées elliptiques.

En eflet, identité de forme que présentent les équa-
tions des deux dernicres surfaces (22) invite tout natu-
rellement a appliquer la solution qui précéde a une
famille d’ellipsoides de méme forme, ¢’est-a-dire ayant
pour équation

9

r? 2 ) 52

(23)

praviay TRV S

Il sufflira évidemment pour cela de changer a? en
a®+v,b2en b2 4-vete? en c2+v dans Ja solution (19)
et dans les équations (22) qui en découlent. On aura
ainsi tout d’abord pour les trois premiéres, en chassant
les dénominateurs des premiers membres,

(a2 N)(a2+p)(a2+v)
(a2— 0?)(a*— c?)

(024 7) (b2 ) (D24 )
(02— c2) (02— a?)
(e ) (e2+ p)(c2=+v)
(c2—a?)(ct— b2) ’

$a
I
>

-

e

=

<
:

?

Y,
l

Quant aux antres, c’est-a-dire aux deux derniéres
¢quations (22), il est clair que les deux familles de sur-
faces qu’elles représentent, étant complétement définies

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VIIL. (Mai 188q.) 15



( 226)

par ces scules conditions d’avoir a la fois méme centre,
mémes plans principaux-ct mémes foyers pour les sec-
tions principales que la surface (3), tout en appartenant
chacune a une variété différente, subsisteront sans mo-
dification lorsqu’on substituera a la surface particu-
licre (3) la famille de surfaces (28) qui la comprend,
ct qui a toujours méme centre, mémes plans principaux
ct mémes foyers qu’elle.

Or il est bien clair que la solution que nous venons
d’obtenir ainsi pour 'ellipsoide nous fournit en méme
temps celle relative a U'un et I'autre des deux hyperbo-
loides, car nos raisonnements ninos calculs ne supposent
en quoi que ce soit que les constantes a?, b2, ¢* soient
toutes trois positives; il faut seulement que 'une d’entre
elles le soit, afin que la surface (3) ne soit pas imagi-
naire. Cela posé, vu I'analogie compléte de forme entre
les équations des trois familles (22) ct (23), il résulte
de ce qui précede que P'une quelconque d’entre elles est
coupée par les deux autres suivant ses lignes de cour-
bure, car tout ce que nous venons de dire s’applique
inditféremment a toutes les trois; la tangente a 'inter-
section de deux quelconques de ces surfaces est done nor-
male a la troisi¢me, ce qui revient a dire que les trois
surfaces forment un systéme triple orthogonal.

Pour que les trois équations de méme forme (22)
et (23) représentent chacune une variéié différente de
surfaces du sccond ordre, il faut évidemment que le pa-
ramétre de chacune soit renfermé entre des limites qui
lui soient propres. Or, sil’on suppose, suivant 'habitude,
a*>b*>c¢*, ct si on convient d’appeler X, i, v les
parametres corvespondant respectivement a la famille
d’hyperboloides a une nappe, a celle d’hyperboloides a
deux nappes et a celle des ellipsoides, on aura tout d’a-
bord comme condition nécessaire de réalité de ces trois
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surfaces
a4 1> o, a—+ 1> o. az+v>o;

le classement imposé des trois surfaces entre les trois
variétés que nous venons de dire exigera en outre

b2+ % <o, b2+ > o, 024 v >0,

e+ k<o, 241> o, 24y > o0,

c¢’est-a-dire simplement, en rapprochant les conditions
précédentes,

(25) —l L=< pL—c2<v.

On reconnait de suite qu’en supposant %, i1, v astreinles
a ces conditions, les expressions (24) fournissent con-
stamment pour x, y, z des valeurs réelles. D’autre part,
on s’assure sans peine, par des substitutions convena-
bles dans le premier membre, que, quelles que soient
x, y, z, 'équation du troisiéme degré en o

2 2

o=
. -
at+p  bi4p et

a toujours scs trois racines réelles et séparées par les
quantités — a?, — b, — ¢* ¢t + 2, en sorte que on
peut alors convenir de les désigner par X, i, v. 1l suit
de la qu’a un point quelconque de Pespace correspondra
un systéme de valeurs réelles, unique ct parfaitement
déterminé, des variables i, ., v, condition nécessaire ct
suffisante pour que ce systéme de variables, renfermées
par définition entre les limites (23), puisse étre em-
ployé comme un systéme de coordonnées, ct les équa-
tions (24) seront précisément les formules de transfor-
mation qui permettront de les introduire dans les caleuls
a la place des coordonnées rectilignes.
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Bien que nous ne parvenions ainsi, en fin de compte,
(qu’a des résultats fort connus, nous nc pensons pas
néanmoins que les développements qui précedent doi-
vent étre regardés comme complétement inutiles, attendu
que la marche et Pesprit de la méthode qu’ils ont pour
but d’indiquer peuvent é&ire essayés a propos d’autres
surfaces que les surfaces du second ordre, et qu’ils pour-
ront peut-étre conduire ainsi un analyste plus habile a
la découverte de nouveaux systémes orthogonaux.

SUR LA DECOMPOSITION DES FRAGTIONS RATIONNELLES
EN FRACTIONS SIMPLES;

Par M. V. JAMET.

1. Leswie. — Le polynéme entier, de degré n,
I'(x), est identiquement nul, si l'on peut trouver des
quantités a, b, ¢, ..., L telles que Uon ait identique-

ment
F(a)=o, F'(ay=o0. ..., Fa-t(a)=o,
F(b)=o, F(by=o0. .... FB=(b)=o0,
F(l) =o, F'(l)y=o0. .... FO1(/) =0
et

L - 3 .
1=B v+ 4+ A>n;

car, s'il en était autrement, I'équation I'(x) = o aurait
a racines ¢gales & a, 3 racines égales a b, ..., hracines
égales a L5 par conséquent, plus de racines qu'il n’y a

d’unités dans son degré.

, . " . .
11 s’ensuit que deux polynomes f(x) et ¢(x), dont le
premier est de degré n, le second de degré m, sont
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identiques, si 'on a
fla)y=1zx(a), [f'(a)=7(a),
J(o)y=5(b).  f1(b)=¢'(D).

S =9, J ) =¢

et

coen J(a) = o= (a),
JE-() = (Ag(ﬁ-n(b)y

fll—l)( 1) = o=1 (1)

a+B4+y+.o..+h>n2m;
car la fonction entiére f(x)— o(x) est alors identi-

quement nulle.

2. Cela posé, soit f(x) un polynome entier de degré
inférieur au degré de la fonction entitre F(x) deéfinie
comme il suit:

F(z)=(x —a)*(or —0)3...(r —1)r

Soient aussi

wa(x) = (& —0)(z —c)Y...(x— L),

wg(r) =(r — )& —eW.. . — 1k

cl
o (r) _ TR S CI
EF(r) (2.3 a—1 ¢ (o —a)wy (o)
—— ! 7D‘3_l __f(l)) o
123,81 7 Llr—b)es(h).
-i- L p)-t [PRACO—
1.2.3... 0 — (= O)m () ]

La fonction ¢(x), définic par cctie égalité, est une
fonction entiére, car I’expression

D¥—1! [

est égale a une fonction rationnelle de x, dont le déno-
minateur est (2 —a)*. Le produit de cette expression

Jia)

(r — a)og(a)

(1)
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par F'(x) est donc une fonction entiére de &, et il en est
de méme pour tous les autres termes du second membre
de Pégalité précédente ; il faut remarquer, en outre,
que la fonction o(x) est d’un degré inférieur a celui de
I'(x); car le numérateur de la fraction rationnelle
équivalente a (1) est d’un degré inféricur a a3 de méme,
le deuxiéme terme est une fonction rationnelle, dont le
numérateur est d’un degré inférieur a 3, ...

3. Soit maintenant p un nombre enticr inféricur a o;
proposons-nous de calculer Ja valeur que prend ¢ (x),
¢est-a-dire la dérivée d'ordre p de o () quand on y rem-
place x par «.

Observons, a cet cllet, que la dérivée dordre p de
Vexpression

! 4 /(0 7.
———————— [y 1 [ _ . . ’“‘J F (z
Vg3 —1 (- —b)ms5(h) )

scra nulle, ainsi que les dérivées des expressions ana-

logues, quand on y remplacera x par a; il y aura ex-
ception pour Pexpression suivante :

(2)

i S(a) .
l(.r—— rz)_wl(a,)J (x).

Je dis que celle-ci sera égale & f(P)(a). En cllet, si
dans Yexpression (2) on applique a la dérivée d'ordre
o —1 qu'clle renferme la formule qui fait connaitre
les dérivées successives du produit de deux fonctions
données; si Von pose

Seay

= ()
(1) v(a)

ct si 'on multiplic tous les termes du développement

obtenu par F(.v). ou (& — a)*wm,(r). on voit que cetie
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OX})[‘CSS;OH est éga]e a

Y(@)ma(e) + (@) " my(2)
(3) +¢”(a)(y‘;——a}?ma(m)+.”
a1 (a) {z—a)yt B, (2).

1.2.3...a—1

Dans ce dernier développement, considérons le terme

. X — )t
U () ﬁ_‘, ’.
! 1.2.3...¢

Wyl x)

¢t observons que sa dérivée d’ordre p est nulle pour
x = a, si l'on suppose £ > p. Dans le cas contraire, elle
cst égale a

Y ()
r—

o ). N
—_ [(x — rr)lm';{”(m)—!—Ll(r—rz)’*'m(l"—“(:r')—a—...
1.2.3...1 I

—:—p(p—-l)(p—‘;)...(,;—i—‘,—x)m‘.j""’(x)].
Pour x = a, clle se réduit a

plp—n).p—1i+1)

E Vi ™ ().
1.2.3...0 yi(ami (@)

Done, pour x = a, la dérivée pi*¢ de la fonction (3)
se réduit a

Y@yl (a)+ Ly (a)mld ™ (a)

(p—1) _ .
+p—{)—2—¢"((z)m2{’ MNa)+...+ 40 (a)my(a),
¢’ est-a-dire a
D[ dea)my (o).
ou [P (a).



(232)

4. On conclut de 1a les identités suivantes :

¢(a)=fla), 9'(a)=f"a), ¢(a)=/"(a) .... ¢*V(a)=[ ="V (a),
o) =[(b), %' (b)=[f"(h), &"(b)=["), ... ¢B-1(D)=fE-1(b),
o) =fil), () =/ (), &)y =f"() ... 0=V =fO=1(l)

Done la fonction 5 est identique a la fonction f, et
Pégalité qui définit la fonction o (&) constitue une for-
mule propre a faire connaitre un mode de décomposi-

S(x)

- en fractions sim-
o)

tion de la fonetion rationnelle

les, savoir
1 ’

JGry ! Dt [ __#f‘_‘.f)___]

()~ Lo 3.7 r—a)wyla)

L P [-—LJ e

e —H)myb)

POTENTIEL D'UN ELLIPSOIDE HOMOGENE OU COMPOSE DE
COUCHES HOMOGENES CONGENTRIQUES, DONT LA DENSITE
VARIE WUNE COUCHE A LA SUIVANTE;

Par M. A. ASTOR.

I. Considérons deux surfaces fermées S ct S, homo-
thétiques et inliniment voisines. Soient O le centre
d’homothétic, v le volume de la couche comprise entre
les deux surfaces. Un rayon issu de O les coupe en deux
points A et A, infiniment voisins, pour lesquels les plans
tangents sont paralléles. Menons la normale en A 4 S;
clle coupe S, en un point B, infiniment voisin de A,;
la distance de By au plan tangent en A, est d’ordre su-

péricur aun premier, et, si nous appelons dr la dis-
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tance AB,, nous pouvons la supposcr égale a la distance
des deux plauns tangents. Dés lors, P étant la perpendi-
culaire menée de O sur le plan tangenten A, nous au-
rons
dr

dn =P —,
-

47 stant le rapport constant AAs
7 ¢ pp OA

Si nous considérons sur S des points infiniment voi-
sins de A, nous voyons que la longucur dn en ces diffé-
rents points demeurcra constante, aux infiniment petits
d’ordre supérieur au premier prés. Nous 'appellerons
Vépaisscur normale de la couche au point A. Ceci posé,
soient dz un élément superficiel de S en A et dp I'élé-
ment du volume de la couche, limité entre S, S,, le
contour de ds et les normales le long de ce contour;

nous aurons

dy = dsdn =P ds dr

.

-

Supposons qu’on ait pris des axes rectangulaires pas-

sant en O; nous aurons, avee les notations habituclles,
ds = drdy i1+ pr+ q2,

p=>"P7 97
Vit pieq?

de sorte que
{] .
dv = dz‘d}'—rl-(: —pr—qy).
Si I'équation de S est de la forme
(1) f(‘xyyyz):’y
ou_f est une fonction homogéue ct de degré m,

S=pL—qy
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. - . L om
devient, d’aprés le théoréme d’Ealer, égal 4 2 et T'on a

J:
drdv dr
JLoor

de = m

I'aisons maintenant la transformation homographique
définic par les formules x =o', y = py’, z=v7/, on
hy @, v sont des constantes données; 1'éguation (1) se
transformera cen la suivante :

(2) o(x, ¥y, sy =fOa, py,vs)=1,

qui représente une surface §' dont les points x', y/, 2’
correspondent individuellement aux points x, y, z de
S. Considérons la couche comprise entre §' et une sur-
face homothétique S infiniment voisine, définie par le

’

« AN
rapport ——; nous aurons, pour I'élément dy’ de cette

couche correspondant a 'élément dy de la premiére,

, mdrdy dr m drdy dr
de' = ——— e = e
o5 r PNTOR r
de sorte que

or'
oy’ 1 r
dv ~ huv dr
”

Ce rapport dtant constant est ¢gal a celui des volumes
des deux couches, et ces derniéres peuvent ctre divisées
en éléments correspondants qui sont dans le rapport des
volumes des couches clles-mémes.

Sinous considérons deux ellipsoides dontles équations
scraient

~
Ny
u
> <
It
)
Iy

o
N

[
+

QN
W
>
5
|
1
R
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?- ’ »
nous voyons (u’ils rentrent dans le cas précédent, cn
posant

<
I
SN
™

et, pour le rapport de deux éléments correspondants de
deux couches comprises, d’une part entre les ellipsoides
daxes a, b, ¢, a +da, b+ db, ¢ - dc, d’autre part
entre les ellipsoides d’axes o', b, ¢', @'+ da', &'+ d¥,
¢ 4 dd, satisfaisant aux conditions

da b de

—_— = e = ——y

a b T ¢
da’ db' dc’
o = T ¢
nous aurons
da'
o' Wb w O'c da
do = Tabe da T beda
a

II. Proposons-nous maintenant de calculer lIe poten-
tiel d'un ellipsoide E d’axes A, B, €, en un point M de
coordonuées z, 3, v.

Nous supposerons d’abord V'ellipsoide homogene et le
point M extéricur. Décomposons E en couches infini-
ment minces par des cllipsoides homothétiques et con-
centriques, ct soient @, b, ¢, a+ da, b+ db, ¢ + de
les axes des cllipsoides e et e, qui limitent une de ces
couches; calculons le potentiel de cetie couche. Pour
cela, par M faisons passer I'ellipsoide ¢/, d’axes @', &/,
¢’y homofocal 4 e, et formons unc couche ellipsoidale au
moyen de € et de Ucllipsoide €, homothétique a ¢ ct
d'axes @'+ dd', b' 5 d¥', '+ dd. Sur e prenons I'homo-
logue M’ de Mj soient u la distance d’un point 1) de e 4
M, o Ja distance, dgale i w, de son homologne D sur ¢
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aM'; » dlant la densité commune des deux couches v et
', nous aurons, en appelant dV et dV' les potenticls de
ven M et de o en M,

dv'

dV' = 3 o

dv beda ,
f; = yoda ™"

Pour avoir dV, il suffit donc de calculer dV’ et de le

dV

I

multiplier par le rapport le)c’(_lal des volumes des deux
¢ da
couches.

Le potenticl dV’ étant indépendant de la position du
point M’ intéricur a la couche ¢/, nous pouvons le cal-
culer, et ¢’est ce que nous allons faire, en supposant le
point au centre méme de la couche. Caleulons le poten-
tiel de Pellipsoide €' au centre O. Considérons un cone
infiniment ddlié de sommet O et d’ouverture dw dont
une nappe coupe ¢ en D'. Soient &, 3/, 2/, / les coor-
données de D' et sa distance au centre. Le potentiel de
la nappe est

s [” wdudw = 5 dw ur

0 2
Si nous posons
&' = u' cosH, ¥ = u sinlcost, 7= u' sin0sind,

nous pouvons faire

dw = sin) d0 dy:
d’autre part,

i
2
== T ; —
cos20 sinzh cos2d sin2f sin2d’

7 T
- — b

Ty P

S

a
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le potentiel V/ de € est done

n
:P- f sin0 df

2 Jy
« ~ 2T dﬂ!)
cos2( sin20 Y ) cos2 sin20\ .
— -i——T)cos-«{;—l— — = -~ ) sin2y
o a'2 b a'? c'2 :

En posant cos( =v, on peut ramener immédiatement
cette intégrale double, par un calcul connu, ala forme

1
"¢, dv
2mp —, a2 - - =

v 19 1
a'’? . ]
bre—a'r \2 cr—a'r \?
s v-) I+ — o2
0 = a-=

Le potentiel V4 dV’ de Pellipsoide €|, homothétique a

¢, s’obtiendra en remplacant, dans la formule précé-
dente, les axes o, b, ¢ par ceux de ¢, et, comme
b b2—a'? c?— a2

TT T T e changent pas, on voit que
1d ! dy
AV = 27p —= da' ' -
a- D2—a'2 \Z 2 a2 \?
<1+ a,,,—v'l) (1—+— Tﬂ)
) - \ -
. . . . 9. . be da
Pour avoir dV, il suffit de multiplicr V' par ——— »
9
O'c' da
. / .
et, comme da'? = 2.d' da/, on voit que
be da ! do
IV = 475 .
R T 1
02— a2 2/ cr—a’? 2
(1+—,'—‘/‘2 1= — 2
</ \ w? a?
Faisons le changement de variable donné par la for-
o
mule
v u
LY,
a «a

remarquons que

19

02— a'? = b2 — a2, c'?— a?= c?— a?,
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7

cL posons, comme ¢’est usage,

b2 — B2--- A2 c?— 2 22— A2

:)\?‘, —_— = :)12‘

ar T T Az o

a*

il vient

u

, beda du
dv = {73 "'_"‘f - | i
a N N
o (1= 22u?)? (14 )2u2)?

«

3C ~ .
4 ]\2 @ (la/ (l/u T*
o (1= 22u2)? (14 N2u2)?

BC .. 3M , -
e est ¢gal & ==, M étant la masse de I.

Il
3

. )
Le facteur 4= 15

r 4

Remarquons que o’ est donné par Péquation

a2 {32 -‘/2
~5 5 5+ =3 5 3 — It
«'? @4 02— a? 24 ¢ — a?
que ’on peut écrire
~2 42 12
el sl e - + 5 - o o= at
a’? o' , @ a? <, 7
- _1—<[+)‘-—T -5 l—‘l—/\‘—T,)
«? a? \ a'? [ZEN a'?)

e a
Si donc¢ nous posons -5 = t, nous voyons que

na 2
= 12| a2+ M L
[+ Au? 1+ na?

3\ / 2 a2
dV = —)—»rl[uf (12—4— 8 —; + — )]
2 A N 1 A2 o+ A

" du
=< 1 - 1’
Jo (U RTu)? (1 N2ar)?

St nous appelons A, I, C'les axes de Vellipsoide ho-

. R . . A
mofocal de E qui passe en M, u varierade o a 1 desorte
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que
A

‘ X 2 o2
V= —3—“1 d[lt2 (’12-5“ ‘~§~—""‘ -+ ‘——\—,’—>]
2A3 o L+ A*u? [+ A2

" du
= - 1 Tt
Jo (L R2u2) (14 N2u2)?

3 3 A
Integrons par partics et remarquons (que, pour u = G
-+ — ,,_,u2> devient égale

Iexpression u? (22 +
p [+ A2u? 14 A

A A% il vient

A

L / 52 v
V=" A2 — 2 g2 | i
2AB, A [ u (}1 -+ ]

1+ A2 u? 1 A2 ,)

du
>< ——.

i i
(1 22u2)2 (14 N202)2

Supposons maintenant Pellipsoide, non plus homo-
géne, mais composé de couches homogénes; le potentiel
de la couche e, de densité p, peut s’éerire, ¢ étant le vo-
lume de I'ellipsoide,

2

v = ;,\7‘ pd [u‘-’ (12+ Pt «(‘-’ \)]

=220 1+ A2u?)

o du
>< /
) (14 22 u2

I P
v V2 (1 N2ge2)?

o étant fonction de @ ou «a?; posons

pdat==do(a?)
ou

- 02 _’:_, N
— ,, L L N AL .
b= A2 1= | L=
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la fonction ¢ se déterminera par une quadrature, ct

nous aurons
3o 2 1 A
V= -—_ do|u2{a2+ g — - {, -
PR ; \ - A2u? 1+ AZu?

" du
< — <
Jo (1= 2202)2 (1+ X2u2)?

Intégrant encore par parties, nous trouvons immé-
diatement

du.

i i
(T4 2212)% (14 M2 u2)?

formule qui comprend la premiére quand on suppose
o(a?) = pa?, p étant la densité supposée constante.
Pour avoir les composantes de attraction de E sur

) / . 7.
ASSANAL ct de les multiplier

;}; > ﬁ’ 5«{
par le produit fx de la constante de la loi de Newton et
de lTa masse de M. Or V dépend de 2, 2, v pour deux
raisons : d’abord, parce que ces quantités entrent expli-
citement dans le terme

- 52 w2
o | w? (12 —r ,
: [ . 1+ A2 1+ A2

puis, parce qu’clles entrent implicitement dans la limite

- A sy, P
supéricure + de Iintégrale définie, car A’ est une fonc-

M, il sufflit de calculer

tionde 2, 3, v donnée par I'équation

2 2 ~2
i _—
AT AT BT oA AT AR
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. ] d ’ .' e l)' ’ N A .
mais la dérivée de mtegl‘a]e par l‘apporl a N ctant ce
que devient la fonction de u qui multiplie du sous le

signe f quand empl A Sanuule; car
gl)(, qllall on y l(,mp ace u I)ﬂ!‘ T\“',) sanuu (L34 cal

o [u? (12+

devient, par cette substitution,

= (A2)
Eu remarquant que
42
do 1¢2(1'—’~— e
' : = AR R
e —— =,
d u? ( P i -
) 1= A2t
on trouve done
A
X 3¢ N sutdu
N = e /—\-7 % N T R 1 ’
Sy (=220 (14 2 2e2)?
A
Y 3¢, v cudu
=T oas® 3 1’
oo 220k (1 22k
i
v

3¢ ’ ourdu
D= — — Y P
A3 i R 1 . ]‘
S (= Ru2) (1 A2t )?

Ce sont les formules connues.

Les expressions trouvées, dans les deux cas, pour le
potenticl, supposent le point M extéricur a ellipsoide;;
il est facile de voir que, 4 condition de remplacer la li-
mite supdrieure par I'unité, clles subsistent quand le
point M est sur Uellipsoide ou a son intérieur. La chose

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VIII (Mai 188g). 16
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est évidente quand M est sur Iellipsoide. Supposons-le
intéricur; par M faisons passer I'ellipsoide homothé-
tique; soient A,, B,, C, ses axes; le potentiel V se com-
pose de la partie constante V, correspondant au volume
compris entre les deux ellipsoides et du potentiel V, de
Pellipsoide A, B, C,.

Supposons la densité constante; le méme raisonne-
ment servirait dans le second cas. Nous avons d’abord

1 A 1 .
V= E\T‘ [ o da / du

T I
A o (P 2202)% (14 N2u2)?

3o ! R R du
:;;\”5/‘(1\'—4’1) - is

(1 - A202)2 (1 4 A2u2)?

e )|

— - S
1+ A2 v e A2

du

’

e

1
(1= 22022 (1 =+ A2u?)
de sorte que

S Bl S S L L S
vesu [ e (e e )|

du

<

1 R )
(1-=22u2)2 (14 A202)2
C. Q. F. D.

L’équation générale des surfaces de niveau a 'une des
deux formes

X 2 2
Y- il
2— u{ a4 -+ ;
[ [ < i M 1+ A

du

1
(14 A2u2)% (14 W2u2):

= const.,

ol



Iy 2 2
o . x: ol
[: 3‘?‘-" ) (‘D[u (x“_ [+ A2 ' l—l—k’iu"ﬂ%

du
< = const,

1 L
(1 -+ )kzuz):‘ (14 A2u2)?

Si la surface doit passer par un point extérieur, A’ est
une fonction de x, y, z déterminée par I’équation

r? }/2 52
AT AT LB Ar T AT A

Si clle doit passer par un point situé sur ellipsoide ou
a son intérieur, la limite supéricure doit étre remplacée
par l'unité. Dans ce cas, les surfaces de niveau sont des
cllipsoides, si la densité est constante; mais il n’en est
plus de méme si elle est variable. Elles peuvent étre
algébriques ou transcendantes. Si 'on supposait, par
exemple, o(a?)=k(a?)?, les surfaces de niveau se-
raient, comme on le voit, du quatriéme degré.

NOTE SUR LA QUESTION DU CONCOURS GENERAL
DE MATHEMATIQUES SPECIALES EN 1888;

Par M. LEMAIRE,
Professeur au lycée de Lorient.

Transformant en coordonnées polaires I'équation de
la courbe C, nous obtenons une équation de la forme

gt— 2l (w)p2+ K =o.

K étant indépendant de w. Le produit des racines de
cette équation est constant. Nous en concluons que la
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courbe C est transformable en elle-méme par rayons
vecteurs réciproques, l'origine d’inversion étant le
centre O de Tellipse donnée, et la puissance vK. On
sait que les courbes qui jouissent de cette propriété,
auxquelles on a donné le nom de courbes anallagma-
tiques, sont des enveloppes de cercles coupant orthogo-
nalement un cercle fixe, réel ou imaginaire, et ayant
leurs centres sur une courbe fixe, dite déférente. 1l est
facile de trouver, dans le cas qui nous occupe, le cercle
fixe et la déférente : celle-ci est une conique.

Cherchons, en effet, I'enveloppe d’un cercle

(x—pP=+(y—gqr—p*=o
coupant orthogonalement le cercle fixe

2

r*4-y2— R?2=o0

¢t avant son centre sar ]a (ZO]liqll(‘,

Ar2=- By2—1=o0:
g, |y q satisfont aux relations

Apr+Bg2z—1=o0.
P2+ 72‘: R2 -+ P'Z‘
I’équation du cercle variable peut s’écrire
(#—p)+(y—qgr—p—q?+Ri=o0
oun

2+ y?—opr —2qy + Ri=o,

avec la condition
Apr+Bgt—1=o.

Eliminons p et ¢ entre ces deux relations ct

Ap _Bg.
r oy



(2459

nous avons

Ap _Bg _ 2(Ap*+Bg?) 2 .
r Ty T apr+qy) a3 4 RY’
d’on
_ 2.0
S ok
2y
q

L’enveloppe a donc pour équation

On trouve bien une équation de la forme de (C)

(C) (24 y2—a?— b2)2— m('b21‘2+ aty?—a?f?)=o,
D

I’identification donne

/£
R2= \/(a"-+— b2)2 4 t?n_nlgTO a?b?,

3 — 2 2 i kd 2 - R2
r _(a -+-b)—r- tang’@b R,

5

%:(aﬂ—«—b?)—',— a%—+ R2.

2
tang26

Pour simplifier I'écriture, conservons les notations
(A, B, R). Tout ce que nous dirions de la courbe (1)
s'appliquera a la courbe (C). (1) admet pour asymptotes
les droites isotropes du plan. Donc on peut dire que
tout cercle du plan a avec cette courbe aux points cycli-
(ues une bitangente imaginairve.

Un cercle la touchera done en quatre points, s'il a
avec elle deux points de contact a distance finie.

Or les cercles qui ont pour enveloppe (1) lui sont pré-
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cisément bitangents : tout revient done 4 chercher com-

bien de ces cercles sont tangents & une droite donnée

(D)

mx -+ ny +1=o.

La condition de contact du cercle variable

22+ yr—opx —a2qy -+ Ri=o

avee la droite D est

1 (o] ——p m
o 1 — n
q —o
—p —q R
m n I O
ou

(np —mq)*—2(mp + ng)=(m?-+ n?)R?*+-1.

I'inalement, nous voyons que le centre de tout cercle
répondant a la question se trouve a la fois sur les deux
coniques

Az2+ By?—i1=o,

(nx —my)2—o2(mx+ny)=(m2+ n?)R2+1.

Donc il y a au plus quatre cercles pareils.

ERRATA AUX TABLES DE LOGARITHMES DE SCHROY.

Page 114, log. 64250, au licu de 8030083, liscs 8080083.



SUR LES PLANS DIAMETRAUX DANS LES SURFACES
DU SEGOND ORDRE;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Soit f(x,y,z)=o0 lI'équation de la surface du
sccond ordre : si P'on coupe cette surface par des droites
toutes paralléles entre elles et si 'on désigne par

IE= g i AT

—— 1 pr
Y = Yo 03,
5 =35+

les équations de I'une de ces droites, les points de ren-
contre de cette droite avee la surface sont donnés par
P'équation du second degré en g

2o (2.6, )+ J(“ft.."“ofv‘.“‘ YL ..)"‘/(107 Yos 30,) =0,

o(x,y,3) étant I'cnsemble homogéne des termes du
second degré de I'équation de la surface. Pour que le
point (&g, ¥y 29 ) soit le milieu de la corde, il faut que
Péquation en p ait ses racines égales et de signes con-
traires ; si donc (2,6, v) est diflérent de zéro, les coor-
données du point (o, 3o, 3¢) devront satisfaire a I'équa-
Lion

zjll.—‘—of)n -+ (f«n

Le point (g, )0, 39) setrouve donc dans le plan

f-:'”r“'f) Fyfs=o.
Réciproquement, tout point de ce plan jouit de cette
propriéié que, si par un point quelconque de ce plan on
méne une droite paralléle a la direction =z, 6, v, le point
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cousidéré est le point milieu de la corde correspondante.
Nous allons passer en revue les diverses surfaces du
second ordre.

I. — SURFACES QU!I ONT UN CENTRE UNIQUE
A DISTANCE FINIE.

2. L’équation du plan diamétral de la dirvection =, 6, ~
est, comme nous I'avons vu,

2 fr+ 0 )4y [fi=o.

Cetle équation nous montre que, dans le cas des sur-
faces a centre unique ou les équations f, = o, f,=o,
f:=o0 ont une solution, le plan diamétral passe par le
point dont les coordonnées sont données par cette so-
lution, et qui est le centre de la surface, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs de a, 6, y. Tous les plans
diamétraux, dans les surfaces a centre unique, passent
donc par le centre.

3. Nous avons supposé jusqu’ici que o (=, 6,v)2 o,
c¢'est-a-dire que les cordes paralléles a la direction «, 6, y
rencontrent effectivement en deux points la surface; le
plan

afi-ofi+vfi=o0

est alors le licu des points milicux de ces cordes.

Mais, dans le cas ou le cone asymptotique de la sur-
face o(x,y, z)=o est réel, il existe une infinité de
directions «, 6,y pour lesquelles o (a,6,v) = o; elles sout
données par les génératrices du cone asymptotique: alors
le plan

2fis b fivfi=0

est le lieu des points tels que, si, par chaque point du
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lieu, on méne unc paralléle a la direction asymptotique,
ces droites ne rencontrent plus la surface. Le lieu de
tous ces points est un plan qu’on appelle le plan asym-
ptote : ¢’est en méme temps le lien de toutes ces droites.
On peut, en effet, écrire I'équation du plan diamétral
sous la forme

. U , . e, ” .
Zoy+yeg s9y+2(Ca+ C'6+ C'y) = o.

La droite

T = zy+ 20,
-
Y =Yoo 02
S =39 V>
est paralléle a ce plan, puisque
ay 4+ bop + 1, =20(2, 6,7)=o0;

la droite ayant le point (g, 54, 30) dans ce plan, et lui
élant parallele, y est contenue tout entiére.

Les plans diamétraux des directions asymptotiques
sont aussi appelés les plans diamétraux singuliers de la
surface.

Nous allons démontrer maintenant que le plan asym-
ptote est un plan tangent au cone asymptote de la sur-
face le long de la génératrice asymptotique de direction
%,6,%.

Pour le déwontrer, nous allons faire voir que, si la
direction «, 6, y des cordes se rapproche jusqu’a se con-
fondre avec une géuératricc du cone asymptotiquc, le
plan diamétral correspondant tend a se confondre avee le
plan tangent au cone asymptote le long de la génératrice
asymptotique.

Soient

e centre de la surface ( fig. 1) que nous prenons pour
0l we del f Jig. 1) q
origine des coordonnées;
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OA la droite de direction «, 6, y;
C la section faite dans le cone asymptote par un plan
paralléle au plan des x)y ;

g

Sy
le plan diamétral de la direction OA est le méme pour
la surface ct pour le cone asymptote.

Fig. 1.

Supposons que le point A soit dans le plan z ==z,
scs coordonndes seront

ry=ar, yi=26r, sy=r.
Si l'on remplace 2, 6,y par leurs valeurs tirées de ces
¢quations dans I’équation du plan diamétral, nous aurouns

x fi+yify+sfi=o.

Cette équation n'est autre que 'équation de la polaire
du point (x4, y ) par rapport a la courbe C, cette courbe
étant rapportée a un systéme d’axes paralléles aux axes
Ox, O) menés par le point du plan de la courbe C, ou
I’axe des z rencontre ce plan, en faisant dans cette équa-
tion z ct z, égaux a lunité,

La polaire DE du point A n’est donc autre que la
trace du plan diaméural de AO sur le plan de la courbe C.
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On voit donc que, si ladroite OA tend 4 se rapprocher
d’une génératrice du cone asymptote, le point A se rap-
proche de la courbe C, et la polaire DE se rapproche
de A; on voit donc que, si le point A vient en un point
quelconque de la courbe C, la droite DE devient tan-
gente a la courbe en ce point, et le plan diamétral de la
direction limite de OA devient alors tangent au céne
asymptote le long de la génératrice avec laquelle vient
se confondre OA.

4. Nous avons vu que tous les plans diamétraux pas-
sent par le centre. Inversement, tout plan qui passe par
le centre de la surface est diamétral d’une certaine di-
rection de cordes. Proposons-nous de trouver cette di-
rection.

Soit

ar+by+ci+d=o
I'équation du plan donné; il scra diamétral de la dirce-
tion «, 6, v si Pon a

9y 95 0y  2(Ca=-C6+C'y)
a b c d

Soit X la valeur commune de ces rapports : on aura les
P
relations
Aa+B"6 + B’y —la=o,

B’a +A'6 + By —Ab=o0,
B'a+B6 +A"y—kc=o,
Ca+C8+C'v—hd=o.

Ces quatre équations devant ¢tre satisfailes pour des va-
leurs de 2, 6, v, Xk non toutes nulles, le déterminant

A BB a’
B A" B b
BB A |

!
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devra étre nul. Cette condition exprime que le plan
donné passe par le centre. Les trois premiéres équations
déterminent 2, €, + en fonction de % sous la forme

X =%, 6= 5,1, Y=ok

%9y 69y Yo ayant des valeurs parfaitement déterminées,
puisque le déterminant

PAB B
=B A B!
B B A"

est différent de zéroy équation

Py 2
2= B y2e=

déterminera pour A deux valeurs égales ct de signes con-
traires, qui fournissent deux directions =, 6, y de signes
conlraires, et par suite une seule direction de cordes.

1. — Parasoroipes.

5. Nous supposerons d’abord que ©(a, 6, v) soit dif-
férent de zéro; Uéquation du plan diamétral de la direc-
tion a6y est, comme précédemment,

afo—+ 6f;-—+—*( i =o.

Nous allons montrer que tous ces plans diamétraux
sont paralléles 2 une méme droite, 'axe du parabo-
loide.

En eflet, pour que la surface soit un paraboloide, il
faut que deux des plans des centres se coupent sutvant
une droite a distance finie; nous supposerons, dans ce
qui suit, que les deux plans f,= o, f;= o sc coupent. 11
s’ensuit que les trois déterminants

B

l A A B I'B" B
B" \

b
BB | \'" B |
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ne sont pas nuls a la fois; admetions que

A B
BV/ A’\V

est différent de zéro.
Le déterminant du systéme f,= o, f, =0, f;= o0 cst
nul, mais le caractéristique du troisieme ordre

A B C
B" A
B B &

est différent de zéro si la surface est un paraboloide, au-
trement la surface admettrait une ligne de centres.
Des deux conditions précédentes, on déduit 'identité

A B LSS A B G
B// I\' ;,/‘y’ . BII Ay CI — o.
BB ifi| B B

Cette équation est de la forme

Mfa+pfy+ufitm=o0,
ou v et = sont différents de zéro; cette équation peut
donc étre résolue par rapport a f_; on a identiquement

1

_/‘:’: - ()‘,/l.ly' == 11./-_\'—“ =)

)

ct ’équation du plan diamétral devient

-
afi=8fi— O fi+pfy+m)=0
ou
S (s —h) + f1(6y — ) — 4= =o;
on voit, sous cette forme, que tous les plans diamétraux
sont paralléles 4 la droite d’'intersection des deux plans
Jr=0, f, = o0 qui se coupent suivant la droite dans la
direction de laquelle le centre est rejeté a 'infini; cette
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droite est paralléle & 'axe : nous dirons que les deux
plans f, = o, f; = o définissent ladircction de Paxe de
la surface.

6. Pour que les plans diamétraux correspondant a
deuxdirections &, €, v, o', €,y soient paralléles entre eusx,
il faut que les directions considérées soient paralléles a
un méme plan, parall¢le a 'axe de la surface.

En cffet, si les plans

’

Toy+yos+ 59y +2(Ca+ 06 + C'y) =o,
TG+ yog+ 39y o(Ga' - 08+ C'Y) =0

sont parall¢les, on aura

’ ’ ’
© o >
Ix 70 _ Y.
D T T
oy e o
7 75 Y

mais, de I'identité

Mo+pfr=vfi+T=o0,
on déduit

o /1 —— L —
)“.‘a -+ O 19y = o,
L ' ger!
)\?X ! (*?6 JT’Y‘ = 0.

Il est aisé de voir que la seule relation

/ /
Oy <5

’ = /p
O 95

entraine le parallélisme des deux plans.
On a, cn cffet,

’ ,/) ~ ’ ! ’ ’

Qx 94 _ Aoy + oy —voy i‘l
’ T 1 N ’ . - ’ _ T
P F Agwpee —vey Gy

: T
Or, de Pégalité

(?’l '-?n
T
k%3 ©a
on déduit
!
Ca Yo
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et, si I'on désigne par m la valeur commune de ces rap-
3 g p
ports, on voit que les deux directions «, 6, y, o, €',y sont
situées dans le plan

©p— mo)=o,
qui est paralléle au plan

Je—mfy=o0

ct, par suite, la proposition est démontrée.
Inversement, si la direction des cordes est contenue

dans un plan paralléle a I’axe, les plans diamétraux cor-

respondants sont paralléles entre cux. En cffet, si

/ '
. o —
Op— MYy = 0.

est le plan auquel les cordes restent paralléles, on aura

-G
R
3

W

:T = ;—I~ =m,
2 n’
25 oA
d’ov
ou
o Y ho! o’ — o o
v 95 MPa T PYs Ty _ Yy,
T e T Y e = e = o
Gw Ty My +pog oy 9y

les plans diamétraux conjugués des directions o, €, v,
o', €,y sont donc paralléles.

7. Le plan diamétral dans les paraboloides n’est in-
déterminé pour aucune direction de cordes, et il est re-
jeté a l'infini pour une seule direction, qui est celle de
I'axe.

En effet, pour que le plan diamétral de la direc-
tion 6y soit indéterminé, il faut que I'on ait ala fois

Aa+B"6+ By =o,
B'a+— A'6+By =o,
B'a+ B6 + A"y =o,
Ca+C6 - C'y =o.
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Ces équations montrent que les trois caractéristiques
du troisieme ordre des équations f,= o, fi=o, ;=0
sont nuls; cela n’est pas possible, car la surface serait
un cylindre; le plan diamétral dans les paraboloides ne
peut donce ¢tre indéterminé pour aucune direction de
(‘,()r‘d(’S.

Le plan diaméiral n’est rejeté a Uinfini que pour une
scule direction des cordes conjuguées. Les éqnations

Az--B"6-=B'v=o.
B2 A6 - By = o,

B o I;g — ./\"‘i’ =z ()

sont compatibles, et les deux premiéres équations nous
donnent
” P
FEE R T 0 == 0y,
2 . . .« o, . ) . )

2y L 6y élant bien déterminés, ce qui ne fournit qu'unc
scule direction, comme nous I’avons déja vu.

Nous allons examiner maintenant ce qui arrive quand
©(a, 6, v) cst nul, et nous allons établir les résultats
préeédents par quelques considérations géométriques.

Plans diamétravx singuliers dans les paraboloides.

8. La condition ¢(a, €,+)Zo0 ecst toujours remplie
O i «

quand la surface est un paraboloide elliptique; mais
¢(a, 6, v) peut ére nul dans le paraboloide hyperbo-
lique. La fonction o(x, 5, z) est alors le produit de
deux facteurs linéaires a coefiicients réels, et ces fonc-
tions lincaires égalées a zéro fournissent les équations
des deux plans, qui constituent dans ce casle cone asym-
ptotique de la surface. Les deux plans se coupent suivant
une droite paralléle a I'axe.

Faisons, dans la surface, une section dont le plan ne
soit pas paralléle & cette droitey par le centre de cette
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section, qui est toujours une hyperbole, menons une
droite paralléle a la droite d’intersection des plans
o(x,y, z) = 03 prenons pour origine le point de ren-
contre de cette droite avec la surface, et pour axe desZ
cette paralléle, les axes OX et OY étant dans un plan
paralléle au plan de la section. Le cone des directions
asymptotiques a alors pour équation

Ax2- AN y2+2B"ry =o
ct équation de la surface sera
Axrt4+ A+ o2y + 205 =o;

I'équation du plan diamétral de la direction o, 6, v est

il
°

’

2 [+ 6./}'}—%— ~

ou
a(Ar+By)+86(B"2+Ay)+vC =o.

Supposons que nous fassions dans la surface une scc-
tion par un plan paralléle au plan des xy, z =z, la
section sera unc hyperbole dont I’équation, rapportée

r \ . ’
aux axes wi, w7, paralleles 4 Ox et Oy menés par le
point o on I'axe des Z rencontre le plan z =z, est

Ax2+= A2+ oB'zy +2C"3, = o.

Soient xy, ¥y, 3y les coordonnées du point A ou la
droite OA vient rencontrer le plan Z =7, ; on aura

ry=ar, r=6r si=9r:
I'équation du plan diamétral deviendra
2 (Ar+B"y)+y1(B'z+ A'y)+ C'5=0,

en remplacant a, 6, ¥ par les valeurs @y, 3y, 54 qui leur
sont proportionnelles.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Juin 1889.) 17



( 258 )

Cette équation peut ¢tre considérée aussi comme 1’é-
quation dc la section faite dans le plan diamétral par le
plan z =1z,, cette scction étant rapportée aux axes
ok, o,

Si maintenant nous considérons un point A’ du plan
Ewr,, dont les coordonnées par rapport aux axes wk, wr,

Fig. 2.

y

sont 2xy, 23, la polaire de ce point A’ par rapport a
la section de la surface par le plan Eo7, aura pour équna-
tion

220 (A =B y)+2) (B2 4+ \Ny)+ 205, =o0;

on voit, par suite, que la polaire DE du point A’ coin-
cide avec la trace du plan diaméiral de OA sur le plan

I =2Z;.

Cette remarque permet de faive aisément Uétade des
plans diamétraux singuliers du paraboloide.
En cftet, quand le point A se rapproche indéliniment
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de I'une des asymptotes de 'hyperbole,  point A’ s’en
rapproche également, puisqu’il est situé sur wA, a la
distance w A'= 2 w A ; mais alors la polaire de A’ tend A
devenir paralléle a asymptote B et, quand OA vient
prendre la position OA,, le point A’ vient cn A’ etla
polaire de A devient la paralléele D, E, a4 I'asymptote.
Le plan diamétral de OA, devient alors le plan mené
par D, E, parallélement 4 Ow et, par suite, au plan
OwB; les plans Ow B, O w B ne sont autre chose que les
plans dirccteurs de la surface.
On a donc ce théoréme :

Si la direction des cordes tend & devenir paralléle
aun plan directeur, le plan diamétral conjugué tend
a devenir paralléle a ce méme plan directeur.

Si la direction des cordes OA, se déplace dans le plan
dircceteur OwB, le plan diamétral correspondant se dé-
place parallelement an méme plan divecteur. A mesure
que la direction OA, se rapproche de Ow, daus le plan
OwB, le plan diamétral correspondant D, E, s’éloigne
de wB ct, lorsque la direction OA, coincide avee Ow, le
plan diamétral correspondant est rejeté a 'infini, et cela
n’arrive que pour la seule direction O .

La figure précédente nous montre aussi que les plans
diamétraux conjugués de deux directions OA, OA” ne
peuvent étre parvalléles que siles polaires des points cor-
respondants A’, A", de coordonnées moitié moindres que
celles de A, A”, sont paralléles ; ceci n’ayant licu que si
les points A’, A” décrivent la droite OA conjuguée de
DE, on voit que les plans diamétraux conjugués de deux
directions ne peuvent étre paralléles que si ces direc-
tions sont dans un méme plan avec I'axe de la surface,
et cette condition est évidemment suffisante.

9. Les considérations précédentes nous montrent
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quelles circonstances géométriques correspondent au
cas ou, la surface ¢étant un paraboloide, deux des trois
plans fi=o, fi=o0, f,= o0 sont paralléles entre eux,
le troisieme les rencontrant a distance finie. Supposons
que les plans f) = o, f; = o soient paralléles, ces plans
sont diamétraux conjugués des directions OY, OZ; par
suite, les axes des Y et des Z sont dans un méme plan,
paralléle a Paxe du paraboloide : Paxe du paraboloide
est done parallele au plan des YZ.

Si deux des trois plans des centres se coupent a dis-
tance finie, le troisieéme plan, f= o par exemple, étant
rejeté al'infini, 'axe des Z est paralléle alaxe de la sur-
face.

10. Proposons-nous maintenant de trouver la direc-
tion des cordes conjuguées d’un plan
ar—+by+cs+d=o.

Soient =, €, v les cosinus directeurs de la direction
cherchiée : le plan diamétral correspondant a pour équa-

tion
o+ yop+ 3oy 4+ 2(Ca+ C6+ C'y)=o,
.
d’ou
ox _ 93 _ 9y _ 2(Ca+ 06+ 0y,
7 b ¢ d ’

les premiers rapports nous donnent

’ . ’ ’ ’ ’
Oy _uh _ oy _ l’-lg—!—-{i"?ﬁ—i-‘/?x’
o ) & ah+ by —+cv

et, silarelation entre /7, /., /. dont nous avons démon-
tré 'existence est

Wi+ fyi+vfi+m=o,
on aura

KO+ WG ==V = O
7 kY,
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ct, par suite,
ah—+bu—+cv=o.

Cette condition doit lier les coeflicients de I'équation
du plan donné pour qu’il soit diamétral d’une direc-
tion.

Cette relation exprime que le plan donné est paral-
léle a'axe dua paraboloide.

Supposons, comme px‘écédemmcnl,, (que cette direction
soit donnée par les plans

.f.z, =0, /) = 0.
Des relations
AL =B =By = o.
B"% - A =By = o,
alk+bu v =o

on déduit

On en tire I'identité
A '
B A % 5

—= 0]
a b ar+by-+cs

d’ou

Cette identité, on %' et u' sont bien déterminés si nous
supposons

<
so.

A B
B" A’

montre que le plan ax + by + ¢z + d = o est paral-
lele & la droite d'intersection des deux plans /= o,
Jfy=o0 qui d¢finissent la direction de Paxe.
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Les équations

'

3

,
5 2(Ca 6=+ Oy

b d

Oy
a

-

donnent la direction a, 6, v. S
mune de ces rapports, on aura

om est la valeur com-

Ax+ B"6 — By = am,
B2+ A6+ By =bm,
Cax+ 08+ C'y =dm;

le déterminant du systéme de ces équations est différent
dezéro si la surface estun paraboloide; par suite, on tire
de ces équations des valeurs 2, 6, v dela forme

EEN N

6 =abm,
-

v =2m,

qui  déterminent avee 2~ 6°+ v? =1 deux valeurs
dgales et de signes contraires qui définissent une diree -
tion unique de cordes.

HI. — CyLinpres A cENTRES.

11. Les cevlindres 4 centres admettent une ligne de
centres.

Ils sont caractérisés par Pexistence d’une relation ho-
mogene identique entre les dévivées fo, f7, f2,

Mpmimnfy=vfi=o.

ou les coeflicients %, u., v ne sont pas tous nuls.

Daus les cylindres a centres autres que le systeme de
deux plans paralléles,on a 6 = o; mais les mineurs du
deuxieme ordre de 5 ne sont pas tous nuls. Nous suppo-
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serons dans ce qui suil que le déterminant

A B
B" A’

est diflérent de zéro; les plans f,.= o, /;= o détermi-
nent alors la ligne des centres.

Nous allons démontrer d’abord que tous les plans
diamétraux passent par une méme droite qui est la ligne
des centres.

Pour cela, nous établirons la rclation

Moo= uf - fi= o,

en cherchant les valeurs des coefficients 7, 1, v.
De Téquation

LN OB
B\ B | =0
i

I BB A

on déduit

|- |
|
! B A’ !_,.f"—C' } =0
PBB L=

ou
AB e A B
oy :lw A | =o.
B s B B

Les trois déterminants caractéristiques du  troisi¢me
ordre étant nuls dans le cas des cylindres, on aura

LA B fo
BoA g =
BB g

cette relation est de la forme

Wi wfyufi=o,

ou v est différent de zéro.
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On en déduit
, )\ ’ wo.,
;= ;‘/x- ‘\“,./_1‘;
I'équation du plan diamétral de la direction =, 8, v,
afy+6f 1+ fos=o0,
devient par la substitution de la valeur de f, en fonc-
tion de f et f},
(wv — hy) fu+ (v — ) fy=o,
. ) o .
ce qui montre qu’il passe par la droite d’intersection des
deux plans
fr=o0, f,’ = 0.

12. Pour que deux directions 2, 6, v, o'y ', v/ donnent
le méme plan diamétral, il faut et il suffit que les direc-
tions considérées soient dans un méme plan avee la di-
rection de Paxe.

* Soient

oy = yeh sy, +o(Ca4- 08 +Cy) = o,

woy -y o 3¢y 2 (0 G0+ 0"y ) =0
les deux plans diamétraux; pour qu’ils soient confondus,
il faut que Pon ait

' . . e~
oy w5 ey Ca+Co—+ Q'
e e e P S S PR
S 27 Dy Ca'+ 06+ i

L’égalité des deux premicers rapports entraine celle
des deux autres, car de Péquation

A B G
BTN O l=o
T
on déduit
A [
B A o =0
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par suile,
NVeh+ue)y+2v'(Cz+ Cy + (Vs)= o;
comme on a déji
kel =+ gl - vzl = o,

ces identités nous montrent que 'égalité

Yx 98
Qu CE
cntraine les autres.
Cette égalité peut s'derire
oy Gy
= ey
76 5

ct, si m est la valeur commune de ces rapports, elle nous

/

montre que les deux directions 2, 6, v, #/,%',7" sont dans

le plan
Or— MmP).= 0.
Inversement, sila direction des cordes satisfait a cetie
rclation, on aura

’ '
(‘41— m '-{6 =0,

' ,
(.'1’—,”"7'6 =0,

ct I'on en déduit Pégalité des rapports

, , , o .
o =g Ty Ca+ Co 0y
P %0 %y

P I o BV e - B aT W]
T L‘/,/;, ".41/. (A’X. - C 0 - C (

et, par suite, les plans diamétraux correspondants sont
confondus.

13. 11 n’existe qu'une seule direction de cordes pour
laquelle le plan diamiéiral conjugué cst indéterminé.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que les quatre équa-
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tions
Aa +B"6+ By =o,
B'a+ A'6+By =o,
B'a+B& +A'v=o,

Ca C’g - C”*If =0

soient satisfaites pour un méme systéme de valeurs de
@, 6, Y.

Les denx premiéres définissent la direction «, 6,v, les
deux autres sont des conséquences des premiéres : on
voit que ¢’est pour la seule direction de I'axe que le plan
diamétral est indéterminé.

Plans diamétraux singuliers dans les cylindres.

14. Si les coefficients dirvecteurs «, 6, ~ annulent
s(x, ¥y, z), équation du second degré en o s’abaisse au
premier degré et éguation

afibfi i fi= o

est le lieu des points tels que, si par ces points on meéne
des droites paralléles 4 la direction «, €, ~, ces droites
ne rencontrent plus la surface.

Les plans diamétraux sont appelés, comme précédem-
ment, les plans asymptotes de la surface.

La fonction (x, 3, =) ne peat s’annuler pour des va-
leurs véelles de x, 3, 2, que dans le cas on la surface est
un cylindre hyperbolique.

Nous allons considérer cc dernier cas :

Prenons pour axe des z la droite d’intersection des
deux plans 2 (@, 3, 2)= 0, ct pour plan des xy un plan
quelconque.

L’¢quation de la surface sera de la forme

flr.y.s)=A2+ \"p2— oy +D=o.
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Le plan diamétral de la direction =, €, v est alors
afi+6/i=o.

Si nous coupons la surface par un plan paralléle au

plan des xy,
3 =23

Nous obtenons une hyperbole qui, rapportée a des axes
ws, wy, paralléles 2 O, Oy menés par le point o ou le
plan z = z, rencontre 'axe des z, a pour équation

Ar2+ A'y2+ aB"xry +D =o.

Si nous désignons par x,, 5y, z, les coordonnées du
point A (fig. 3), ou la droite OA de direction =z, €, ~

vient rencontrer le plan z = z,, nous aurons
~ . /<4 . - —_— -y v
ry=ar, yi=06r,- s =7r;
I'éguation

afi+8f=o0

Fig. 3.

représente alors, dans le plan fwz, Iéquation du dia-
métre conjugué de la direction v A dans la conique du
plan = = z,. On voit que, si le point A se rapproche de
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Pasymptote B, le diamétre conjugué OA’ de cette di-
rection se rapproche de Pasymptote; Ie plan diamétral
de OA érant Je plan Ow A’ tend 4 se confondre avec le
plan asymptote OwB lorsque la dircction OA se rap-
proche indéfinimentdu plan O wB. Lorsque OA se trouve
dans le plan OwB, le plan diamétral conjugué corres-
pondant est le plan OwB.

On voit, de plus, que si le point A se déplace sur la
droite wA, le plan diaméiral de OA reste le méme, ct
celte condition est néceessaire pour que le plan OwA’
reste conjugué de OA 5 par suite, pour que deux direc-
tions de cordes =, 6,+, 2. 5, " donnent le mé¢me plan
diamétral, il faut et il suflit que ces directions soient
dans un méme plan avee axe.

15. Ceci nous explique quelles circonstances géomé-
triques se présentent lorsque, la surface étant un cy-
lindre, deux des trois plans des centres sont confondus.
Supposons que fyi=o, fi=o0 soient deux plans de
centres confondus. Ces plans étant conjugués des direc-
tions OY ¢t OZ, les deux divections OY ct OZ sont dans
un méme plan avee celle de Paxe; par suite, axe de la
surface est paralléle au plan YOZ.

Si les plans £, = o, f,. = o se coupent a distance finie
et si 'équation /.= o est une identité, Péquation

Sz, 1y, 5)=0
représente un cylindre dont T'axe est paralléle a Paxe
des z, car la direction de I’axe est la seule pour laquelle
le plan diamétral correspondant est indéterminé, comme
on le voit aisément sur la figure précédente.

16. Proposons-nous maintenant de trouver la direc-
tion conjugude des cordes d’un plan

ar+by +cs+d=o.
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Soit 2, &, 7 la direction cherchée. Le plan diamétral
correspondant est

TGy yog+ 39 +20(a+ C6+ C'y)=o0;
il faut que I'on ait

g oy _ 2(Cax+ G868 C"y)

A c d

!
T2
a

Supposons encore que les deux plans f= 0,f, =0
se coupent a distance finie, et

A B
2o.
o]

3 A

Nous avons établi les identités

hol 4= nol 4 vol =0
-t Y=

Naoy+ uep+2v'(Ca -+ C'6 + C'y)= o;
on en conclut Jes conditions

ak—+bu +cv =o,

al+bu'+dv=o,

auxquelles doivent satisfaire les coeflicients de 1'équa-
tion du plan donné pour qu’il puisse étre diamétral
d’une direction.

Ces conditions expriment que le plan donné passe par
I’axe de la surface.

En eflet, de I'identité

Maufi+vfi=0
on déduit

AX-+B'p+Bv=o,

3+ <\'(1. -+ By = o,
et on a de plus

ah+bu-+cv=o.
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Cles trois équations nous donnent

A ]3// Bl
B A" B |=o.
a b ¢

Désignons, pour abréger, par P le¢ premier membre
de I'équation du plan donné

P=ax+by-+cs+d:
de Véquation précédente nous déduisons

| A B L=
LB L =0 =0
|
1

a b P—d
ou bien
ENLAEY Ry
BOA LS = ¢ =0
a b P la b d
I est aisé de voir que le déterminant
A B C
R” A

est nul.
Iin ellet, de Videntité
Weliwo oy (Cr+Cy+s)=o
on déduit
AN+ B+ Gy =o,
BN+ A'uw+Cv'=o0:

on a de plus
a)\’—!—bp.'J,— dv' = o,

par suite,
A B G

'BOA O =0
|« b d
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la relation entre £, 7, et P devient done

A B 1S
B" A Lfl|=o0,
a b P

et dans cette relation, le cocfficient de P étant diflérent
de zéro, P est une fonction linéaire et homogéne de [,
et fy; par suite le plan P = o passe par I'axe du cy-
lindre.

I’équation

N

P

&

@
qui centraine toutes les autres, nous donne le plan au-

que] toutes les cordes conjuguées du plan =0 sont
paralléles.

IV. — CYLINDRE PARABOLIQUE.

17. Lorsque I'équation /(x, y, =) = o représente un
cylindre parabolique, 'ensemble homogéne des termes
du second degré cst le carré Q’une fonction linéaire; les
dérivées particlles de la fonction (2, y, z) sont done

de la forme
=2l 8(z, y, 3),

3

c=omo(r, ¥, s),

=oan 0(z, ¥, 3),

w

O (x, y, z) étant une fonction linéaire de , y, =.
Le plan diaméiral de la direction 2,6, devient dans
ce cas

(lz +~my +nz)0(2,6,y)+ Cz+ C6+C'y=o.

On voit que tous les plans diamétraux sont paraliéles

cntre eux.
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18. Pour que deux directions de cordes 2, 6, 7, o/, &',~/
donnent le méme plan diamétral, il faut ct il suffit que
ces cordes soient dans un méme plan paralléle anx
nératrices du cylindre.

gé-

Car il faut pour cela que I'on ait

O(a,8,7 e, 6,y
CatrCb+Cy CadrCbrCy’

ce qui indique que la direction des cordes est paralléle
au plan
o(r,y,s)—m(Cr+Cy+Cs)=o0,

m ¢étant Ja valeur de Pun des membres de égalité pré-
cédente.
Inversement, si la direction des cordes satisfait a la

relation
o, y.3)—m(Cr +Cy+C0Cs)=o,

les plans diamétraux correspondants sont les mémes.

Plans diamétraux singuliers.

19. Si la direction des cordes annule o(x, v, z), le
plan diamétral correspondant est, comine précédem-
ment, le lieu des droites qui, menées parallélement a la
direction o, &, v, ne rencontrent plus la surface.

Dans ce cas, le plan diamétral est rejeté a Uimfini, car
w(a,y 9 7) esty, aune constante pres, le carrd de

Olr, v, ).

Légalité ©(=,6,~)=o0 entraine 0(z,§,y)=o, et,
par suite, I'équation du plan diamétral sc réduit a

Co—+C6+ 0y =o.

Le plan diamétral sera indéterminé si les coeflicients
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2, G, satisfont aux deux conditions
8(2,6,7)=o,
Co 6+ 'y = o,
c¢'est-a-dire si la direction des cordes est paralléle aux
génératrices du cylindre.
On peut aisément suivre la variation de la position du
plan diamétral lorsque la direction des cordes varie.
Prenons pour axe des z une génératrice du cylindre,
pour origine un point quelconque de cette génératrice,
pour axe des x ct des y deux droites quelconques pas-
sant par ce point. L'équation de la surface est alors
Art= A2 oB 2y +20z+20y — o
avec
AA' — B"2=o.
Faisons une section dans la surface par le plan z=z,:
cette section est une parabole, et Ja trace du plan dia-

Fig. 4.

wétral de OA (fig. 4) sur le plan z =z, est précisé-
ment le diameétre MN de la divection o A dans la para-

bole.
Ann. de Mathémat.. 3¢ série, t. VII1. (Juin 188g.) 18
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Si le point A se déplace sur w A, c’est-a-dire si OA se
déplace dans le plan OwA, le plan diamétral reste le
méme; a mesure que le point A se rapproche de A, situé
sur la droite wA, paralléele 4 MN, le diamétre corres-
pondant a la direction w A s’éloigne 4 l'infini : par suile
le plan diamétral de OA, est rejeté a l'infini.

Si le point A s’approche de w, le plan diamétral cor-
respondant 4 OA a une position bien délerminée pour
chaque direction de OA, suivie par le point A, mais le
plan diamétral prend une position quelconque si I'on
considére des directions quelcon(lues OAj; par suite, le
plan diamétral conjugué de Ow est indéterminé.

20. Etant donné le plan ax +by +cz+d=o,
proposons-nous de déterminer le plan des directions des
cordes conjuguées de ce plan.

Pour qu’il soitdiamétral d’une direction 26y de cordes,
il faut que

16(aby)  mO(aby) n6(aby) Ca-C6+ 'y

« b ¢ d

On en tire

I m n Coom (V6 o (P ;

a e Tdolaby)
soit A la valear de ce rapp()rl .
On voit que
lr+my—+—ns 5

le plan donué doit done étre parallele aun plan
lr—my-+ns—o
ou
O(r. 1. 3)=o:

cette condition suffit pour qu’il soit diamétral d’une in-
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finité de divections situées dans un plan, ear équation
Cat+C8-+Cy=21d0(8,7y)

nous montre que, si la direction des cordes est dans le

plan
Cx —+ Cy—+(C'z= k d8(xr, Y 3),

les trois équations d’identification sont satisfaites, et
toutes les droites tracées dans ce plan ont pour plan dia-
métral le plan donné.

Enfin, si le cylindre parabolique se réduit 4 un sys-
teme de deux plans paralléles, toutes les directions de
cordes donnent le méme plan diamétral : nous ne nous
y arréterons pas.

CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1888.

Physique.

1. Microscope composé. On demande seulement la marche
des rayons lumineux et la mesure du grossissement.

2. Détermination, par la méthode de Dumas, de la densité
de la vapeur d’un liquide bouillant au-dessous de 100°.

Chimie.

Exposer les analogies qui conduisent a placer I'azote, le
phosphore et I'arsenic dans une méme famille naturelle.

Composition francaise.

Les Sociétés modernes sont en progrés évident sur celles
qui les ont précédées au point de vue de I'accroissement des
connaissances dans toutes les branches de la Science : elles
tendent manifestement a un adoucissement général des meeurs,
a un développement plus libre et plus heureux de 'humanité,
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L’idée de Patrie doit-elle étre entamée par cette évolution ?
Ne doit-elle pas, au contraire, se fortifier de plus en plus? La
nature, I'histoire, les aspirations les plus nobles de I’étre hu-
main ne se trouvent-clles pas d’accord pour commander d’en-
tretenir I'énergie morale que donne le patriotisme ?

Lacis.

Faire a 'encre de Chine & teintes plates le lavis d'un cone
de révolution reposant sur un socle cylindrique et se déta-
chant sur un fond gris dégradé a teintes fondues.

Nota. — Les traits pour le cadre, les arétes ou les contours
apparents des solides seront faits a I'encre.

On observera les filets de lumiére.

Caleul trigonomdtrique.
On donne dans un triangle les trois eotés

« == 12524, 62,
— 9030™ o=

b == 22639™ 27,
Qm 7

¢ o= 189[) ,.|~).

Déterminer les trois angles et la surface.

FEpure de Géomélrie descriptive.

Représenter par ses projections le solide qui reste quand,
d'une portion de cone supposée remplic, on enléve ce qui se
trouve i l'intéricur d’un cylindre donné.

Le cone est de révolution et a son axe vertical ; Pangle au
sommel est droit. La portion remplic va du sommet a un plan
horizontal mené a o™,12 plus bas.

Le cylindre est aussi de révolution. L'une de ses généra-
trices coincide avec celle des génératrices de front du cone,
qui cst située a droite sur la nappe inférieure. Son axe est en
avant de celui du cone; la perpendiculaire commune a ces
deux droites rencontre la seconde a o™, 09 au-dessous du somn-
met ; clle a o™. 03 de longueur.

On placera la projection horizontale du sommet du cone a
o™, 07 plus bas, et la projection verticale & 0™,19 plus haut que



(277)
le centre du cadre, sur la paralléle aux grands cotés mende
par ce point.

En fait de constructions autres que celles qui se rapportent
aux points remarquables, on ne laissera subsister dans le tracé
a 'encre que la détermination d’un point quelconque de chaque
courbe, et celle de la tangente au méme point.

AUTRE SUJET (1).

Un cube plein effectue une rotation entiére autour d’une de
ses diagonales : représenter, par ses projections, le solide
ainsi engendré.,

Chaque diagonale du cube a 24 de longueur; celle autour
de laquelle il tourne est de front et fait, avec le plan hori-
zontal, un angle égal & la sixiéme partic de Vangle droit; des
deux extrémités de cette diagonale, celle de droite est la plus
Clevée.

On placera les projections du centre du cube a 25™ de dis-
tance I'une de T'autre, de maniére que la droite qui les join-
drait ait pour milicu le centre du cadre et soit paralléle aux
grands coOtés.

En fait de constructions, et en dehors de celles qui se rap-
portent aux points remarquables, on ne Jaissera subsister dans
le tracé a Pencre que la détermination d’un point de chaque
courbe et celle de la tangente en ce point.

On n’indiquera aucune asymplote.

GONGOURS GENERAL DE 1883,

Philosophie.

PREMIER SUJET.

1. On donne un angle ROS et un point A sur P'un des cotés.
Par A on méne un cercle qui est tangent au c¢dLé OR et coupe

(') Fait par quelques él¢ves qui n'ont pu composer en néme
temps que fes autves,
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0S aux points B, C. On méne en B et C les tangentes CD et
BD. Puis on joint AB, AC:
1° Trouver les lieux du centre du cercle inscrit et des cen-
tres des cercles exinscrits au triangle ABG;
2° Trouver les lieux du centre du cercle inscrit et des cen-
tres des cercles exinscrits au triangle BCD (1).

2. Deux cercles de centres A et B se coupent suivant la
droite CC’ qui rencontre AB au point O.
Les droites AC et CB sont rectangulaires. On donne

AO:a, OB = b, (afb)

Trouver sur AB un point D tel que, si l'on éléve par ce point
une perpendiculaire 3 AB, qui rencontre les deux cercles, la
somme des carrés des cordes déterminées par la perpendicu-
laire soit égale a un carré donné K2. Discuter.

DEUXIEME SUJET.

1. On donne dans un plan deux points fixes A et A’; on
méne, dans ce plan, un cercle C de rayon quelconque tangent
4 la droite AA’ au point A et un cercle C' tangent a la méme
droite au point A’ et tangent au cercle C'. On méne la tan-
gente commune extéricure, autre que AA’, aux deux cercles
C, C'; soient B, B’ les deux points de contact. Sur BB’ comme
diamétre, dans le plan de la figure, on décrit un cercle C”:

1° Démontrer que tous les cercles tels que le cercle C7,
qu'on obtient en faisant varier le rayon du cercle G, sont tan-
gents @ un méme cercle fixe ;

2° Trouver le lieu du centre de chacun des cercles, tels que
le cercle C”, obtenus en faisant varier Ie rayon du cercle C.

2. Etant donnés les trois cotés a, b, ¢ d’un triangle ABC,
calculer les rayons de trois sphéres tangentes entre elles deux
a deux et tangentes au plan du triangle ABC, la premiére en
A, la seconde en B, la troisi¢éme en C. Cela fait, considérant

(*) Le concours a été annulé, parce que le lieu des centres des
cercles exinscrits au triangle BCD est une courbe du quatriéme
ordre, et que la Géomélrie élémentaire est seulc enseignée en Phi-
[n.m/»/rip.
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les deux cOtés @ et b comme seuls connus, déterminer le troi-
siéme coOté ¢ de fagon que la somme des rayons des trois
sphéres soit égale & une longueur donnée /. Discuter ce der-
nier probléme, seulement dans le cas particulier ot b = a; et
reconnaitre alors, suivant la grandeur de /, dans cas quel I'angle
ACB est moindre que 60°, compris entre 60° et go°, plus grand
que go°.

ECOLE FORESTIERE (CONCOURS DE 1888).

Mathématiques.

1. a et b désignant les cdtés de Pangle droit d'un triangle
rcctangle, 2 la hauteur perpendiculaire sur 'hypoténuse,
prouver la relation

2

I
;::—»——*—--b—i.

En conclure le moyen de construire géométriquement la
longueur £ donnée par la relation

P
B
~
2
~
>
8
o~
o

ou a, b. ..., ! sont des longueurs données, en nombre quel-
conque.

2. Un voyageur doit se rendre du point A au point G parla
voie ferrée AX et par une voie partant d'un point indéterminé
B de AX et se dirigeant vers lc point C. On demande de dé-
terminer le point B de facon que sa dépense soit minima,
sachant que, payant place entiére sur la voie BC, le voyageur

I . .
paye seulement - du tarif sur la voie AX.

On interprétera toutes les solutions, et 'on examincra spé-
cialement les cas de n = % ct de n = 1.
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Trigonométrie et calcul logarithmique.

1. Trouver la différence de hauteur de deux points inacces-
sibles.

2. On donne, dans un triangle, les trois hauteurs

h =12566™,368, k' = 9424™,776, A" = 7339™,8208 ;

on demande les cotés et les angles.

AGREGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPECIAL
(GONCOURS DE 1887).

Algébre et Trigonométrie.

On considére un quadrilatére convexe ABCD, le centre de
gravité G de sa surface, et le point de rencontre O de ses dia—
gonales. Soient a, B, v, ¢ les aires respectives des triangles
GAB, GBC, GCD, GDA et o, B, v, ¢ celles des triangles
0AB, OBG, OCD, ODA :

1° Démontrer que la surface S du quadrilatére est exprimée
par le bindme 32—+ v, ou par les bindmes analogues ;

»¢ Trouver la relation entre les quatre surfaces o', ', +', ¢,
puis la relation entre les surfaces a, 8, v, ¢;

3° Résoudre le quadrilatére, sachant que les distances du
centre de gravité G aux cotés AB, BG, CD, DA sont respecti-
vement (en métres)

et sachant, en outre, que 'on a (en métres carrés)

5 — P e . - ] o P— . A - S
a--8=75r By =g, ;0= qr, g = :
ot r désigne la racine positive de I'équation

Pl =-16r — 1= o.
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Mécanique.

Un fil de fer vertical AB, de 10™ de longuecur, et dont la
seetion normale mesure 50"™9, est fixé par son extrémité supé-
rieure A, et se termine par un crochet a son extrémité infé-
rieure B. Ce fil s'allonge de 1°® quand on exerce sur lui, sans
choc, une traction de 20* par millimétre carré de sa section,
ct, pour des tractions moindres, I'allongement est propor-
tionnel a la traction. Cela posé, le fil de fer étant au repos,
on accroche en B, sans choc, une charge donnée de P kilo-
grammes, assez faible pour que les allongements ne dépassent
pas 1", et 'on demande :

1° Quel sera le plus grand allongement absolu qu’éprouvera
le fil, ou de combien s’abaissera le crochet B?

2° Au bout de combien de temps se produira cet allonge-
ment maximum ?

3¢ Si cet allongement persistera, ct quelles seront les prin-
cipales circonstances du mouvement ?

4° Quelle est la plus grande valeur que puisse avoir le poids
P sans que la limite de 1™, pour les allongements, soit dé-
passée ?

On négligera la masse et le poids du fil ¢n comparaison de
la masse et du poids du fardeau.

Géométrie descriptive.

Une sphére opaque est posée sur le plan horizontal, ¢t un
angle droit est donné dans ce plan. Construire un point tel que,
si 'on y place une lumiére, 'ombre que portera la sphére sur
le plan horizontal soit limitéc par une parabole tangente aux
deux cotés de langle droit donné. Déterminer cette ombre
portée, ainsi que 'ombre propre de la sphére.

Epreuve pratique de calcul.
On donne la base BC = a d'un triangle et les angles adja-

cents B et C. Inscrire au triangle ainsi défini un triangle équi-
latéral dont un eaté NT soit paralléle a la base BC du triangle,
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MB . .
J[c ainsi que les
segments MB, MC et le coté NP du triangle équilatéral.

On cherchera expression du rapport &k =

Application : BC = 1294™,67; B = 50°3'57"; C = 3¢9°56'3".

Epreuve pratique de Géométrie descriptive.

Unc demi-sphére creuse ACB, éclairée par le point lumineux
P, repose, par son sommet C, sur le plan horizontal. Déter-
miner 'ombre propre, ainsi que Pombre portée sur le plan
horizontal.

Données numériques. — Le centre O de la sphére est a 5™
au-dessus du plan horizontal et & 85™ en avant du plan ver-
tical. Le point P est situé dans le plan de front qui contient
ce centre, a 125™™ au-dessus du plan horizontal et a la méme
distance de 125™ a droite de la verticale du centre.

GONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENGE
(TOULOUSE 1888).

1. Décomposer en deux facteurs réels du second degré le

polvnéme

Zh— fad cosa cosh —v222(1 -i- cosara + c0s2b)
--4x cosacosh =-1,

2. On donne une ellipse rapportée a son axe et sur cette
ellipse un point M(2',y'); former I'équation générale des co-
niques osculatrices a I'ellipse au point M.

Exprimer que cette équation représente unc parabole ; dé-
montrer ensuite que, par un point P(a, 8) du plan, il passc
quatre de ces paraboles, que les quatre points (', ') corres-
pondants sont situés sur deux droites paralléles, et que, parmi
eux, deux au plus sont réels.

Former I'équation d'une parabole passant par les gquatre
points (&', ') qui correspondent & un point (a, 3), et trouver
le licu décrit par cc dernier point lorsque la parabole en ques-
tion passe par un point fixe du plan.
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NAVALE
(1888).

Arithmétique.

Calculer & moins de¢ 0,01 prés en centi¢mes la valeur de l'ex-

pression
/ > () 8~ GH‘»LI

Algebre.

Etant donnés un triangle ABC, rectangle en A et isoscéle, ct
un point D situé sur le c6té AB, par un point X situé sur le
coté AC on méne XE paralléle 3 AB et I'on joint ED. Dési-
gnant par & le cdté AB = AC, par «x la distance CX = XE et
par d la distance AD, on demande :

1° L’expression du volume engendré par le trapéze AXED
tournant autour de AC;

2° L’interprétation géométrique dont cette expression est
susceptible lorsque 'on donne a x des valeurs négatives ;

3° L’étude des variations du volume représenté par cette
expression quand le point X se meut sur AC et sur son pro-
longement au dela du point C;

4° L'étude du méme probléme en supposant le point D situ¢
a droite de B;

5° L'étude du méme probléme en supposant le point D situé
{ gauche de A.

Géomeltrie descriptive.
Une droite est définie par les deux points (a, a’) (b, 0") ().

aa = 42“""7
3 b — 21|nm’
== r2mm,
— r)8\|\mv
’3 — Soulm‘

(1) 2 et 3 sont les points d'intersection avec la ligue de terrc des
lignes de rappel aa’, bb'.
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On demande

1* De déterminer les projections de la perpendiculaire com-'
mune a cette droite et a la ligne de terre ;

2° De tracer les projections de la sphére décrite sur cette
perpendiculaire comme diamétre ;

Intersection avec les plans de projection ;

3° De tracer les projections du cube circonscrit a cette
sphére dont P'une des faces passe par la droite donnée et dont
I'ine des arétes est paralléle a cette droite.

Calcul trigonométrique.
Calculer les valeurs de x comprises entre 0° et 360° qui sa-
tisfont a P'équation
0,0643217 1< cos212°10 22"

sint . 20
Sin (2.(' == 1) == - ~ .
) (tang321°21'19" )%

Géométrie.

D'un point pris sur la surface d’une sphére, on peut tou-
jours abaisser un are de grand cercle perpendiculaire @ un
petit cercle donné.

Définitions et théorémes a Pappui.

Propriétés des ares de grand cercle perpendiculaires et obli-
ques a un are de petit cercle.

Géomdétrie analytique.

Les axes ¢tant supposés rectangulaires, on considére la co-

nique définic par 'équation
(@ — @)t y2 — g3)(1= m2) — (y — ma)2 = o,

dans laquelle @ et p sont des constantes et m2 un paramctre
variable.

On demande de montrer :

1° Que cette conique a un double contact avec la circonfc-
rence

- 20 92 n2 —
(2 - a)y-) p2=0

au point ott elle est coupée par la droite

¥ =0



( 285)

2° Que cette conique est une parabole quel que soit le para-
‘métre m.

Trouver I'équation de I'axe de cette parabole.

Cet axe passe par un point fixe quand m varie.

Lieu géométrigne des points de contact des tangentes me-
nées par I'origine a toutes ces paraboles.

3° Aux points ou chacune de ces paraboles coupe Paxe des
r, on méne des normales.

Lieu géométrique du point de rencontre de ces normales.

CONCOURS IVADMISSION A L’ECOLE SPECIALE MILITAIRE
(1888).

Mathématiques.

1. AB et A'B’ cont deux droites paralléles et AA" est une
perpendiculaire commune a ces deux droites qui les rencontre
en A et A'. Sur ces deux droites on prend, d'un méme coté de
AAY, deux longneurs AO =z et A"O"= y, qui sont variables,

2
mais lies entre elles par Ia relation ry = %, a désignant la
distance AA'. De O ct de O' comme centres, avec les ravons
¢t y, on décrit deux circonférences :

1° Démontrer que ces deux circonférences sont tangentes ;

2" Trouver le lieu de leur point de contact ;

3° M désignant ce point de contact, on meéne la droite AM,
que I'on prolonge jusqu'a sa rencontre G’ avec A'B’; on meéne
de méme A'M que P'on prolonge jusqu’a sa rencontre G avee
AB, on joint CC'.

Déterminer 2 et y de maniére que le trapéze AA'C/C ait une
surface donnée.

2. On donne un cone circulaire droit et un point A sur le
plan de sa base. On méne par ce point A une droite rencon-
trant la circonférence de base aux points B et G. Quelle doit
étre la distance de cette droite au centre de la base, pour
que le triangle SBC ait une surface donnée (S étant le som-
met du cdne) ?
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3. Dans un triangle I'angle A est de 72°2745",7 et le rap-
2

port des cotés qui le comprennent est égala \/3; calculer los

angles B et C.
Géométrie descriplive.

Un tétraédre SABG, dont la face ABC est située sur le plan
horizontal, est déterminé de la maniére suivante : le sommet
S a pour cote 70™™, et pour éloignement 30™™. L’aréte SA est
dans un plan de profil et le point A a pour éloignement 115™™.
La face SBC (B a gauche) est paralléle au plan vertical. Les
faces SAB et SAC font chacune avec le plan de profil qui con-
ticnt I'aréte SA un angle de 45°. — Sur I'aréte SB on prend,
entre S et B, un point D & 20™" du sommet S, et par ce point
D on méne un plan perpendiculaire a Paréte SB; ce plan
coupe SC en E et SA en F :

1° Construire les projections du triangle DEF ;

2° On considére la sphére qui a DE pour diamétre : repré-
senter le solide commun a cette sphére ct au tétraédre.

Lavis.

Laver, soit a teintes plates superposées, soit a teintes fon-
dues, la projection verticale d’une borne en pierre formée d’un
prisme octogonal régulier surmonté d’un cylindre.

Les rayons lumineux sont paralléles a une droite dont les
deux projections font des angles de 45° avec la partie gauche
de la ligne de terre.

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
EN 1888.

Mathématiques.
1. Voir I'énoncé, 3¢ série, t. VII, p. 314.
2. Construire la courbe représentée par I'équation

L — 3= oy — )2 — g {2y — 3x) = o.
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Physique.

1. Quelle quantité de chaleur au maximum pourra céder 1™

d'air chauffé sous la pression atmosphérique & telle tempéra-
ture aussi élevée que I'on voudra ?

2. Une lunette astronomique est munie d’un réticule formé
de deux fils paralléles. En face de cette lunette est disposée
une mire divisée en centimétres. Pour que le nombre de cen-
timétres que I'on voit entre les deux fils du réticule soit pro-
portionnel & la distance de la mire au pied vertical qui sup-
porte la lunette, on a intercalé dans celle-ci une troisiéme
lentille. Etudier I'instrument ainsi modifié.

ERRATA AUX TABLES DES QUARTS DE CARRES
DE J. BLATER (').

Transmis par M. ApoLFr WEIXLER, employé du Bureau de trian-
gulation au Palais Royal Impérial de PEtablissement géographique
militaire a Vienne (Autriche).

Arguments.
e —— N — -
Pages. Subdivision. ligne de N.  Colonne B. Au lieu de : Lisez :
28 ... I 62 134 150 158
184 ... 1 94 018 354 356
187 ... 1 96 18 : 27

(') BLATER (Joseph). — Zable des quarts de carres de tous les
nombres entiers de 1 a 200000, servant a simplifier la multiplication,
I’élévation au carré, ainsi que V’extraction de la racine carrée, et
vendre plus certains les résultats de ces opérations, publiées avec
la collaboration de A. SteiNnauskr, Conseiller impérial a Vienne.
Grand in-4°; 1888. Prix : Broché, 15; cartonné avec signets de
parchemin, 20"
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL EN 1889

Par M. G. LEINEKUGEL,

Eléve de Mathémaliques spéciales au lycée de Douai.

On donne un cercle ayant pour centre le point O et
une parabole P, on considére les coniques C inscrites
dans le quadrilatére formé par les tangentes com-
munes au cercle et & la parabole. Cela posé, on de-
mande :

1° De trouver Uenveloppe des polaires A du centre
O par rapport aux coniques G

2° L’enveloppe des tangentes & aux coniques C
telles que la normale au point de contact passe par O
Lenveloppe des axes des coniques C. Le lieu géomé-
trique des pieds des perpendiculaires abaissées de O
sur A, sur les tangentes ¢ et sur les axes de C.

1° Nous nous appuierons sur cette propriété bien
connue (Cnasces, Zraité des Sections coniques) :

Le lieu des centres (c¢) des coniques circonscrites a
un quadrilatére donné est une hyperbole équilatére.

Cette hyperbole équilatére, dite hyperbole des neuf
points, passe, comme on le sait, par les sommets du
triangle formé par les diagonales du quadrilatére, par
les milieux des cotés et des diagonales intérieures. Elle
a pour centre le centre de gravité du quadrilatére.

Si 'on suppose que le quadrilatére abed anquel sont
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circonscrites les coniques (¢) est déterminé par Finter-
scction d’un cercle (O) et d’'une conique (p), hyper-
bole équilatére (%) des neuf points relative aux coni-
ques (C) aura ses asymptotes paralléles aux bissectrices
de deux cotés du quadrilatére, puisque ce sont les di-
rections des axes des deux paraboles circonscrites a
abed.

Les axes des coniques (c) sont, d’ailleurs, paralléles
a ces mémes droites (théoréme de Joachimstahl).

Cette hyperbole équilatére (%) passera par le centre
du cercle (O) qui fait partie de la famille des coniques
(c) circonscrites a abed. Supposons en outre que la co-
nique (p) passe par le centre de (O).

Sinous transformons la figure précédente par polaires
réciproques par rapport au cercle (O), nous obtenons la
réponse a la premiére question :

L’enveloppe de la polaire A du centre d'un cercle
(O) par rapport aux coniques (C) inscrites dans le
quadrilatére circonscrit au cercle (O) et a une para-
bole donnée (P) est une parabole (H) inscrite dans le
triangle autopolaire commun aux coniques (C) et ad-
mettant pour directrice la droite qui joint les miliewr
des diagonales du quadrilatére circonscrir & (O) et

a (P).

Cette parabole (H) est la translormée de (/) par rap-
port a (O). De sorte qu’au lieu des poles a de la droite
de Pinfini par rapport aux coniques (c) correspond
Penveloppe de la polaire A du centre de (O) par rapport
aux coniques (C).

Cette transformée est une parabole parce que (h)
passe par le centre du cercle (O). De plus, comme ['hy-
perbole équilatére (/) passait par les milieux des cotés

Ann. de Mathemat., 3¢ sérvie, t. VIIL. (Juin 188y.) 19
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et des diagonales intéricures du quadrilatére abed, les
six droites menées par les six sommets du quadrilatére
ABCDEF [circonscrit a (O), les points de contact érant
a, b, ¢, d] parallélement i leurs polaires respectives
seront six tangentes a cette parabole (H).

On peut voir a priori que les quatre droites AC, BD,
EF et la droite de Pinfini sont des tangentes a 'enve-
loppe cherchée. Les trois droites AC, BD, EF peuvent,
en ellet, étre considérées comme représentant trois co-
niques inscrites dans le quadrilatére ABCDEF. Les po-
laires de o par rapport a ces coniques réduites a des
droites doubles sont précisément ces droites. Quant a
la droite de 'infini, c’est la polaire de o par rapport au
cercle (O) qui appartient aux coniques (C) inscrites
dans le quadrilatere ABCDEF.

L’hyperbole (%) passant par les sommets du triangle
MNP formé par les diagonales de abed, la parabole (H)
sera inscrite dans ce triangle. Sa direction passera, par
suite, par le centre o de (O) puisque MNP est auto-
polaire par rapport i ce cercle. Je dis maintenant que
cette directrice est précisément la droite joignant les
milieux des diagonales du quadrilatére ABCDEF qui
contient o ct qui est appelée droite de Newton.

Nous nous appuierons pour ccla sur ces deux pro-
priétés :

Lemme I — L’hyperbole (h) lieu des centres des
coniques (¢) passant par l'intersection d’un cercle (O)
et d’une conique (p) qui passe par son centre O a pour
tangente en ce point o la normale ¢ (p).

Lemme II. — Quand on transforme par polaires re-
ciproques une parabole, le centre du cercle (O) par rap-
port anguel on transforme étant sur la directrice, on
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obtient une hyperbole équilatére tangente a la direc-
trice au centre du cercle (O) et réciproquement ().

Cela posé, quand nous transformons la conique (p),
la direction des diamétres de la parabole (P) trans-
formée de (p) par rapport a (O) est la droite A de
Newton relative au quadrilatére ABCD.

Cette droite n’est autre que la normale a (p) en o,
qui est la tangente a (%) en ce point (lemme I) et,
d’apres le lemme II, ce sera la directrice de (H).

Comme les paralleles menées par ABCD a leurs po-
laires par rapport a (O) sont quatre tangentes a (H), il
résulte de la que le quadrilatére inscriptible «2v3 ainsi
formé est tel que la droite A qui joint les milieux de ses
diagonales est perpendiculaire a la droite A de Newton
du quadrilatére ABCD, d’ou ce théoréme :

Tntorime 1. — Si, par les quatre sommets d’un qua-

(') Considérons une hyperbole équilatére (%) de centre G (a, 3),

(h) Zy — By —ax —o,

(0) Zi Yt —p? = o,

La transformée par polaires réciproques sera, par rapport au cercle
(0),

(H) (2y — Bz —o)—jppxr=o,

qui est une parabole (H) admettant pour direction des diamétres la
droite ayy — B2 = o perpendiculaire a la droite £y -4-az =o qui
est la tangente en o a (&). Cette parabole est de plus tangente aux
deux paralléles, aux asymptotes de (~) menées par le centre o de
(0).

Sa directrice est la dvoite 3y + ax = o perpendiculaire a la di-
rection des diamétres et passant par l'origine qui est le sommet
d’un angle droit circonscrit a (H). On voit que cette directrice
n’est autre que la tangente a (k) en ce point o.

Cette droite By -+ az = o est paralléle a la polaire du centre G
(a, B) de (h) par rapport a (O) qui a pour équation

) 2 —
Sy A-ax 0* = 0.
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drilatére circonserit a un cercle, on mene des paral-
leles a leurs polaires par rapport au cercle, ces quatre
dernicres droites forment un second quadrilatére qui
est tel que la droite qui joint les milieux de ses diago-
nales est perpendiculaire & la droite analogue dans le

premier.

La droite A’ donne en effet la divection des diamétres
de H.

Cette seconde partie se déduira immédiatement de la
propriété suivante, que nous allons élablir :

Levwe M. — L'hyperbole aux pieds des normales
menées du centre d’un cercle a l'une des coniques qui
sont circonscrites & un quadrilatére inscrit dans ce
cercle est la méme pour toutes les coniques et coincide
avec I'lyperbole des neuf points relative a ce quadri-

latere.

En cllet, considérons 'une des coniques (¢y) 3 hy-
perbole (%) aux pieds des normales menées de o a (¢y)
n’est autre que hyperbole (h). Les axes de (¢,) sont,
comme on le sait, paralléles aux bissectrices de deux des
cotés du quadrilatére abed 5 c’est-a-dire que les asym-
ptotes de (%) et (hy) sont paralleles. De plus, (%) et
(%y) ont encore en commun le centre o du cercle (O)
et le centre de la conique (¢y) considérée; pour qu’elles
coincident, il suflit de montrer qu'elles ont un cin-
quiéme point commun. Or, si nous montrons que ceci
a lieu pour I'une des coniques (c), il est évident, par
raison de continuité, que ce sera vrai pour P'une quel-
conque des coniques (C).

Prenons, a ceteflet, les coniques particuliéres (ac, bd ),
(ab, dc) et (ad, be)y les pieds des normales menées de
o sur (ac, bd) sont les milicux des segments ac el bd.

Or ces poiuts apparticnnent a k.



(293)

Pour cette conique (¢) particuliére les deux hyper-
boles coincident; il en est de méme pour les coniques
(ab, dc); la propriété est par suite démontrée.

Si P'on transforme par rapport au cercle (O), nous
en déduisons :

L’enveloppe des tangentes & awx coniques (C) in-
serites dans un quadrilatére circonscrit & un cercle ()
et & une parabole (P) aux points oiw la normale passe
par le centre o de (O) est la parabole (1) tangente
aux cdlés du triangle autopolaire commun aux coni-
ques (C) et admettant pour directrice la droite de
Newton A relative ¢ ce quadrilatére.

Remarquons que cctte parabole (H) a son axe per-
pendiculaire a celui de (P); par suite, les paraboles (D)
et (0) se coupent en quatre points formant un quadri.
latére inscriptible dans un cercle.

Nous rappelons, pour trouver I'enveloppe des axes,
cette propriélé bien connue :

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un
quadrilatere est la droite joignant les miliewr des dia-
gonales; cette droite est dite droite de Newton rela-
tive & ce quadrilatére.

Je dis que I'enveloppe des axes des coniques (C) est
la parabole (H) déja trouvée. .

Considérons, en eflet, un point w sur la droite de
Newton relative au quadrilatere ABCD 5 il existe une ct
une seule conique (C) tangente a trois cotés du quadri-
latére et admettant ce point @ pour centre. Elle sera
évidemment tangente au quatriéme cOté. Puisqu’il
n’existe qu'une seule conique (C) admetlant ce point v
pour centre, il n’y a que deux droites rectangulaires qui
passent par ce point et (ui soient tangentes a U'enve-
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loppe cherchée. Cette enveloppe de seconde classe sera
conséquemment une conique. Cette conique étant telle
que le lieu des sommets des angles droits qui lui sont
circonscrits est une droite A, c’est une parabole admet-
tant A pour directrice.

Si I'on considére les coniques particuliéres AC, BD,
EF, on voit que ces droites et les perpendiculaires
en leurs milieux sont six droites tangentes a cette para-
bole qui est précisément la parabole H comme ayant en
commun avec elle trois tangentes et la directrice.

Nous déduisons de ce qui précéde les propriétés re-
marquables, peut-étre nouvelles, du quadrilatére cir-

conscrit a un cercle.

Tutorime U. — Les perpendiculaires aux diago-
nales d’un quadrilatére circonscrit & un cercle en leurs
milieux forment untriangle dont le point de concours
des hauteurs est sur la droite de Newton de ce qua-
drilatére.

Tutonime Il bis. — Etant donné un quadrilatére
quelconque, il existe toujours une parabole(H) tangente
aux trois diagonales et admettant pour directrice la
droite de Newton de ce quadrilatére.

Tutorime IIl. — Ktant donné un quadrilatere
ABCD circonscrit a un cercle (O), si l'on circonscrit
le cercle (Ty) au quadrilatére afy0 obtenu en menant
des points A, B, C, D des paralléles a leurs polaires
par rapport a (O), et les cercles (Ty), (T's) circonscrits
aux triangles formes, l'un par les trois diagonales de
ABCD, lautre par les perpendiculaires élevées aux
milieux de ces diagonales, on obtient trois cercles
(Ty), (T,) et (T3) se coupant en un méme point. Les
projections orthogonales de ce point sur les cétes des
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deux triangles et sur les cotés du quadrilatere a3ys
sont dix points situés sur une droite perpendiculaire a
la droite de Newton relative au quadrilatére ABCD.

Tutorime IV. — Etant donné un quadrilatére cir-
conscrit a un cercle, sil’on trace les s meétrigues des
trois diagonales par rapport & la droite de Newton
relative & ce quadrilatére, on obtient trois droiles
concourantes sur le cercle circonscrit au triangle formé
par les trois diagonales.

Trtorime V. — La perpendiculaire mende du centre
o d’un cercle (O) a la droite de Newton relative & un
quadrilatére circonscrit a ce cercle passe par le centre
G de gravité du quadrilatére inscrit dans ce cercle et
qut a pour sommets les points de contact du premier.

Ce dernier théoréme résulte de ce que la polaire (')
du centre de gravité G du quadrilatére inscrit par rap-
port au cercle est paralléle a la droite de Newton du
quadrilatére circonscrit, de sorte que GO est pcrpendi;
culaire a la droite de Newton.

Remarquons que la premiére et la troisiéme question
sont susceplibles de généralisation.

1° Lenveloppe de la polaire A d’un point de la
droite de Newton d’un quadrilatére quelconque par
rapport aux conigues (G) inscrites dans ce quadrila-
tére est une parabole (H,) inscrite de ce triangle auto-
polaire commun aux coniques (C).

2° L’enveloppe des axes des coniques (C) inscrites
dans un quadrilatére quelconque est la parabole (H)

(') La polaire de G est donc bien paralléle a la directrice, c’est
a-dire a la droite de Newton.
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inscrite dans le triangle autopolaire commun aux co-
niques (G), sa directrice €tant la droite A de Newton
de ce quadrilaiére.

H »n’y a rien & modifier, pour la démonstration, aux
méthodes données. Les paraboles (H) et (Hy) ne coin-
cident que si le quadrilatére est circonscrit & un cercle.
I1 résulte de cette généralisation que les théorémes 11
et IV sont encore vrais pour un quadrilatére quel-
conque.

La scconde question ne peut se généraliser, car le
licu dans le cas d'un quadrilatére quelconque est une
quartique qui, lorsque le quadrilatére est circonserit
a un cercle, se décompose en deux coniques : le cercle

et la parabole (H).

Cherchons maintenant la polaire de O par rapport a
cette parabole remarquable; nous résolvons ainsi la der-
niére partie de la question.

Cette polaire sera une cubique circulaire unicursale
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