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SUR L’EXISTENCE DE TROIS RACINES REELLES DE L’EQUATION
QUI DETERMINE LES AXES PRINCIPAUX D'UN CONE;

Par M. Frirz HOFMANN.

L’équation
ay—X\ ap a3
a Aga— N Ay .
(A) 2 22 2 = 0
as; ass asz— A ...
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(ou tous les termes de la diagonale sont de la forme
a;— A, et ou nous supposons @;;== ax;), ¢'est-a-dire
I'équation séculaire (Larrace, Mécan. cél., I Partie,
p- 2, art. 56) donne des racines exclusivement réelles
quand elle est résolue par rapport a A.

La démonstration de ce théoréme général a occupé
les géométres depuis longtemps. Parmi les démonstra-
tions données, je mentionne celles qui se trouvent citées
dans les Lessons introductory to the modern higher
Algebra, par M. Sarmon, art. 26, exemple 10 (donnée
par M. Svrvester, Philosoph. Magazine; 1852) et
art. 46 (donnée par M. Borcuaror, Journal de Liou-
ville, v. X1I, p. 50).

Nous tacherons de donner une démonstration tout
a fait élémentaire de ce théoréme pour le cas ou le
degré de 'équation et le nombre des lignes et colonnes
du déterminant (A) se réduisent a 3. Clest le cas qui
revient le plus souvent dans la Géométrie pure et dans
la Mécanique.

La solution de I'équation suivante

ay— A (23T} a3
(43) (223 @y — ) Ay =0
aszy 223 azz— h

équivaut a la solution du probléme : déterminer les trois
axes principaux d'un cone du deuxiéme degré. Nous
nous proposons de démontrer que cette équation (A;)
a trois racines A exclusivement réelles. Une partie de la
démonstration sera de nature transcendante, en s’ap-
puyant sur un théoréme d’Analyse; la seconde partie
nécessitera seulement les opérations les plus élémen-
taires de la Géométrie synthétique.

I. Etant donnée I’équation d’'un cone dont V'origine

.
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est le sommet
0= X2+ dypy?+ az3 3?2
(A) S 1 e
{ G AAa3 JF A 23 5T 2015 TV,
I'équation du plan polaire du point (&', 3/, 2'), pris par
rapport au cone (A), s’éerit

o= (ayr'+apy+a;s)x
(B) (A —dayy + ayz)y

“(anz' =~ azpy' + azs') z.

Siun point (2, y/, z’) de 'espace était connu dont le
plan polaire (B) fiit perpendiculaire au rayon mené de
Vorigine au point (2, ', z’), ce rayon méme serait un
axe principal du cone A.

Or on connait I’équation d’un plan passant par l'ori-
gine ct perpendiculaire a la droite qui joint I'origine a
un point (x', ', ) :

(C) 6 =xz'+ yy'+ 55

Les deux plans (B) et (C) coincideront si les cocffi-
cients homologues des deux équations (B) et (C) sont
égaux aun facteur A prés; ¢’est-a-dire si 'on a en méme
temps

| an '+ ap Y+ ap s =\,

An @' —+ @y y' 4+ aps =Ny,
an @ 4+ azpy' + az s = Az,
ou
(an— N o'+ @y’ + a3z’ = o,
(D) an T 4 (aga— M)y = a3 = o,
@'+ azg ¥y +(azgz—h)s' =o.

En général, les coefficients ay et le facteur de pro-
portionnalité k pris & volonté, il n’y aura pas de solu-
tions (x', ', z') communes aux trois équations du systéme
(D). Mais, quand on a trouvé unx quirend les trois équa-
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tions (D) accordables entre elles, la détermination des
rapports x': 3’ ¢ z’ est un probléme linéaire.
Mais c’est justement 'équation

Az=0

qui constitue la condition nécessaire et suffisante pour
que les trois équations (D) puissent coexister. Pour
déterminerles points a’, ¥, z’situés sur un axe principal,
il faut donc résoudre une équation du troisi¢me degré
en A. Cette équation, étant de degré impair, a toujours
au moins une racine réelle : c’est 'emploi de ce théo-
réme appartenant a I'analyse qui constitue ce que nous
avons nommé la partie transcendante de notre démon-
stration.

II. Aprés avoir déterminé une racine réclle de I'équa-
tion A; = o, nous retournerons au systéme (1)) qui nous
permet de trouver les rapports x': y' 1 2/

deux quelconques des trois équations (D).
Par exemple, de

en employant

( (ayy—A) &' +agpn '+ a33' = o,
(E)

A& + (A — W) ¥+ ay s = o,

on lire

g a3

(F) 2':y':5'=

a3 (l“'—')\ l | (111—)\ [22%)

Ap—h ay a3 Ay A2y ay— A

Ainsi un axe principal du cone (A) est trouvé; nous
I'appelons p. 1l coincide avee le rayon qui vadelorigine
a tous les points del’espace dont les coordonnées &/, 3, z'
satisfont a (I'); car, en substituant les valeurs a2/, 5/, 2’
dans les dcux équations (B), on trouverait que ces deux
plans coincident.

Nousappellerons B, leplan polaired’un point (2, 3/, 2')
sur p; nous verrons plus tard que, pour nos conclusions,



les deux cas, ou B, coupe le cone et ou il ne le coupe
pas, n’ofirent pas de différence essentielle.

Suar ce plan polaire B, d'un point (&, y/, z') situé
sur p, il y aun nombre infini de couples de droites qui
passent par lorigine et sont conjuguées, deux a deux, par
rapport au cone (A).

Si nous étions A méme de déterminer un de ces couples
dont les deux droites formeraient un angle droit & o~
rigine, nous aurions déterminé en méme temps les deux
axes principaux du cone qui restent encore inconnus.

Car, imaginons deux droites d, et d,, situées dans le
plan polaire B, de la ligne p, conjuguées par rapport au
cone et perpendiculaires 'une a Dautre, passant par
l'origine, comme cela doit étre. Le plan polaire du
rayon d, passera par p et par d, el sera perpendicu-
laire & d,, puisqu’il conticnt deux droites p et d, qui
sont perpendiculaires a d,. Donc d, et d, seraient les
deux autres axes principaux du cone.

Pour trouver les deux rayons par l'origine dans le
plan B, qui soient en méme temps conjugues pour (A)
ct perpendiculaires entre cux, on ménera dans le plan
B, une section conique K par l'origine ( fig. 1). On
construira, quand B, ne coupe pas le cone, deux fois un
couple de deux droites conjuguées par rapport a (A),
par exemple les droites oo, B3,

On sait qu’aprés avoir construit le point C de la
maniére indiquée dans la figure (comme point d’inter-
section des deux droites qui joignent les points ou les
droites d’un couple rencontrent la section conique), on
peut 'employer pour donner tous les couples de droites
conjuguées du plan B,.

On sail de méme que, quand on inscrit un triangle
quelconque & angle droit dans la section conique K, de
maniére que le sommet de Pangle droit coincide avee
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un point lixe 0, 0, o de lasection conique, I’hypoténuse
de ce triangle passe toujours par un point fixe X « l'in-
térieur (') de la section conique.

Fig. 1.

n joignant les deux points X et C, on obtient deux
points d'intersection de cette droite de jonction avee K :
S, Oa.

Les rayons quivontde l'origine 4 ¢, et 9, sontles deux
axes d,, d, cherchés; on sait qu’ils sont conjugués

par rapport au cone, puisque le point C (le centre de

(') Si le point X pouvait se trouver exterieur a la section conique,
il fournirait deux points de contact §,, §, réels de ses tangentes a K .
mais les deux droites qui forment un angle droit ne peuvent jamais
coincider en une seule droite (o0, o, 0) a k.
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Pinvolution) est sur la méme droite avec les deux points
ou le couple d,d, rencontre la scction conique; on sait
de méme qu’ils sont perpendiculaires, puisque cette
droite passe par X.

La fig. 1 sc rapporte au cas ou le plan polaire de la
droite p n’aurait pas coupé le cone (A). Mais, quand le
plan B, rencontre le cone (A) en deux droites réelles, la
figure el la construction de d, d» se simplifient encore.

Etant données les deux droites 5o’ ou B, rencontre le
cone (A), on construira les tangentes aK aux points d’in-
tersection de o et ' avee Ky ce qui donne un point d’in-
tersection de ces deux tangentes C ( fig. 2).

Fig. ».

Les constructions suivantes sont les mémes qu’au-
paravant. On joindra X ct C, ce qui donne dcux points
d’intersection 6, 5, sur la courbe K. Les ravons qui
vont de Uorigine & 3, et ¢, sont encore les solutions
cherchées. Les droites dy et d, sont conjuguées par
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‘rapport a (A), puisqu’elles séparent en rapport harmo-
nique les directions o et &5 clles sont perpendiculaires
puisque la droite 3,8, passe par X.

La substitution des coordonnées ', 1 y| 12, ou
a1y, 2z, (de points situés sur I'un ou I'autre de ces
axes principaux) dans une équation quelconque du sys-
teme (D) donnerait dircctement les deux valeurs de A
qui satisferaient & I'équation (A;). On voit qu'elles
sont bien réelles, puisque les coordonnées ', 1y, 1 2, ou
Xy 1 vyt 3, qui les établissent au moyen de (D), ont été
trouvées réelles. Car une droite quelconque XC menée
par un point X & 'intérieur d’une section conique cou-
pera toujours la section conique en deux points 3,, ¢,
réels.

On voit que c’est, en {in de compte, unc banalité qui
permet de démontrer la réalité des racines de I'équation
séculaire, quand celle-ci est du troisicme degré.

Malheureusement notre méthode ne saurait étre
étendue a des degrés supérieurs a trois; hatons-nous
d’ajouter qu’elle ne veut prétendre ni 4 grande portée,
ni a grande profondeur : elle ne veut que populariser
en quelque sorte le résultat de I’Algébre, en montrant
que la géométrie synthétique, une racine X une fois
écartée par un procédé transcendant, sait non sculement
démontrer la réalité des deux autres racines, mais en-
core ICS CO/ZS[I'III.I'P.



