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NOTIONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE;

Par M. SARRAU,
Membre de I'Institut.

L’exposé qui suit est la reproduction de Lecons pro-
fessées a 'Ecole Polytechnique. La théoric de I'élasticité
a été récemment introduite dans les programmes de cette
Ecole et le nombre des lecons qui lui sont consacrées
est nécessairement fort restreint. On a pensé qu’il ne se-
rait pas sans intérét pour ’enseignement de publier un
résumé qui, en raison de sa briéveté méme, offre I'avan-
tage de ne présenter que les parties strictement essen-
tielles d’une théorie dont les éléments sont épars dans
un grand nombre de Traités et de Mémoires originaux.

I. — THroRIE DEs TENSIONS INTERIEURES.

1. Définition. — Soit un systéme de points matériels,
infiniment rapprochés, dans lequel on suppose des forces
intérieures. Imaginons, dans ce systéme, un élément
plan dont Daire soit w; le plan P de cet élément, indé-
finiment prolongé, partage le systtme en deux parties
A ct B. Considérons, parmi les actions exercées par A
sur B, celles dont la direction traverse w el supposons
que 'on opére leur réduction comme si B était un solide
invariable. On admet que le systéme de ces forces est
réductible a leur résultante appliquée au centre de gra-
vité M de I'élément plan (1), et cetie résultante R est ce

(*) En fait, lc systéme des forces considérées est réductible & la
résultante R appliquée au centre de gravité de Pélément plan et a
un couple dont Vordre infinitésimal est supéricur de deux unités a
celui de la résultante; on nc tient pas compte de cc couple.
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que Pon appelle Ta tension élémentaire sur celle des
faces de I’élément plan qui est contigué a A.

La résultante R est généralement oblique a I'élément.
Si elle est normale a cet élément et dirigée vers A, elle
représente une fraction; si, encore normale a cet élé-
ment, elle est dirigée vers B, elle représente une pression ;
si elle est comprise dans le plan de élément, on I'ap-
pelle tangenticlle.

2. La wension élémentaire, sur celle des faces de Félé-

ment qui est contigué a B, s’obtiendrait de méme en
composant celles des actions exercées par B sur A dont
la direction traverse . En vertu du principe de action
ct de la réaction, cette nouvelle résuliante est égale et
opposée a la précédente, de sorte que les tensions élé-
mentaires sur les deux faces d’un élément plan quel-
conque sont égales et opposées.

3. Il résulte immédiatement de la définition précé-
dente que, sil’on considére dans le systéme un volume
V limité par une surface quelconque, le systéme des
actions exercées par les points extérieurs a 'V sur les
points intéricurs est équivalent au systéme des tensions
élémentaires exercées sur les faces extérieures de tous
les éléments de la surface limite.

4. Divisons la résultante R par l'aire w; on admet
que le quotient tend vers une limite finie quand © tend
vers zéro, et cette limite E est ce que on appelle latension
par unité de surface, ou simplement, la tension au point
M sur le plan P. En considérant w comme infiniment
petit, on peut poser R = Ew, de sorte que la tension
¢lémentaire s’obtient en multipliant la tension par Paire
de 'élément.

o. La tension E, sur des plans P pavallcles, menés
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par tous les points d’un systéme, varie d’'un point a un
autre en intensité et en direction; de plus, en un méme
point M, elle varie avec 'orientation du plan P; cnfin,
s'il y a mouvement intérieur, pour un point et unc
orientation déterminés, la tension varie avec le temps.
Si donc on désigne par

2, ¥y z les coordonnées du point M;
8, v les cosi lirecteurs de 1 le lan P

%, 8, v les cosinus directeurs de la normale au plan
dirigée vers la région contigué a celle des faces de ce
plan & laquelle se rapporte la tension ;

X, Y, Z les composantes de la tension;

les quantités X, Y, Z sont, en général, des fonctions des
variables (x, y, z; &, B, 75 t) qui, si elles étaient déter-
minées, feraient connaitre a chaque instant la direction
et Pintensité de la tension élémentaire sur un élément
quelconque.

Nous allons établir que la détermination de ces trois
fonctions revient a celle de six nouvelles fonctions de
quatre variables sculement (x, y, z, t) et que, de plus,
ces nouvelles fonctions sont liées entre elles par trois
équations aux dérivées partielles, linéaires du premier
ordre.

Ces diverses relations résultent de la nécessité qu'une
portion quelconque du systéme soit en équilibre sous
I’action des tensions élémentaires excrcées sur sa sur-
face et des forces qui sollicitent sa masse.

6. Afin d’exprimer les conditions de cet équilibre,
nous considérons un point quelconque M du systéme et
un élément de volume @ dont ce point fasse partie. La
densité en M étant p, nous désignerons par pwX,,
ow Yy, pwZy les composantes, suivant les axes coordon-
nés, de la résultante des forces extéricures qui solli-
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citent la masse de 1'élément . Si le systéme est cn
mouvement, les composantes X,, Y,, Z, doivent com-
prendre, d’aprés le principe de d’Alembert, les forces
d’inertie dont les valeurs sont, pour I'unité de masse,

dx d2y d2z
T de’ T A’ T ae

Nous désignerons, en outre, par les indices 1, 2, 3
les valeurs que prennent les composantes X, Y, Z de la
tension lorsque la direction de la normale au plan sur
lequel elle s’exerce se confond successivement avec les
dircections positives des axes OX, OY, OZ. Les neuf
quantités

Xh Ylv Zl~
Xy, Yo Zy,
Ng Yy 7y

sont, ainsi que X, Yo, Z, ¢l p, des fonctions de quatre
variables, qui sont le temps ¢ et les coordonnées x, ¥, z
du point M.

T. Lquilibre du parallélépipéde élémentaire. —
Ccla posé, imaginons que 1’élément w soit un parallélé-

Fig. 1.

pipéde dont les arctes a, b, ¢ soient paralléles aux axes
ct dont le point M soit le centre.
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On sait que les forces extérieures qui agissent sur cet
élément satisfont aux six conditions d’équilibre d’un so-
lide invariable, suivant lesquelles :

1° La somme des projections des forces sur trois axes
est nulle pour chaque axe;

2* La somme des moments des forces par rapport a
trois axes est nulle pour chaque axe.

Le systéeme de ces forces est équivalent aux tensions
élémentaires agissant aux centres des six faces dont les
aires sont bc, ca, ab, et aux forces pwX,, pwY,, pwZ,
appliquées au point M.

Evaluons d’abord la somme des composantes de toutes
les forces suivant I’axe des x; les faces A ¢t A’ donnent
a cette somme les deux termes

bc(\X,_;_g %%:)’ —bc(\X,_g %),

’ ’ . \ dX
dont 'ensemble se réduit & ® %' .

Le groupe des faces B, B’ et celui des faces C, €/ don-

A . dX adX,
nent de méme, respectivement, m-zf et w ‘7}; enfin,

les forces qui agissent sur la masse ajoutent un dernier
terme pwX,. En égalant 4 zéro la somme de ces forces
et en divisant par @, on a la premiére des équations sui-
vantes; les deux autres résultent d’'unc sommation sem-
blable des composantes paralléles 4 OY, puis des com-
posantes paralléles 4 OZ :

ANy A% N

dz dy s pRo=o,
dY1 (lYg , (lY3 _
(l) ‘ az -+ 7[:{ ——Fz- +‘JY0——(),

aiy  diZ, di,
de T Ay T 4z

+4-¢Zo=o0,
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8. Ecrivons maintenant I’équation des moments par
rapport & un axe paralléle 4 OX passant par le point M.
La résultante des forces pwX,, pwY,, pwZ,, étant appli-
quée au point M, donne un moment nul. Les compo-
santes des tensions élémentaires rencontrent ’axe ou lui
sont paralléles, a I'exception des deux composantes, pa-
ralléles a OZ, appliquées en B, B et des deux compo-

Fig. 2.
¥
4
;/ i
! ®
¢
A
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A —! /i;'ﬂ v A
7
' l
B g

sanles, paralléles a OY, appliquées en C, C'. Les deux
premicres sont dirigées en sens contraires etleurs valeurs
ne difiérent de la composante caZ, relative au point M
que de quantités infiniment petites par rapport a elles-
mémes; clles forment un couple dont le bras de levier
est égal 4 b et dont le moment est

caly < b=abcl,=wl,.

De méme, les forces appliquées en C, C' constituent un
autre couple dont le moment est — w Y. L'équation des
moments est, par conséquent, w(Z,— Y;)=o0; d’ou
7.=1Y,.

On a deux équations analogues en rapportant les mo-
ments & des axes paralléles a OY et OZ passant par le
point M, ce qui donne le systéme

(‘2\ 7‘2?‘\,;, \;= Z|. \-1=X2;



(509
les équations expriment que, des neuf composantes, six
sont égales deux a deux. Afin de préciser les composantes
égales, désignons les neuf composantes par la letire E
alfectée de deux des indices x, y, z; le premier indi-
quant I'axe perpendiculaire au plan sur lequel s’exerce
la tension, le second I’axe paralléle ala composante. On
a ainsi
‘ Xl = E.l’,x7 Yl = Er,y‘ Zl = E.z‘.:y

(3) « Xa= Ky ;, Y; = E,;,, Z,=E,

X;=E; 4 Y; =E;,, Z,=E
ct les relations (2) deviennent
(1) Ey:=E;,. E. .= Ex);, Ery=Eyz.

Elles expriment que, sil’on intervertit les deux indices,
la composante conscerve la méme valcur.

9. Introduction des N, T. — Nous poserons désor-
mais

;.z‘.,,r‘: Nl' Ey,y: NQ, E X = ’\'3.
iy =Ty, E..=T,. Ley=Ts.

D’aprés cette notation, les N donnent les composantes
normales de la tension pour les trois plans perpendicu-
laires aux axes et les T donnent les composantes tangen-
ticlles qui sont égales deux a deux. Le systéme des neuf
composantes est alors représenté par le tablcau suivant

\117 T.'h T2~
T37 N27 Tl~
Ty, Ti, Ni.
ct les équations (1) peuvent s’écrire
dN, dT, dT,
-t

T Tdy Tas TN
. dTy . dN, _ dT, B
G T Ty T as e

dTy _dT,  dNy ., _

T T Ay T am



( 310)

10. Equilibre du tétraédre élémentaire. — Suppo-
sons, en second lieu, que I'élément de volume , dont
le point M fait partie, soit un tétraédre dont les arétes
AB, AC, AD sont paralléles aux axes. Désignons par a,

Ihg. 3.

33, v les cosinus directeurs de la normale extéricure a la
face BCD), par v laire de cette face, par w,, s, w; les
aires des trois faces triangulaires respectivement per-
pendiculaires & OX, OY, OZ.

D’aprés un théoréme sur la projection des aires,
on a

(6) Wy = AW, vy = Bw, w; = Yw.

Cela posé, les tensions élémentaires sur les quatre
faces du tétracdre ct les forces qui sollicitent sa masse
se faisant équilibre, les sommes des projections de ces
forces sur chaque axe doivent ¢ire nulles.

En projetant les forces sur I'axe des z, les faces o,
w, Wy, ; donnent respectivement les termes wX,
— 0Ny, — Ty, — w3 'Ty5 les forces qui agissent sur
la masse donnent le terme ow X, w étant le volume du
tétraédre qui est un infiniment petit du troisiéme ordre
négligeable par rapport aux autres qui sont du sccond.
En égalant & zéro la somme de tous ces termes ct en



(511)
ayant égard aux équations (6), on a la premiére des
équations suivantes

s X =N;y2+ T38 + T,v,
Y =T31+N23+T1“’,

(7)
( 7= T21+T1B+N3"’,

les deux autres équations résultant d’une sommation
semblable des composantes paralléles a OY, puis paral-
leles a OZ.

Les équations (7) montrent comment X, Y, Z dépen-
dent de «, 3, v; il résulte de ces équations que la déter-
mination de X, Y, Z se réduit a celle des six fonctions
N, T, lesquelles sont & quatre variables x, y, z, ¢ et doi-
vent vérificr les trois équations (5), qui sont aux déri-
vées partielles linéaires du premier ordre.

11. Composante de la tension suivant une direction
quelconque. — Soit MN («, 3, v) la normale & un plan
P passant par le point M; prdfjctons la tension corres-
pondante sur une direction quelconque MS (o, 3/, y').
Désignons cette projection par E, g, le premicr indice se
rapportant a la normale au plan ct le second a la direc-
tion suivant laquelle on estime la tension. On a

En,sz Xa' + Yp/ -+ Z"[',
et, en remplacant X,Y, Z par leurs valeurs (7), on

obtient

(8) ) Bes= Nuza - Ny BB Nayy' -+ T (By' 4+ 42
+ Toly%' + ay')+ T3(af + Ba').

Cette cxpression ne changeant pas quand on permute
les deux systemes de variables (=, 8,v), («, &, v'),
ona

Ems = E¢.,.
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ce qui démontre un théoréme général dont la récipro-
cité des composantes tangenticlles (n° 8) n’est qu’un
cas particulier,

12. Surface directrice. — Fn particulier, la compo-
sante de la tension, normale au plan sur lequel elle
s’exerce, s’obtient en confondant la direction MS avec
la direction MN. En désignant cette composante par N,
la formule (8) donne

(9) N=Nja2+ N;824+ N2+ 2T 8 +2Tyya + 2 Tsaf,

ct cette composante sera une traction ou unc pression

suivant que sa valeur sera positive ou négative.
Supposons maintenant qu’a partir du point M on

porte, sur la normale au plan, une longueur MN dont

, ’ T .
le carré représente la valeur absolue de 5 b le point M

¢lant pris comme origine, désignons par x, y, z les

coordonnées du point N. On aura
N

I

en prenant le signe + ou — suivant que N est positif

(10) :—(:—- =

=210

ou négatif. En portant dans I’équation (g) les valeurs

3, v tirées des équations (10), il vient

Ly

(1) Nyx2+=Npy?+ Nys2+ 0Ty ys + 2 Ty + 2Ty ==*1,

de sorte que le licu du point N est une surface du second
degré ; cette surface est dite directrice.

Lorsque la valeur de N conserve le méme signe,
quelle que soit la direction (2, 8, y), cette surface est
un ellipsoide; mais, si cette valeur change de signe,
I'ellipsoide est remplacé par le systéme de deux hyper-
boloides, dont I'un correspond au signe +, 1'autre au
signe —. Ces deux hyperboloides, dont 1'un est & une
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nappe et l'autre a deux nappes, sont conjugués, c’est-
a-dire qu’ils ont le méme centre avec les mémes axes ct
un méme cone asymptote.
La composante N cst nulle pour les plans qui so—*
perpendiculaires aux génératrices du cone asymptote e
Pon a, sur ces plans, des tensions tangentielles.

13. Zensions principales. — Sil’on prend pour axes
coordonnés les axes principaux de la surface directrice,
les rectangles disparaissent de son équation, de sorte
que Pon doit avoir T'y = o, Ty =0, Ty =03 les compo-
santes tangenticlles sont done nulles sur des plans
perpendiculaires aux nouveaux axes, ct les tensions sur
ces plans se réduisent a leurs composantes normales.
Done, en tout pointdu systéme, il y a trois plans sur
lesquels les tensions sont normales.

Les trois tensions, normales aux plans sur lesquels
clles s’exercent, sont dites principales.

1%. Ellipsoides des tensions. — On obtient une
autre surface du second degré, qui est toujours un ellip-
soide, en portant, a partir du point M, sur la direction
méme de la tension, une longueur ME égale a sa gran-
deur.

En effet, les coordonnées du point E sont alors les
composantes X, Y, Z de la tension et 'on déduit des
relations (7), pour a, 3,v, des valeurs linéaires en X,
Y, Z. En portant ces valeurs dans I'équation

o2 - .31_‘_..,-2::"

on a l'équation d’un ellipsoide.

Les directions des axes de cet ellipsoide se confondent
avec celles des tensions principales; car, en prenant
celles-ci pour axes coordonnés, on a

T;=o, Ty=o, Ts=o,
Ann. de Mathemat., 3¢ séric, t. VII. (Novembre 1888.) 33
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ct, des équations (7) réduites aux suivantes
X =Nz, Y =N,8, Z = Nvy,

om tire I'équation

X\ 2 Y\ 2 7\
(v () (E) =
qui cst celle d'un ellipsoide rapporté a ses axes,

15. Iormules de transformation des tensions. —
Supposons que I'on change la direction des axes coor-
donunds soient

r=ayr' - ay oy,
¥y =B+ By — 357,

5= ‘l'l.,("+ “'2}"""" ‘.’;Z/

les formules de transformation, dans lesquelles les lettres

a, 3, ~ allectées des indices 1, 2, 3 représentent, suivant

k]
la régle connue, les cosinus des angles que les nou-
veaux axes font avec les anciens.

Nous avons désigné par (N, T') les composantes des
tensions exercées, au point M, sur des plans perpendi-
culaires aux anciens axes; appelons de méme

T}, T,
T,, N, T,.
T, T, N

les composantes, suivant les nouveaux axes, des tensions
exercées, au méme point M, sur des plans perpendicu-
laires aux &/, ¥/, ='.

Les (N, 1) sont les coeflicients de I’équation de la
surface dircetrice rapportée a des paralléles aux nou-
veaux axes, menées par le point M, et il suflit de porter
les valeurs précédentes de x, y, z dans I'équation (11),
pour obtenir les expressions suivantes qui donnent les
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(N, T") en fonction des (N, T),

{ Ny = Nyaj+ No 37 -+Nyyi+2T, B vt

| + 2Ty a+ 2T By,

Ny = N2+ NoB3+ Nyy3+ 2Ty 3av>
0 Tyya2 - 2Tya, B,

Ny =Niaf+No B33+ Nyv3+oTi s
2 Tyvsas42Tya,85:

(12)
T} = Nyaaag+ N353, 85+ Navavs—Ti(Bavs+ v2Bs)
+Ta(ya2s+ 2avs)+ Ty (22 83+ Brag),
T =Nya3a;+ N, 3&31 + Ngvgvi+ Ti( .'3:;‘{1 - ‘{331 )
A4 Ty(rsar—+ 2yv)+ Ty(23 8+ By 2q),
! Ty =Niagas+ NaBy 8o+ Nyviva+ Ti(Biva+ vi832)
| 4+ To(yi2a—+ 2172 )+ Ta(ar 32+ Bran).
JI. — DEPLACEMENT GENERAL D'UN SYSTEME DE POINTS.
16. Formules fondamentales. — Considérons un

systéme de points infiniment rapprochés rapporté a trois
axes rectangulaires. Concevons ce systéme déplacé de
telle maniére que les projections «, v, & du déplacement
d’un point quelconque M soient des fonctions continues
des coordonnées primitives x, 3, = de ce point.

Pour un point N(x + %, y + k, z + 1), infiniment
voisin de M, les projections du déplacement sont

, du ,  du o dv
u' = 11+;L—I'/L—,~—(7; /c—rz l,
, dy o dy
(13) V-—VT(T;‘/L‘(—/}A—O—-KT/:/,
dw dev dw
(V—(V—r’d;h—(—'(‘b—,/\ﬁ— ;[—3—1

Imaginons, par le point M, des axes paralléles 4 OX,
OY, OZ; par rapport a ces axes, les coordonnées de N
sont &, k, { avant le déplacement ; aprés le déplacement,
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ces coordonnées deviennent

W=l -+u—u,
(g A=k v—v¢,

U'=1-—a' —w,

Cest=i-dire, d’aprés les formules (13),

du du du
\""‘('*;z;}" o as!
. . dy e dy
(1) A }1}1L+<'+;1;>/‘+f{§]'
. dw dw dw
( l=m =gyt — (1 ﬁE)’

Ces expressions sont linéaires en 2, k, [: par suite,
les points N situés, dans le voisinage de M, sur une
sutface F(h, A, [)= o, seront aprés le déplacement sur
une surface du méme degré. Ainsi, les points d'une
sphére viendront sur un cllipsoide; les points d’un plan
sur un plan; de méme, les points qui étaient sur une
droite restent sur une droite.

17. Dans ce qui suit, nous considérerons exclusive-
ment des déplacements tels que les différences 2'— /,
K —A, I'—1 soient wrés petites par rapport a b, A, L.
Dans cette hypotheése, les neuf dérivées partielles qui
entrent dans les formules (13) et (13) ont des valeurs
trés petites que nous traiterons comme des infiniment
petits. Nous désignerons par ¢ la variation trés petite
qu'éprouve une quantité queleonque par suite du dé-
placement ¢t nous traiterons les ¢ comme des différen-
ticlles.

18. Décomposition du déplacement. — Les formules
(13) montrent que le déplacement d’un elé.nent entou-
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rant le point M est déterminé par les valeurs que prc-
sentent en ce point les neuf dérivées partielles d~ .
¢, w par rapport a x. y, z.
On peut substituer 4 ces dérivées neuf nouveaux «« ¢,-
ficients dont I'interprétation géométrique est plus con:-
mode ; en posant

_du = dy — dw
ﬂnwzl;’ 2= @’ $= g
dw dy du dw © G
(16) ?blz-@;—rﬁa 2b2:35+¢7;’ 21)3——— dz o
_dw dv R _du dw ) __93)__ i
= T g PT T g BT gt T

les expressions (13) peuvent s’ccrire
! p

wW=uw--pyl —psh+ah—+ 03k + by,
(17) v'=1¢ +pyh—pil +b3h+a k=01,
? w'=w -+ p1h —prlh+bh+ bk — ayl.

On en conclut que le déplacement («/, ¢/, w') d:
point N s’obtient en composant :

1° Le déplacement (u, v, w);

2° Le déplacement dont les composantes sont

5 = pyl — psh,
1= psh—pyl
wi=pik—p2h;

(18)

3° Le déplacement dont les composantes sont

S Uy= a;h+ b3h - 0,1,
(19) V)= b;,h—‘—a;/\%—b,l,

Wo = bg/l—rbllx—}—aal.

Le premier de ces déplacements composants est iden-
tique au déplacement du point M.
Le deuxiéme est une rotation, aux composantes an-
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gulaires (py, psy p3) autour d'un axe passant par le
point M.
Le wroisi¢me peut se représenter comme il suit.

19. Soit la séric des surfaces homothétiques ayant
pour équation

(20) a1224a, ¥+ azst+2b,y5 +2bysx 2Dy = A

Supposons le centre au point M ct considérons celle
de ces surfaces qui passe par le point N, ce qui déter-
mine A par la condition

(21) a2+ ayk?~+ az 2+ 20kl + 20,00 2037k = ).

D’apres les valeurs (19), le plan tangent a cette sur-
face au point N a pour équation

(22 UsT —+ 02 Y ~+ We5 =
2 2

Par suite, le déplacement (us, v, wy) du point N est
normal a la surface qui passe par ce point. De plus, si
P'on désigne par ¢ la grandeur de ce déplacement et
par @ la perpendiculaire abaissée du point M sur le
plan tangent, on a

ui 4+ 03 — w3
Q’ou il résulte que la grandeur du déplacement est

donnée par la formule 5 =

=
20. En résumé, on peut dire que le déplacement d’un
élément environnant le point M se compose d’'une trans-
lation, d'une rotation autour d’'un axcct d’une déforma-
tion.
La wranslation est déterminée par les composantes u,
v, v du déplacement du point M.



(519)

La rotation est déterminée par les quantités py, pa, ps,
que nous appellerons rotations élémentaires.

La déformation est déterminée par les six quantités
ayy @y, as, by, b,, by, que nous appellerons déforma-
tions élémentaires.

Les rotations ct déformations élémentaires sont défi-
nies par les relations (16).

I1 est a remarquer que, d’aprés ces relations, les rota-
tions disparaissent lorsque u, ¢, w sont les dérivées par-
tielles d’une fonction ¢(x, y, 2) des coordonnées.

21. Dilatation linéaire. — On appelle dilatation
linéaire le rapportde I'accroissement d’une longueur a
sa valeur primitive.

Cherchons la variation trés petite de la distance » du
point M au point N dont les coordonnées relatives sont
I, k, L. De la relation 72 = h2 + k2 + [2, on tire

ror=hch+Aok+ lal.
Les relations (14) et (17) donnent

Sh=pyl —pshk-+ah+ byk—+ by,
(23) $ ok =pyh—pil +bsh+azhk + by,
( ol =pik—poh+byh+bik+ azl,

ct 'on a, par suite,
(24) rer=a 4 ay k24 a2+ 20, kl+ 20,lh + 2031/

Désignons par « la dilatation linéaire et par 2, 3, v
les cosinus directeurs de MN;on a
7

et la formule (24) devient

2

(25) a=a 22+ a2+ azy2-+- 20, 3y + 2b2y2 + 26343,
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Cette formule donne la dilatation linéaire dans la direc-
tion (=, &, y). La dilatation se réduit aux valeurs a,
@s, ay Jorsque la direction («, §3, v) devient successive-

ment paralléle aux axes OX, OY, OZ.

22. Dilatation angulaire. — Soient N,, N, deux
points infiniment voisins de M; désignons par les lettres
ry hy k, I alfectées des indices 1 et 2, les distances de
ces points au point M et leurs coordonnées relatives. En
appelant V 'angle N, MN,, on a

rirycosV = iy = kiky+ 1 1y
d’ou, par dillérentiation,
cosVe(r ry) —ryrysin V.oV
= Dig®hy - gy - 1330y - Dy Shy —+ ky Shy 4+ 1,815,
Cette formule se simplific lorsque I'angle V est droit et,
en ayant égard aux formules (17), il vient alors

— s 72V =@y hyho A aski ks = azlyly + by (Jey by + 1y ky)
+ ba(lyho+ Ny ly) 4+ by(hyhs+ ki hy)
ou, en posant — §6V = b et en introduisant les cosinus
dirccteurs de MN,, MN,,

b:ai“l“z-*—azﬁl‘(32-5—a«a‘(l“{z—i—bi(@ﬁz—'—‘{iﬁa)

6
(26) =Dy (y1aa = 21 Y2) + bg(21 Bz + Braa).

Cette formule donne la moitié de la diminution
qu’éprouve, par la déformation, 'angle primitivement
droit des deux directions (ay, By, Y1), (%, B2y V2)-

Cette quantité se réduit a &y, b, by lorsque les deux
directions dont il s’agit sont successivement, paralléles a

(0Y, 0Z), (0Z, 0X), (OX, OY).

23. Dilatations et glissements. — Ces propositions
définissent la signification géométrique des six défor-
mations élémentaires.
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Imaginons un parallélépipéde élémentaire dont les
arctes soient paralléles aux axes coordonnés; le dépla-
cement général du systéme transporte ce parallélépipéde
en le déformant. 1l résulte de ce qui précéde que les
quantités a,, a,, a; représentent les dilatations des aré-
tes et que les quantités 2b,, 2b,, 25, représentent les
diminutions des angles, primitivement droits, compris
entre Jes arétes prises deux a deux.

On appelle fréquemment dilatations les quantités a,,
@y, ay ct glissements, ou distorsions, les quantités 25,

2b,, 005,

24. Surface des dilatations. — Reprenons la formule
(25) qui donne la dilatation linéaire dans une direction
quelconque. Si l'on porte, a partir du point M, dans la
direction (a, 3, v), une longueur MA égale a la valeur
absoluc de la dilatation a ct si, le point M étant pris
comme origine, on appelle x, y, z les coordonnées du

pomnt A, on a
1

VEa

T_’)‘___

== 8

=210

le signe étant 4+ ou —, suivant que a est positif ou né-
gatif. En éliminant 2, 3, ¥ entre ces équations et 1’équa-

tion (25), il vient
(27) a0+ ayy?+ azst - 20,y35 4+ 20,50 + 203y =21,

de sorte que le licu du point A est une surface du second
degré. Cette surface est un ellipsoide s’il y a, en tous
sens, ou dilatation ou condensation autour du point M.
S’il y a dilatation dans certaines directions et condensa-
tion dans d’autres, 'ellipsoide est remplacé par deux
hyperboloides conjugués.

25. Dilatations principales. — Si I'on prend pour
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axes coordonnés les axes principaux de la surface des di-
latations, les rectangles disparaissent de son équation,
de sorte que 'on a b,=o0, by=o0, by=o0. Donc, en
tout point d’un systeme qui subit une déformation, il
existe trois directions rectangulaires telles que les an-
gles de ces directions, prises deux & deux, restent droits
apreés la déformation.

Les dilatations, dans ces directions, sont dites princi-
pales.

26. Formules de transformation des déformations
élémentaires. — Quand on change la dircction des axes
coordounds, les dél'ormations dlémentaires a,, a., as,
byy by by deviennent &, a,, a}, b\, b, b),. Pour avoir
les nouvelles valeurs en fonction dcs anciennes, il suflit
de transformer I'équation (27) de la surface des dilata-
tions par la substitution

Les cocflicients de P'équation transformée donnent,
pour les nouvelles déformations élémentaires, des ex-
pressions qui ne diftérent de celles que 'on a obtenues,
au n’ 13, pour les (N, T”), que par la substitution de
(ay D) a (N, T).

Il est a remarquer que les formules que 'on obtient
ainsi donnent la relation

(28) ay +ay + aly = a - a,+ ay,

de sorte que la somme des dilatations suivant les axes
est un invariant.

27. Dilatation cubique. — La déformation change le
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volume d’un élément environnant le point M. Le rap-
port de I’accroissement de ce volume a sa valeur pimitive
est la dilatation cubique au point M. Tout volume étant
décomposable cn tétratdres, il suffitd’évaluerla dilatation
d’un tétraédre.

Considérons avec le point M trois points infiniment
voisins Ny, Na, Ny. Désignons leurs coordonnées rela-
tives par les lettres 7, k, [ alfectées des indices 1, 2, 3.
Le volume du tétraédre dont ces quatre points sont les
sommets est

he k1
V=1l lhy ky L
hy Ly s I

En désignant par (%, K, I') les valeurs de (4, A, 1) aprés
la déformation, ce volume devient

Wy, ok, 1',!
V=l Ky
Ky Ky Ty

Tn ayant égard aux formules (13) qui expriment
(W, K, I') en fonction de (4, k, 1), on voit immédiate-
menl, par la régle de Ja multiplication des déterminants,
que V' estle produit de V par le déterminant

| du du du
R ds
A= | 1‘_' 1 dhv i_‘_)
dr dy ds

t diw dw o dw

dr & T4

On a done V' = VA, ctla dilatation cubique 0, égale a
\Y’ e "

» est donuée par la formule

(29) H=A—1.
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Cette expression, ne dépendant pas de l'orientation du
tétraédre, s’étend a un volume quelconque; elle s’ap-
plique & des déplacements quelconques w, ¢, w, sans res-
triction relative a I'ordre d€ grandeur des neuf dérivées
partielles.
Quand ces dérivées sont trés petites, I'expression
trouvée se réduit a la suivante :

du dv dw
(30) 0= o= 4 —— 4+ ——.
cdr  dy  ds

28. Cette derniére formule peut s’établir comme il
suit : soit un élément parallélépipédique, ayant un
sommet au point M, dont les arétes soient dans les direc-
tions des dilatations principales. Désignons par a', a,,
ay ces dilatations principales.

Par la déformation, les arétes sont respectivement
multipliées par 1 + a', 1 + a), 1 + a3 de plus les angles
restent droits. Donc le volume de I'élément est multiplié
par (1 +a,) (1 + a,) (1 + a}), ou par 1 + a, + a, + a,
en négligeant les quantités trés petites d’un ordre supé-
ricur au premier. Il en résulte que la dilatation cubique
est

0 =) + a) + af.

On a donc, pour un systtme d’axes quelconques,

d’aprés la relation (28),

0 = a;+ ay—+ a;.

ce qui donne la formule (30).

III. — ExPrESSIONS DES TENSIONS DANS UN SYSTEME
ELASTIQUE DEFORME.

29. Expressions des (N, T) en fonction des (a, b).
— Nous appellerons état naturel d’'un systeme matériel
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celui out il n’existe aucune tension. Si, a partir de cet
état, on déforme le systéme par Uapplication des forces
extérieures, les teusions cessent d’étre nulles par suite
de la variation des forces intéricures.

L’hypothése fondamentale de la théorie de P'élasticité
consiste a admetire que laction mutuelle de deux
points materiels deyvient insensible dés que la distance
de ces points dépasse une limite trés petite.

Par suite de cette hypothése, la valeur que la tension,
sur un plan quelconque, en un point quelconque M,
acquiert aprés le déplacement de ce point, dépend uni-
(quement de la déformation subie par la portion du sys-
teme comprise dans un volumne trés petit autour du point
que Uon considére. Or nous avous vu que la déformation
de cet élément est complétement déterminée par les va-
leurs que présentent au point M, par suite de son dé-
placement, les six déformations élémentaires (@, b); done
les (N, 'T') sont des fonctious des («, ).

Supposons que ces fonclions puissent étre représentées
par la série de Maclaurin et ne conservons, A cause de
la petitesse des variables, que les termes du premier
ordre. En remarquant en outre que, dans I'état naturel,
les tensions sont nulles avee les déformations, on est
conduit a ce résultal : lorsqu’un sysieme élastique
subit une petite déformation & partir de son état na-
turel, les six composantes (N, 'T') sont des fonctions
lincaires et homogenes des six déformations élémen-
taires (a, b).

30. Les coeflicients de ces fonclions, au nombre total
de 36, dépendent de la constitution du systéme, autour
du point M, avant la déformation. Ils peuvent étre, si
cette constitution est variable d’un point a unautre, des
fonctions des coordonnées x, 37, 5 de ce point, s se ré-
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duisent 4 des constantes si, comme nous le supposerons
dans ce qui suit, le systéme est homogéne.
Nous écrirons comme il suit les valeurs des (NN, T) :

N = C-P(ata az, as, b!’ biv b3)7

(31) T

‘!J(au Ay, A3, bh b?y b3)7

en nous rappelant que les caractéristiques ¢ ct &, que
nous affecterons successivement des indices 1, 2, 3, re-
présentent des fonctions linéaires et homogénes.

Le nombre des coeflicients se réduit beaucoup, lorsque
le systéme posscde, dans son état naturel, certains élé-
ments de symétrie.

31. Principe de la réduction. — Supposons que le
systéme présente, dans son ¢tal naturel, la méme dispo-
sition par rapport a deux systémes distincts d’axes coor-
donués (S) et (§). Il est évident que, relativement a
(8'), les expressions des (N, T') en («, 0") doivent étre
les mémes que celles des (N, 1) en (a, b), relativement
a(s).

Pour exprimer les conditions que cette identité de
forme des fonctions impose aux variables dont clles dé-
pendent, on opére comme il suit :

1° On exprime les (N, 1) en fonction des (N, T') par
les formules de transformation du n° 15.

2° Dans les expressions ainsi obtenues, on substitue
aux (N, T) leurs valcurs (31);

3 On remplace enlin les (a, b) par leurs valeurs en
fonction des (@', &) en sc servant des formules de trans-
formation du n°® 26.

Les expressions fournies par ces trois opérations doi-
vent se¢ confondre, quand on supprime les accents, avee
les formules (31) qui donnent les (N, T) en fonction
des (a, b).
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Nous allons appliquer cette méthode a quelques cas
particuliers.

31. Plan de symétrie. — Supposous d’abord que,
dans I’état naturel, le systéme soit distribué symétrique-
ment, autour d’un point quelconque M, par rapport a
un plan mené par ce point dans une orientation déter-
minée. Prenons I'axe des « perpendiculaire a ce plan;
puis, conservant les axes OY, OZ, remplacons I'axe OX
par son prolongement. Les relations qui lient les (N', T")
aux (N, T') deviennent

N, =N, \y=N,, Ny = N,
T, =T, Th=—T, —

On a de méme, entre les (a, b) ctles (&', b'), les re-

lations
ay=ay, a,= a,, az=ay,

bi=0y.  by=—10),  by=—bj.

Donc les relations (31) doivent rester les mémes
quand on y change a la fois les signesde T, Ty; by, b;.
Il faut, c¢n conséquence, que les coeflicients de b., b,
soient nuls dans Ny, Ny, Ny, Ty et que les coeflicients de
ay, as, ag, b, soient nuls dans Ty, T};.

On a ainsi les formules suivantes, qui sont a vingt

coellicients,
( Ni=v1(ay, as, a;, by), Ty = $1(ay, ay, as, b)),
(32) Ny = ¢9(ay, az, as, by), 2= Uy( by, by),

N; = o3(ay, as, as, by), Ty = $3(by, b3).

32 Zrois plans de symétrie. — S’il y a, au méme
point M, un sccond plan de symétrie perpendiculaire
OY, les équations (32) doivent rester les mémes quand
on y change a la fois les signes de Ty, T5; by, ;3. Cela
montre qu’il y a alors nécessairement un troisi¢me plan
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de symétric perpendiculaire a OZ, ct les formules se
réduisent aux suivantes, qui renferment douze cocfli-

cients,
‘ Ni=o(ay, as az), Ty= 1,0y,
(33) Ny = val @y, @y, ay), Ty= Ny,
'\ Ni=gy(ay, az, @3), Ty = 1303,

Iyy lyy Dy désignant des constantes.

On voit que les composantes T,, T,, T; s’annulent
avec by, ba, by il en résulte que, dans ce cas, les direc-
tions des tensions principales se confondent avec celles
des dilatations principales.

32. Isotropie. — Pour un systéme isotrope, les re-
lations (31) doivent s¢ transformer en elles-mémes
lorsqu’on substitue aux axes coordonnés tout autre sys-
teme d’axes l'cciallgulaix'es. Pour simplifier le calcul des
conditions qui en résultent, nous attribuerons d’abord
aux nouveaux axes certaines directions particuliéres, en
remarquant de plus que les équations (33) doivent déja
comprendre, en particulier, celles qui sont relatives a

Iisotropie.

33. Supposons d’abord que I’on permute circulaire-
meut les axes OX, OY, OZ. Ce changement d’axes pro-
duit les substitutions

N Noy Ny, Ty, T, Ty ay, s, as, by, by, b3
(Ng. Ny N Ty, Ty, T1> <a2. as, ay, by. by, b,/)
et les équations (33) doivent alors rester les mémes.

Il en résulte d’abord que les trois constantes 2y, %,
5y ont une méme valeur %, ensuite que Na, Ny se dé-
duisent de N en y permutant circulaivement les varia-
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bles; de sorte que 'on a

\1:?(“1,02» asz), Ty = hby,

(31) \p = o(as, a;, ay), Ty = hb,,
Ny=o(as a, as), Ty = hb;.

33. Supposons maintenant que, conservant axe OX,
on permute les axes OY, OZ, ce qui change a,, a; en
ay, a,. La valecur de N devant rester la méme, la fone-
tion » doit élre symétrique en a,, ay; elle est done de la
forme

Nay+ B(ax—+ ay).

ce quc I'on peut derire

B(a) -+ ay+ a;)+(A — B)a,
ou bien
M+ 2pmay,

en désignant par 0 la dilatation cubique et par %,  deux
constantes. Les formules (34) deviennent ainsi

Ny = A0 + 2pay, T, = hb,,

(35) Ny = L0+ 21a,, T, = Lb,,
N

o —

3= M)+ 2 pag, Ty = hb,.

34. Supposons enfin que 'on fasse un changement
quelconque  d’axes  coordonnés; on doit trouver les
meémes formes (35) et les mémes coellicients pour les
(N, 1) en fonction des (a', b'); par exemple, on doit
avoir

(36) Ny =M +apa).

Or, en désignant par a,, 3, v, les cosinus des angles
que OX! fait avec OX, OY, OZ, on a (n° 13)
§ Ny =Nia+ NaBi+ Nayd
( — 2T 81+ 2Tef1 2+ 2Ty 34
Ann. de Mathemat., 5¢ série, t. VII. (Novembre 1888.) 34

(37)



et l'on a aussi (n® 206)
(38) | @y = a2} + a3+ asyi
{ 2Dy B+ 2byyia 0Dy By
Cela posé, sil'on porte les valeurs (35) dans I'expres-
sion (37), on trouve

v ) . ”2 a2 a2
Ny=210-—ou(a 2]+ ay 31+ az})
+ 20 (b By + byviay— b3 By),

ou bien, d’apres la relation (38),
Ny =M-ona) +2(h—2p)0 0 3y + sy by By).

Done, pour que cette valeur se réduise a I'expression
(36), il faut que P'on ait s+ — 2. =o. Le calcul des
autres (N, T") conduit au méme résultat.

33. En résumé, dans le cas des systémes homogenes
et isotropes, on obtient, pour les (N, T, les valeurs
suivantes renfermant deax coeflicients constants %, .,

s N\ =0 -~y Ty=ub,.
(39) Ny = A0 = uas. Ty=2ub,.

[ Ny = A0+ 2 uay; Ty= 2ub,.

La méthode qui a conduit a ce résultat repose sur les
principes employés par Lamé dans ses Lecons sur la
théorie mathématique de 'élasticité des corps solides
(1856). Les expressions des tensions dans les milicux
isotropes déformés ont été données pour la premicre fois
par Cauchy (1827), en calculant directement la résul-
tante des forces intérieures considérées comme fonctions
des distances des points entre lesquels elles s'exercent.
Cette autre méthode, qui permet de supposer que I'état
primitif ne soit pas ce que nous avons appelé un érat
naturel, conduit a admettre que, lorsque la déformation
a lien a partir de cet état naturel, on a .= u, de sorte
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que les formules sont & un scul coeflicient; mais ce
point est encore 'objet de controverses.

36. Expressions des (N, T) en fonction des deplace-
ments wu, ¢, v. — En remplacant dans les expressions
(39) les déformations élémentaires (@, &) par leurs va-
leurs (16) du n° 18, il vient

/ du ((lu' dp
\ Ny= M +o2u I T)=pn dy ;)»
dv du dw>
4 C Ng= A0 =+ - y = = )
(|0) ]\_ 10 2 d)” 2 ‘J.< P~ ({I‘)
ofts dy duw®
=) et = LAy,
\3 0+?L s Tx s (17_ d}’)
et 'on a, dans ces formules,
du de d
/ () = —— o — -
(i ) dr dy  ds

Ces valeurs des (N, T') se rapportent a la position du
point M aprés son déplacement, c’est-a-dire au point
dont les coordonnées sont & + u, y + v, 5 -+ & ; mais,
quand le déplacement est trés petit, on peut, comme
nous le ferons dans les calculs qui suivent, rapporter les
composantes des tensions au point (o, y, z).

IV. — EQuaTiOoNs DE L'EQUILIBRE T DU MOUVEMENT
INTERIEUR POUR LES SYSTEMES ISOTROPES.

37. Equations indéfinies. — Les six fonctions

(N, T) doivent vérifier les trois équations (5) du n°® 9;

dans ces équations, les quantités X, Y,, Z, représen-
tent, rapportées a l'unité de masse, les forces exté-
rieures qui sollicitent le point M et elles comprennent,
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sile sysiéme se déforme ou vibre, les forces d’inertie
d2u dy d2w F
- —_——— — - En
der’ T der’ di?
dégageant les forces d'inertie et représentant encore par

qui ont alors pour valeurs —

Xoy Yo, Zy les composantes des forces extérieures qui
agissent sur la masse du point M, les équations (5) de-

viennent
d\, dTy  dT, . du
‘m‘*‘w as —PN=e g
oy Ven e e
+2) de T dy T ds ¢ =P
(ZTZJ_(ZT'_,_Q_,_,.y :’(l_l__w
dr dy ds VTN TE gy

o étant la densité du systéme au point M.

En substituant les valeurs (40) et en ayant égard a
Pexpression (41) de 6. on obtient les trois équations
suivantes :

dl d*u d2u 2 u . d*u
().+p.)(Tr+;J<d—r_; —+—@—l +ﬁs—_,-) p\o—p—d”,

7] d?e 2 d’e e

(13) ((14—{*);,3,—'—:*((3;; @7*@>+P‘«'—PW’

A2

<d3m d2w (/-’_n T — s
B\aem dyr oz )RR =g

db
(A1) Z -+

I’expression diflérentielle

Y

T 2F 2F

9
|
a
1

est ce que Lamé a appelé le parameétre différentiel
du second ordre dela fonction I, Nous représenterons
ce paramétre par AF, en posant symboliquement

? 2 ?

= o r o oy
TEETIE d:?
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ct les ¢quations (43) prennent ainsi la forme simple

0 . d?u
()\—»—u)-d—lj—{—-p..lu—kp‘\ozpw,

’ dl . d?e
(i (()\‘L{l)@—i—p.ﬁv—!—p\o:pﬁ,
R dh d2w
(/n—r"ll)a:_—i- IJ.AW——QZO.—_;—J?_;.

Ces équations, dites indéfinies, sont applicables, in-
distinctement, & tous les points du systéme.

38. Lquations définies. — En général, des ellorts
extéricurs donnés agissent sur la surface du systéme
que P'on considére. I en résulte de nouvelles équations
qui doivent étre satisfaites aux limites du corps, c’est-
a-dire sur la surface sculement. On obtient ces nou-
velles équations, dites équations définies ou équations
a la surface, en dcerivant que, pour un point quel-
conque de Ja surface limite, Ieflort extéricur s’exercant
sur un élément plan de cette surface a la méme gran-
deur et la méme direction que la tension correspon-
dante.

Soient, pour un point quelconque (ux,), z) de la
surface limite,

F Pefiort extérieur par unité de surface;

I, m, nles cosinus directeurs de la force F;

4, £, v les cosinus directeurs de la normale extérieure a
la surface;

X, Y, Zles composantes de la tension.

Les équations a la surface sont

Fi=X, Fm=Y. I'n=12,
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ou bien, en remplacant X.Y, Z par les valeurs (7) du
n° 10,

FI = \yz+Ty8 - Ty
(i) CFm=Tza+ N3+~ Tyv,

¥n o=Tyz+ T8~ Nyv.

Les premiers membres de ces équations, ainsi que a,
3, v, doivent ¢tre considérés comme des fonctions dou-
nées de x, y, z. En remplacant les (N, T) par leurs va-
leurs cun fonction des u, ¢, w, spécialement par les va-
leurs (40) dans le cas des milieux isotropes, on a trois
équations auxquelles doivent satisfaire sur la surface
limite les déplacements u, v, v, fonctions de x,y, z, t.

Les mémes fonctions doivent satisfaire, dans toute
I'étendue du milieu, aux équations indéfinies (44).

39. lﬁ'r/ui/ibrc d’élasticité. — Quand il s’agit de
Iéquilibre, les fonctions «, v, & sont indépendantes du
temps et les seconds membres des équations (44) sont
dgaux a z€ro.

Si I'on suppose de plus que les seules forces exté-
ricures sont celles qui s’exercent sur la surface du mi-
licu, les quantités X,, Y, Z, disparaissent des équa-
tions ( 14) qui se réduisent aux suivantes :

lx

(]
116) ‘()\;l).)i-%—p._\v = o.

dy

10
\(7« '*{J.)f*-t—\ll-ll(:(),
dr

N (
’(A—Llu)—:% + @ Aw =o.

On a ainsi trois équations diflérentielles auxquelles
satisfont les déplacements «, ¢, & fonctions de x, ). 2z
et il s’agit de trouver des solutions de ces équations
telles que les équations & la surface (45) soient égale-
ment satisfaites.
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4. Cas particulier. — Supposons que les déplace-
ments soient les dérivées partielles d’une fonction des
coordonnées
do oo 176
u:(TI—‘» «‘:;1;‘/, w:T‘:-
On en tire
do do A2

)= -— - — —— = Au,
dr: dy? 7 dst ¥
ct, par suite,
d+ d 74}
An=A%T = & ap = 2
“ dr = dr"T T dr
Ona done, dans ce cas particulier,
d0 0] dl
Au= -, = - A = ——
dx dy ds

ct, en supposant A —+ 2 p. dillérent de zéro, les équations
(46) se réduisent aux suivantes

b Z4] 9
- = o. = 0.

3} O, ;{.—)—‘ ;E

Pour qu’elles soient satisfaites, il faut et il suflit que
ladilatation cubique soit constante dans toute I’étendue
du systeme déforme.

V. — ExkvpLES D EQUILIBRE.

a. — Compression normale et unifornie.

. Soit un systéme élastique soumis, sur toute sa
surface, 4 une pression normalce et uniforme P. La di-
rection (/, m, n) de cette pressicn étant opposée ala di-
rection (4, 3, v) de la normale extéricure, les équations
définies (45) deviennent

\ —Pa=Ny2+ T8 + Ty,
(i) —PB=Tya = N8--Ty~.
——P“" :TQZ—“—THG—.*N;“'.
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Supposons maiutenant que, lorigine des coordonnées
restant fixe, les déplacements u, v, (v soient représentés
par les valeurs

(48) u=—aux, v=—ay, w=—as,

@ étant un coefficient a déterminer.

Par ces valeurs, les équations indéfinies (46) sont
évidemment satisfaites; les T sont nuls et les N se ré-
duisent & —(3% + 2p). Donc, pour satisfairc aux équa-
tions (47), il suflit de prendre

«— P
T30+ i
Les déplacements (48) satisfoni alors a toutes les

conditions de I'équilibre d’élasticité.

b. — Extension longitudinale d’un prisme.

42. Considérons un solide prismatigue dont les arétes
soient paralléles A OZ : soit I la traction, rapportée a
P'unité de surface, qui agit sur chacune de ses bases.
Nous allons vérificr que, dans I'équilibre d’élasticité, les
déplacemcnts peuvent étre représentés par les valeurs

(~i9) U=—aur, p=—ay. w=cs,

a et ¢ étant des constantes convenablement détermi-
nées.

En clfet, ces valeurs vérifient d’abord les équations
(46)5 de plus, d’aprés les formules (40), clles donnent,
pour les T, des valeurs nulles et, pour les N, des valears
canstantes dans toute I’étendue du milicu

Ni=Ns=(c—2a)h—aap,

Ny=(c--2a)k —2cp.

Or N, N, sont nuls a la surface latéraledu prisme et N,
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est égal a I sur ses bases; on a donc les équations
he—2(k+ p)a=o,

(A+2p)c—ala=F,
d’ou on tire

A A

! ;I 1 L
4 — (N P —_ - — T
(30) 0_3)\ﬁ—zp.l’ a_—'),'&)\—.—'zyw )

Avec ces valeurs, les déplacements (4g) satisfont a toutes
les conditions d’équilibre.

c. — Equilibre d’une couche sphérigue.

43. Soit un solide homogéne et isotrope limité par
deux sphéres concentriques. Ce solide est soumis, sur
chacune des surfaces sphériques, i une pression normale
et uniforme ; on se propose de déterminer 1'état d’équi-
libre.

Placant 'origine au centre de figure, considérons un
point quelconque M; désignons par z, j, 3 ses coor-
données dans I'état naturel et par 7 sa distance 4 I'origine,
de sorte que

51) rr= 22— y24- 32,
)

Les forces appliquées au solide sont évidemment telles
que, par suite de Ja déformation, le point M se déplace
sur le rayon mené de 'origine a sa position primitive
ct la grandeur du déplacement ¢ est Ja méme pour tous
les points primitivement situés 4 Ja méme distance de
Porigine. On a donc

I Q=

- s
(52) U=z L, w=1z-,
r r

¢ étant une fonction de r i déterminer.
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4%. Remarquons d’abord que ces valeurs de u, v, w
sont les dérivées partielles d'une fonction ¢ de x, y, z.
On a, en cffet,

rdr—ydy ~zds

7

udr —vdy —wds =

Or la relation (51) donue
rdr—+ydy —sdz=rdr,
donc P'expression précédente est égale a edr et elle est,
par suite, la diflérentielle totale de la fonction
(33) o= fedr.

Il en résulte (n° 40) que, pour satisfaire aux équations
indéfinies de I'équilibre, il suflit d’exprimer que la dila-
tation cubique est constante. Or on déduit des va-
leurs (52)

du  x* de r:— o2 N
\ dr — rrdr’ rs
4 ) odv y?ds rz—a?
! dy ridr’” rs 7
( dw 32 d= r?—z?
dz — r:dr re
Il en résulte
.. de :
29 6= — -9o2
(35) dr 7’

¢t l'on a, par conséquent, en désignant par ¢ une con-
stante,’

5 e
(H6) Ty =3ec.

L’intégrale générale de cette équation est
(57) e=cr— 5

b étant une nouvelle constante arbitraire.
Par cette valeur de ¢, les déplacements (52) satisfont
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aux équations indéfinies; nous allons maintenant déter-

miner b et ¢, de maniére & satisfaire anx équations dé-
finies.

45. Substituant a cet eflet les valeurs (52) dans les
expressions (40) des N, T, il vient

I

N ™

s x? de r2— a2 _ Yz ¢
Ni=3xe¢ 2}1(;—2;[—"—1’*»—,‘:‘—;), Tl*Ql‘L;E(E;

No= 3)\6—7—2(.1('1—/: "—ii - )

2 dr
2 de
r2 dr

-
e
N
s
AR
A
TN
E‘;(‘l
Nl
S— N N

N|®

On simplifie I’étude des tensions autour d’un point
en faisant passer par ce point I'axe des x; on a ainsi
£ =r,y =0, z=o0 ctles valeurs (58) donnent

dz
NI:: 3)\(‘ — 20 2[;7

Les composantes tangentielles étant nulles, on voit que
les tensions Ny, Ny, Ny sont principales; la condition
N, = N; mountre que I'ellipsoide des tensions est de ré-
volution autour du rayon ngné du centre au point
considéré.

En remplacant enfin ¢ par sa valeur (37), les ex-
pressions des tensions N deviennent
4ud

rs

\ N,:(L’))\—l—'zp.)c— ,

(59) ‘ oub
' \2=N3=(37\+2p)c—+—%~

Désignons maintenant par r,, r, les rayons des surfaces
sphériques qui limitent intéricurement et extérieure-
ment le solide et par Py, P, les pressions qui s’exercent
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normalement ¢t uniformément sur ces surfaces; en ex-
primant que N, se réduit & — g sur la surface intérieure
et A —DP, sur la surface cxtéricure, on a deux équations

{

‘ (3)\+2}1)C_/'_}’2_b:__1)0,
(60o) . ,"ob

( (’5)\-«}«21;)('—1’%. =—DP,

qui déterminent b, ¢, ct, par les valeurs quel’on obtient
ainsi, toutes les conditions d’équilibre sont satisfaites.
On tire des équations (6o)

riPy— 1P, o (Po—Porirt
S S LA LA Y

= ’
(BA+ou)(r{—ry) fuiri—ré)

(61) ¢ =

ct, en portant ces valeurs dans les formules (37) et
(59), on obtient la solution compléte du probléeme.

d. — E(/uilﬂ)/'e d’une couche ¢y lindrigue.

46. Soit un solide homogéne et isotrope limité par
deux cylindres de révolution concentriques et par deux
plans perpendiculaires aux arctes. Ce solide est soumis,
sur chacune des surfaces cylindriques, a une pression
normale ¢t uniforme, et sur chacune des bases a une
traction paralléle aux arétes; on se propose de déter-
miner Pétat d’équilibre.

Placant P'origine au centre de figure, prenons l'axe
OZ paralléle aux arcétes; soient, dans 1’état naturel x,
2y 2 les coordonnées d'un point M du solide ct r la
distance de ce point a 'axe OZ, de sorte que

(62) r?= 24 2

Par sunite de la déformation, le point M se déplace évi-
demment dans le plan méridien passaut par sa position
primitive, et I'on peut décomposer son déplacement en
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deux : I'un ¢ suivant la direction de la distance 7,
Vautre w paralléle aux arctes. :
Nous supposcrons que : ne dépend que de r, et que w
est proportionnel a z. Posant, en conséquence,

I

IR

x
(63) u=z—» g ’ W =rcs,

nous allons vérifier que I'on satisfait a toutes les condi-
tions de I’équilibre par des valeurs convenables de la
fonction ¢ ct de la constante c.

47. Les valeurs (63) donnent d’abord

wdr +vdy +wds = TM[

™

+csds,
et l'on a, par la relation (62),

rdr+ydy =rdr.

1l en résulte que Pexpression précédente est égale a
edr + cz?, et qu’elle est par suite la différentielle totale

de la fonction .
1
© :.fscll'+~c:.3.
‘ 2

Les valeurs (63) des déplacements sont done les dé-
rivées particlles de la fonction ¢ et il suffit, pour satis-
fairc aux équations indéfinies de I'équilibre, d’exprimer
que la dilatation cubique est constante. Or on déduit
des valeurs (63)

(64)

| du
dr
dv
dy

(63) ‘

dw



Il en résulte

(66) ) = — +

Sl
L
i
3]

ct, par suite, en désignant par @ une constante, on peut
derire

. dz
(67) — —+

= 2.
dr

Sto

L’intégrale générale de cette équation est

' b
= ar-— —,
”»

(68)

[0}

ct, en adoptant ¢ette valeur, les déplacements satisfont
aux ¢quations indéfinies, quelles que soient les con.
stantes arbitraires a, b, ¢; nous allons déterminer ces
constantes de maniére a satisfaire aux équations définies
ou conditions a la surface. .

48. Substituons les valeurs (63) dans les expres-
sions (40) des (N, T'). En remarquant que, d’apres les
relations (66) ¢t (67), on a

0—2a—+c,
on trouve

,.—_);(20+(')+z;4<'r- i 7:) T, — o.

\ L
‘!\ R
3 —— ! Zii{i,_l_:r_g: —
(69) ¢ ]\_,._7\(2(7—0—(')-4—2.1(]._, = Nv>. T, = o,
' \,;r: )\QZ('I - C)—‘— 20 T:‘: ):J,r_:,<i§ —
2\ dr

Pour simplifier I'étude des tensions autour d’un point,
faisons passer par ce pointle plan XOZ: on a alors

= r, )’ =0,

o

~
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ct les valeurs ci-dessus deviennent

Ni=2(2a--¢)— 2351 Ti=o
dr
No=h(2a-+=¢)-—2p=> Ty=o0
p
Ny=)(2a—+c)—+ 2uc, T; = o.

Les composantes tangentielles étant nulles, les tensions
N,, N., N3 sont principales. En remplacant ¢ par sa va-
leur (68), les expressions de ces tensions peuvent s’é-
crire

: 2uh
\\1:2()\+;1)a+)\('—-— et
(70) ‘ N oub
‘ ’ =2k = p)a—+de = =)
S

Nz=o2ka-+(k+2u)c.

Désignons maintenant par 7y, r, les rayons des sur-
faces cylindriques qui limitent intéricurement ct exté-
ricurement le solide, et par Py, P, les pressions qui
s’exercent normalement et uniformément sur ces sur-
faces; soit enfin I la traction appliquée sur I'unité de
surface de chacune des deux bases. En exprimant que

on a :

on a:
1° Sur la surface cylindrique intérieure, Ny ==—P,;
»° Sur la surface cylindrique extérieure, Ny == — P, ;

3° Sur la base, Ny =17, on a trois équations

N N oub
\2(A+;J.)a -AhC— ’ = — Py,
0
=1) ‘ N 2
(7 2(h+ uw)a—he — J)ﬁp—,_f Py,

1
2ha—+ (h+2u)c=F,

(ui déterminent a, b, ¢, et, par les valeurs que I'on ob-
tient ainsi, toutes les conditions d’équilibre sont satis-

faites.



(544 )
La premicre et la deuxiéme des équations (71) don-
nent d’abord

N < lo—/“l’
( ‘a(l.f;z)a—.—/\(, e
=) ¢
’ ( p— Lo—=T0)riry
\ T oaul(ri—rl) ’

ct ces relations donnent les valeurs définitives de N
N,. Enfin la troisi¢me équation (71) et la premiére (72)
donnent a ct ¢, de sorte qu’on ale systéme de valeurs

(g -0 rPy—rip, s .
2 (3N -—2m) r¥—r C2U(3h -2
1 (Py—Py)rirt
(53) ¢ b=-— Do,

20 ri—rz

. Ko . I riPo—rib,

. —_— oS -_ Y 3 PR
(3 A+ 212) w(3A42p) ri—ri

qui donne la solution compléte du probléme.

VI, — MovvEVENTS INTERIEURS DES $YSTEVES ISOTROPES.
49. Et/un![ons des mouvements intérieurs. — Consi-

dérons un systéme élastique homogeéne, isotrope, sous-
trait a toute force extéricure et inddéini dans tous les
sens; supposons que les points de ce systéme, ayant été
déplacés, soient abandonnés avee des vitesses initiales a
I’action des forces intéricures. Le milicu se mettra en
mouvement, ct, si 'on désigne par u, v, w les projec-
tions du déplacement du point dont les coordonndes
¢taient x, 9, = dans 'état d’équilibre, ces projections
devront ¢tre considérées comme des fonctions de a,
¥, 7 et dutemps ¢,

Ces fonctions satisfont aux équations (44) qui, en
faisant abstraction des forces extérieures Xo, Yo, Zo,



deviennent
o dy A= d2u
(h ) g 7 de’
N db de
-4 — —_— V= ——
(74 < (A ;Udv—l—um s
h =+ l)d() 4+ wAw e
\ L - =0 — ——
) gz T T

Le probléme général des mouvements vibratoires con-
siste a trouver des fonctions u, ¢, v satisfaisant a ces
trois équations aux dérivées particlles du second ordre,
et telles que leurs valeurs initiales, ainsi que celles de

, . . du dv dw . . ,
leurs dérivées i ar ar’ soent des fonctions donnédes

des coordonnées x, y, z.

Nous nous bornerons & montrer, par un exemple
simple, comment on peut, a 'aide des équations (74),
¢étudier les propriéiés de mouvements particuliers pour
lesquels on connait a priori la forme des fonctions qui
représentent les déplacements.

50. Mouvements simples. — On appelle mouvement
simple ou mouvement par ondes planes tout mouvement
dans lequel les déplacements sont de la forme

" u=pcos(ar —by +cs—st—uo).
(55) e=gcos(ar+by —cs—sl+o)

/

L w=rcos(ar+by —cs— st+0),
Py Gy 75 a, by ¢; 5, ¢ désignant des constantes.
Examinons d’abord les propriétés générales de ces
mouvements que l'on a a considérer dans un grand
nombre de théories physiques.

31. Les formules (75) montrent d’abord que I'on a

constamment
u S Ww
- = — = ,

r q ”
Ann. de Mathémat.. 3° série. 1. VIL. (Décembre 1888.) 33
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de sorte que, pour un point quelconque, le mouvement
est rectiligne.
Désignons par o la distance du point (r, y, z) au
plan, passant par Uorigine, représenté par I'équation

(76) aX—+bY+cZ=o.
En posant

(77) "= a— b2+ c2,

g =ax -+ by --cs,
ctles formules (75) peuvent s’écrire

w=pcos(ho—st+-0).
(78) o =gqcos(hp—st+2),

w=rco~(hp — st +o).

On en conclut que tous les points situds & la méme
distance du plan représenté par I’équation (76) sont, au
méme instant, déplacés de la méme maniére: de la la
dénomination de mouvements par ondes plancs donnée
aux mouvements dont il s’agit.

52. Pour une valeur donnée de ¢, les déplacements
w, v, w prennent les mémes valeurs lorsque o s’accroit
d’une quantité /, telle que 7l = 2%; cette quantité, dé-
terminée par la relation

2T
(79) l= 5

représente ce que on appelle la longueur d’ondula-
tion.

Pour une valeur donnée de ¢, les déplacements u, v,
w prennent les mémes valeurs lorsque ¢ s’accroit d’une



(547 )
quantité 7, telle que 5= =275 cette quantité, déterminée
par la relation

95

(80) T= )

s
représente ce que Pon appelle la durée de la vibra-
tion.

Enfin, les valeurs des déplacements restent les mémes
si I'on fait croitre ¢ de Ar et de Az, pourvu que l'on
suppose

(81) hdp—s At =0,

par conséquent

la valeur de w étant

(82) w= - =

La quantité w, déterminée par la relation (82), repré-
sente la vitesse de propagation.

33. Mouvements simples compatibles. — Cherchons
maintenant les conditions auxquelles doivent satisfaire
les déplacements d'un mouvement simple pour que ce
mouvement puisse s¢ propager dans un milieu isotrope
donné, c'est-a-dire soit compatible avee la constitution
de ce milieu.

Les expressions (75) doivent alors satisfaire aux équa-
tions (74); si Pon pose, pour simplificr,

axr—by —cs—st—o=1,

les valeurs (78) donnent

9 b ind _ﬁ —

=—(ap +bg —cr)smy, 7 =—a(ap +bg +cr)cosy,
Au = h2 . ) ._2—_ 2 S !
uw=-—/"tpcosy. Jie = P eosy,
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et la substitution de ces valeurs, dans la premiére des
équations (74), donne, en supprimant le facteur com-
mun cosy, la premiére des équations

(A+w)a(ap +bg +cr)y+(ph2—ps*)p = o,
(83) { (A4 p)b(ap + bg +cr)y+(pht—ps?)qg =o,
(A +w)e(ap +bg +cr)y+(ph2—ps?)r=o.

les deux autres résultant de la substitution des valeurs
(75), faite de la méme manijére, dans la scconde, puis
dans la troisieme des équations (74).

5%. Sil’on ajoute les trois équations (83), respecti-
vement multipliées par a, b, ¢, on trouve
(84) (ap +bq +cr)|(h+2u)h2—ps2]=o.

Il faut donc que 'on ait, ou (hA+a2u)h* — 5s2= o,
ou ap —+ bg+cr=o.
55. Vibrations longitudinales. — Dans le premicr

cas, la relation
(A +a2p)h2—ps2=o0

. . $
donne, pour la vitesse de propagation v = ;.

h
- /)\ — 2
85 (U:\/ - .
(83) -

De plus, puisque wh*— o05*=—(h + u)h?, les équa-
tions (83) donnent

a~ b~

[T i

Or p, g, r sont proportionnels a u, ¢, w; a, b, ¢ sont
proportionnels aux cosinus directeurs de la normale au
plan fixe représenté par I'équation (61); donc les rela-
lions (86) expriment que la vibration est perpendicu-
laire au plan de Uonde.
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Les vibrations simples, normales a I'onde plane, se
propageant avec la vitesse (85), sont dites longitudi-
nales.

56. Fibrations transversales. — Dans le second cas,
Péquation ap + by + cr = o exprime que la vibration
seflectue dans le méme plan de l'onde; de plus, les
relations (83) se réduisent a

ph?—os?=o.

ce qui donne, pour la vitesse de propagation,

(87) w=\/§

La dilatation cubique, donnée par la formule
0 =—(ap + bg +cr)cosd, est égale 4 zéro, de sorte
que le mouvement a lieu sans que la densité du milieu
soit altérée.

Les vibrations simples, paralléles a I'onde plane, se
propageant avee la vitesse (87), sont dites transver-
sales.

57. En résumé, les mouvements simples qui peuvent
se propager dans un milieu homogéne et isotrope ap-
partiennent nécessairement a I'un des deux systémes de
vibrations, longitudinales ou transversales. Les vitesses
de propagation, différentes pour les deux systémes, ont,
pour chaque systéme, une valeur délerminée restant
la méme quelles que soient les durées et les amplitudes
des vibrations propagées. Enfin il est a remarquer que,
dans tout mouvement longitudinal, la direction de la
vibration est déterminée; le mouvement est polarisc.
Au contraire, dans tout mouvement transversal, la vi-
bration n’est assujettic qu’a étre dans le plan de I'onde;
son orientation dans ce plan peut ére quelconque.
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38. Propagation de la lumiére dans un milien
isotrope. — Dans la théorie des ondulations, on atiribue
les phénoménes lumineux aux vibrations d’un milien
élastique particulier. On admel que, dans les corps non
cristallisés, ce milicu peut étre considéré comme isotrope
ct 'on suppose que ses vibrations sont régies par les
équations (54), avec la condition spéciale % +2u =o.

12 ’ . , .
En posant '5 = ¢, les équations peuvent alors s’écrire

du (_\ _(l())
ar = ¢ \ “ T ax )
\ D dre dh”
(83) T _e<m —;[;),
d?w dh
a = ¢ (* — )

l.a condition % + 2 = o attribue une valeur nulle a
la vitesse de propagation des ondes longitudinales, de
sorte (que, par snite de 'hypothése admise, le milicu ne
peut propager que des ondes planes transversales, non
polarisées avee la vitesse w = /e, la méme dans toutes
les directions.

39. Propagation de la lumiére dans un milieu cris-
lallisé. — On peut rattacher la théoric physique de la
double réfraction cristalline a la théorie de P’élasticité en
admettant que, dans un cristal transparent, il existe
trois directions telles u’en rapportant & ces directions
les vibrations de P'éther, ces vibrations soient régies par
les équations

du / d())
\ET—’_G (Au_ﬁ,’
aze d0
(8g) < am =1 (\_\v ‘(Ty)’

d2a

! 0"
TE (e )
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qui ne diflérent de celles des corps isotropes que par la
substitution de trois coeflicients distincts e, f, g au coef-
ficient unique e.

Pour qu’un mouvement, représenté par les formules
(75), puisse se propager dans le milieu, il faut que les
déplacements u, v, w satisfassent aux équations (89); en
opérant comme au n° 53, on trouve les trois conditions

s2p=c[hp —a(ap+ bg + cr)|,

(90) v $s2q=[flhtqg—b(ap +bg + cr)).
( str=g[htr —ec(ap +bg +cr)l.
14 q

i

Désignons par [, m, n les cosinus directeurs de la
el ) k]
normale a I'onde plane, de sovte que

l__a m—b ¢
-7’ =% "=

En divisant par /* les équations (go) et observant que

N . .

= il vient
[ (wr—e)p=— el (lp + mq—nr).

(91) ‘ (02— frqg =—fm(Ilp -- mq + nr),

'\ (02— g)yr=—gn(lp + mqg + nr).

Ces équations sont linéaires et homogénes en p, ¢, r,
et, en éliminant ces trois quantités, on a une équation
du troisiéme degré en w?* donnant les vitesses différentes
avee lesquelles une onde plane peut se propager dans la
direction (l, m, n). Pour (aire I’élimination, il suffit
d’écrire les équations de la maniére suivante :

. VLA S S . .
(92) o= Tm T (Ip — mq + nr)
wi—e wr—f wi— &

On endéduit immédiatement l’équation

el? Jm2 an?

(93 A LU Lol
93) wl—me  wl—f " wl—yg '

qui admet une racine nulle.



(352 )

Pour cette racine, les équations (92) donnent

P _ 4
{ m

2

-
n
ces équations correspondent a un mouvement simple
longitudinal; mais la condition w?= o0 montre que ce
mouvement ne peut pas se propager.

Les deux autres racines w? sont fournies par I'équa-
tion

[2 m2 n?
wi—e w2—f + w2 — & =

(94) 0,

qui coincide avee Péquation aux vitesses des ondes
planes trouvée par Fresnel.

A chacune de ses racines correspond, d’apres les équa-
tions (57), une direction déterminée de la vibration, de
sorte que, dans chaque direction, se propagent, avec des
vitesses différentes, deux ondes planes polarisées.



