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SUR LA CONVERGENCE DES SERIES;
Par M. Erxest CESARO,

Professeur a PUniversité de Palerme.

Dans toute série convergente, le produit d’un terme
par sonrang ne peut tendre vers une limite différente
de zéro.

Ann. de Mathematl., 3¢ série. t. VII (Février 1888). N
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Ce théoréme est ordinairement déimontré pour les
séries a termes positifs, et la démonstration est fondée
sur la divergence dela série harmonique. Il est vrai que,
si nu, tend vers ) 2o, u, finit par prendre le signe de ),
ct, par suite, on pourrait s¢ borner a considérer les
séries a termes positits. Mais nous préférons exposer ici
une démonstration indépendante de toute série spéciale
ct de toute hypothése sur les signes des termes. Rappe-
lons d’abord que si, pour 7 infini, @, tend vers une li-

mite, on a
1 .
(1) ﬁ{a,—r—a_)—r—n,—l—...—r—a,,):lmm,,.
Il en vésulte que 'on peut éerirve
. 1 N
hm’—'(u,—i—zul—i— SUz~..— NUy 1 = A,

D’autre pat L, la somme Uy 4+ 20,4+ ...+ nu, lwuL
s'écrire ainsi
Sl+ l(hl—*\l>_- e ’l( bII_ Sn—l )
=(n-+ DS, —(S(+ S+ 5, «— ..— 8,

o
Conséquemment
1 1
lim l—-l——) Sp— —= (51— 8+...—8,)| =%
n, n
Si la série est convergente, on a, en vertu de (1),
. . . .
him -;(b,—’r— Se— S3+...+S,)=1mS,,.
2

Donc X = o.

Rappcelons que la condition lim nu, = o n'est pas suf-
fisante pour la convergence, car il y a des séries diver-
gentes qui y satisfont. Elle n’est pas nécessaire, car nu,
pourrait osciller au licu de tendre vers zéro. Cependant
clle devient nécessaire pour les séries dans lesquelles le



(ot )
rapport de deux termes consécutifs tend vers une limite
déterminée; car, si nu, oscillait, il en serait de méme
de (n—+1)Upiy
nu,

que la condition lim nu, = X, o X2o, est suffisante
pour la divergence.

Le caractére de divergence que nous venons d’obtenir
a plus d'importance qu'on ne lui cn donne dans les
Traités; car, toutes les fois qu'il permet de constater la
divergence d’une série, on peut étre assuré que la régle
de Dulamel ne saurait en faire autant. Supposons.
en effet, X fini et différent de zéro. On a

u
» et, partant, de ='. Remarquons enfin
Up

. Upq .
lim =22 = lim
Uy n—+1 nu,

no (N 1)Uy _

C’est le cas de recourir au théoréme de Duhamel. Soit
limn(L —-l> =u,
Up+1
¢’est-a-dire
(2) lim ————— 0 — 2 = —
Considérons la série
1= Uy, Vo= ) Uy— Uy, v3= 3uz— 210
évidemment convergente, puisque
(L= Vo 03— ...+ 0, = nu,
L’égalité (2) devient

li Vn+1 __
m T = I — *

Un+1
d’ou
limne,= (1 — ) A
Mais le premicr membre est nul. Done (1— 1)k = o;
puis w = 1. La régle de Duhamel ne conduit i rien.
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On parvient au méme résultat, dans le cas de séries

a termes positifs, en partant de la relation

(3) lim '\l/ ajaza;. ..a, = limay,,

qu’on déduit aisément de (1) par le changement de a,

1\ .
cn loga,. Pour a,= (1 -+ ;) » on obtient
AN

De méme, pour @, = nu,, on trouve, en tenant comple

du dernier résultat,
lim n'\l/u, UsUs. .. Up = he.
D’autre part, si on fait
[ wp
Tp=n &—— —1
Un+1

dans la relation connue

n .
lim {1+ ﬂ) ="
n )

. u n
lim < “ ) = el;
Un+1

Up \"
a, = .
Un+1

la relation (3) devient

on obtient

puis, pour

%
lim Vi als. U _ oy
i,
.
d’ou
. ny—
limnVu, ugty. .. u, = heb-.

Donc w=1.

Inversement, il est facile de se convaincre

que

nu,
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tend vers zéro toutes les fois que les régles précédentes
permettent de reconnaitre qu’une séric est convergente.
En nous bornant aux séries a termes positifs, soit

d’abord
lim Un+1 lim (n+ ')un+1
Un nun

:)\<l,

et prenons » < g < 1. Il doit exister un nombre fini v.
tel que, pour n 2 v, on ait toujours

(N —+1)Unsq

i <q,
pUIS
nup,
< gn—v,
vy 9

Donc, pour n croissant a l'infini, limnu,=o. En sc-
cond lieu, soit A = 15 mais

limn< e —n> =p>r

Un+1

ct prenons 1< ¢ < . On pourra déterminer v de ma-
niére que, pour 22 v, on ait toujours

n( Un ——1>>
Un+1 7

c’cest-a-dire

puis
nu, (v+1)(v+2)(v+3)...n
vy, (V) Vg1 (nH+qg—1)

On sait, d’ailleurs, que le second membre de cette
inégalité est le produit de

(1+q)(2+.q).. (v+qg—1) T(1+gq)

2,304,000 nd-1

par une fonction de 7, qui tend vers P'unité pour n in-
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fini. Donc, encore une fois, a cause de ¢ >1,0na
lim nu,, = o.

Le théoréme exprimé par 1'égalité (1) est susceptible
Qune utile généralisation. Soit v, + vy 4+ v3 ... une
séric divergente, a termes positifs. Si a, tend vers une
limite a, il existe un nombre v, tel que, pour n > v, on
ait toujours

[an—a| <5

¢ étant donné a l’avance arbitrairement petit. On en
déduit
I Ap¥p— A¥p ‘ L evp.
Maintenant, si I'on pose
T, T A W Uyt AV — A(Y - Ve oo Vg )

on obtient par addition

} Tp— Ty I < E(Vv—v-_"“ Vv+2+~ .o Vn)y

puis
A9+ Aoty .o+ Ay ' yp— Oy al< V1 Vg 0y
—_ el ———m—=— .
G -3 A= o Vg "1—'—02-\‘".-.—1—9"_)

Conséquemment, si I'on fixe v en faisant augmenter n
a Pinfini, on trouve

. QP AV A3 . = Ay ¥
lim 1 3¢'3 n¥n

1 Q= V3. .. ¢, -
Il sufit de faire v,=1 pour retrouver (1). Cela étant,
supposons que

tende vers une limite. On trouve

. S .u
lim — - 2 im 2.

Vp-o- P LY o
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1
Pour ¢, = ;> hous voyons que

n

lim i
ogn

= lim nu,,

pourvu que le second membre existe. Il en résulte que
les séries divergentes, pour lesquelles nu, tend vers zéro,
sont moins divergentes que la série harmonique. De
méme, pour v, =1, on trouve

.S .
Iim =2 = limu,.
n

Par suite, les séries divergentes, dont le terme gé-
néral tend vers zéro, sont moins divergentes que lasérie
1+1 —+1-....Ieciil convientde faire remarquer qu’on
peut rigourcusement comparer la divergence de deux
séries en étudiant le rapport des sommes des » premiers
termes, pour 72 infini. Lorsque ce rapport a une limite
finie et déterminée, autre que zéro, les deux séries sont
également divergentes. On dit que la premiére série est
moins divergente quc la seconde lorsque le rapport en
question tend vers zéro.

Partageons le systéme des nombres entiers en un
nombre fini de systémes Ay, A, ..., A, ct supposons
que a, tende vers X, lorsque 2 parcourt A,. Soient res-
pectivement 7; et o; le nombre et la somme des entiers,
non supérieurs a 72, qui apparticnnent au systéme A;.
Soit, en outre, w, la probabilité qu’un entier, pris au
hasard, apparticnne a A;. On a, pour n infini,

. ong - N
lim = = o,. lim = = J,.
n n,
s
D’autre part,
1 ny Ty 7, 7 n, s,
—(ay+day +... ap)— — — - =2 et
n nony n I n n,
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Donc
. 1 N
(4) hm;(a.-r— Ao+ oo @p) = MBy 4+ haWa—+. ..~ A, 7,

On démontrerait de méme que
- . —_— \T In} - .
(h) hm’{/alaza;;...a,l:/\T')\?i)\?’.../‘?"

Reprenons (4) et faisons-y a@,= nu,. On trouve que
l’on doit avoir

(6) )\1?31—1'—)\26!2—!—)\3‘573-4—...—-—)\rm,.: 0.

pour que la série soit convergente. C'est 1a un nouveau
caractere, (qui permet de constater immédiatement la
divergence de certaines séries. Ainsi, par exemple, on
voit au premier coup d'eeil que la série

R e ar T o et -
est divergente, car ona Ay =—1, ™, = 3}, lorsque n est
divisible par 335 et ao=1, my=13, lorsque n est pre-
micr avee 3.

Nous pouvons méme énoncer des propositions géné-
rales, qui offrent un certain intérét. Considérons, par
exemple, un systéme A, constitué par une suite a,, @,
ay, ... de nombres entiers, croissant a U'infini. Soit =
la probabilité qu'un nombre entier, pris au hasard, ap-
particnne au systéme A. La condition (6), appliquée a
la séric

I . .
dOl]llC W= 0,€n supposant U, — ; ou bien Uy, = 0, sul-

vant que 2 appartient ou non au systeme A. Consé-
quemment, pour que la série (7) soil convergente, il
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est nécessaire que les dénominateurs soient tnfiniment
rares parmi les nombres entiers. Cette condition n’est
pas sulfisante. Ainsi la série (7) est convergente
lorsque A est le systeme des carrés parfaits : clle est
divergente lorsque A est le systeme des nombres pre-
miers. Les fréquences de ces deux systémes sont infini-
tésimales : leurs inverses deviennent infinies comme les

fonctions y/n, logn, respectivement. Le dernier théo-
réme est, du reste, une conséquence immédiate d'un
théoréme de Dirichlet, d’apres lequel la limite de

R T I T

£ F -+ F—' —+ @ e )

2

pour ¢ = o0, est égale & ®. Or, lorsque la série (7) est
convergente, la limite en question est o. Done » = o.

Changeons les signes de certains termes, arbitraire-
ment choisis, dans la série harmonique, ct soit © la
probabilité de rencontrer un terme négatif dans la série
obtenue

(8) Ee e R

(
e

1
! E....

b

Les indices des termes négatifs constituent un premier
systéme pour lequel on a X, =—1, ®», = ®. Les indices
des termes positifs constituent un sccond systéme, pour
lequel ks = 1, ms=1— . La condition (6) devient

-

I— 20 = 0, d’ou =

Conséquemment, pour que la série (8) soit conver-
gente, il faut que les termes négatifs y soient tout
ausst fréquents que les termes positifs.

Faisons une inversion de termes dans la séric

(9) e

en conservant 'ordre des termes de méme signe. Sup-
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posons que l'on ait, apres Uinversion, n, termes posi-
Lifs, suivis de 1, termes négatifs, ete. Soit

N=17Nn;——Ny—+ N3—...1 Nay,

ct désignons par = la probabilité de rencontrer un
terme négatif, de sorte que
Lo == Ny . .= Tlap

.1
wm = lim S
n

’
. Ny— N3+ ... Nop—
| fim AT R
n
Tant que © est diflérent de zéro et de 1, la série con-

sidérée peut éire convergente. Remarquons, en effet,

que nuy, tend vers — ;;_3, ou bicn vers Tll_——g;—, suivant
que w, est négauif ou positif. La condition (6) est donc
vériliée. Pour montrer que la série est convergente, re-
marquons que la somme de ses n premicrs termes est

3 1 1
bn = "2(n,+n3+.. )T fIIn,+na+...—|—ni,_1 — 2 lln.:-k—n‘+...+n;,~y

ou H, représente la somme des 2 premiers termes de la
série harmonique. On sait, d’ailleurs, que cette dernicre
somme est asymptotique i logn 4+ C, d’on il suit que S,
est asymplotique a

Uy == Ny~ N oo My

1 7
logo + —log
2 Ny Ry g . == Iy

Conséquemment, la somme de la série cousidérée est
égale au logarithme naturel de

Wi

En particulier, si I'on veut altérer Vordre des termes
dans (g), de manicre 4 obteniv une somme nulle. on



doit prendre

1 N .
2 - —1=1, d’ou W= 3.
w

Par exemple,

I— 5 — | — o —

1.1 s — L T S —0
2 b 6 87T 10 T 12T T 16 TS e U

Si, au contraire, on veut que la série conserve la
somme qu'clle a, il faut laisser les termes négartifs se
! qu’clle a, z o5 te s négaltifs .
succéder aussi fréqguemment que les positifs.

Il est remarquable que le caractére de convergence
exprimé par la relation (6) soit encore applicable a des
séries, pour lesquelles viennent a manquer d’autres ca-
ractéres importants. Il est d’abord évident que le rap-
port de deux termes consécutifs oscille, car on a

lorsque n parcourt A;, en prenant sculement les va-
leurs qui sont suivies, dans le systéme total, de nombres
apparlenant au systéme A; Soit @;; la fréquence de ces
valeurs, de sorte que

T, =W — W+ ... +0;p=W);+ Wy ...+ Wy

La formule (5) permet d’éerire

r
oy A\
lim Vu, = )y =1
[1(5
iy
L’examen de cette limite ne permet donc pas de constater
la divergence de la série. Il resterait a chercher les con-
ditions moyennant lesquelles on serait autorisé a étendre

les formules (4) et (5) au cas de r infini. Nous nous
en occuperons peut-étre.



