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SIR LE CRITÈRE DE GALOIS CONCERNANT LA RÉSOLUBILITÉ
DES ÉQUATIONS ALGÉRRIQIES PAR RADICAUX;

PAR M. J. DOLBNIA,

Ingénieur des Mines A Nijm-No\£orud

1. Il est bien connu que les racines de l'équation cu-
bique

.T3-4-ƒ> /* -4- q = o

s'expriment par les formules

où R4, R2 sont les racines de l'équation

P3

= o.
27

Abel, le premier, a remarqué (*) que les racines de
chaque équation algébrique irréductible, résoluble par

f1) Œuvres complètes, t. II, p. 2^2; 1881.



radicaux, sont exprimables par des formules semblables
à (i). Dans un des Mémoires posthumes Sur la résolu-
tion algébrique des équations, Abel a donné (1 ), sans
démonstration, le théorème suivant :

Si Véquation de premier degré n est résoluble par
radicaux, ses racines sont exprimables par les for-
mules

« « - *

o/V RM R2, . . ., T\n-\ sont les racines d'une équation
du degré (zz — i) dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles des coefficients de la proposée.

La vérité de ces formules a été démontrée par Malm-
sten dans le Tome XXXIV du Journal de Crelle (-).

2. La connaissance plus exacte des propriétés des
i * i

fonctions R", R", . . . , R^_, s'acquiert à l'aide des théo-
rèmes suivants :

THÉOIIÈMF: J. — Si nous donnons à R^ la f orme de
fonction rationnelle des racines x 0 , xK, x 2 , ..., xn_K, la

( z -+- k\ -1

} réduit cette fonction à a*R".
z ) J K

Démonstration. — Du système (2 ) , on déduit
1

( j ) R'j = .ro-+- a"-1^! -h. . .-1- in-kTk -+-. . .H- OLXn-\-\-. . ..

( ') Œuvres complètes, t. II, p. ^ 17->^3.
(2) Suinr.T, Cours d'Algèbre superieure, t. IT, p. 607: 188G
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En appliquant à cette équation la substitution (

on a

( 4 ) | S / A R î ) = -TA -+- a ' 1 ' 1 J'k+i • + - . . .

où S*=( l )• En multipliant les deux membres de
\ z J

(3) par a*, on obtient

( 5 ) j a* R ? = a* 2*o 4 - a*~ l # i -h a^~2 ^ 2 -+-•••
f - 4 - ^ H - a " - 1 i r / l + 1 - h . . . - h a A + 1 ^ / ? _ i H - . . . .

En comparant (4) et (5), on trouve

C. Q. F. D.

3. Corollaire. — En désignant ( ) = S, nous

avons
/ i\

s Uw

d'où il suit que, si nous appliquons les divers degrés

de substitution circulaire S = ( ) à R", nous au-
rons la série

(6) R", aR?, ^R?, ..., a'MR; ....

En général, les divers degrés de substitution S =



donnent à R" la série des valeurs suivantes :

1 1 1 i

4. THÉOKKME II. — <Sz' nous appliquons la substitu-

tion T = ( * j ó R", /ÏOM.Ç aurons

ozV / satisfait à la congruenœ

/if' == i ( mod /i ).

Démonstration. — En appliquant la substitution

) à la fonction

i

\\'[ = .ro-f- oc'l~ {x{-^ y."~2

nous aurons

Soil
/ / -= i ( inod w) ;

a \o rs

Par conséquent,

Mais, de l'équation (^), on déduit

En comparant (7) et ( 8 ) , on obtient

/ 1 \ i
\Rj / = H; C. Q. F . D.
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5. Corollaire. — Soit p la racine primitive du nombre

premier n\ alors pn~{ = i (mod/i), tous les autres degrés
de p sont congrus avec les nombres 2, 3, 4? •• • ? H — 1 •
Posons

p r a - 2 sa , p"-3 = 6, . . . , p2==A- (mod/i),

où «, &, e, . . . , k sont les divers termes de la suite 2,

3, . . ., p — 1, p -J- 1, . ... n — 1. Posons T = ( J •

En appliquant successivement tous les degrés de T,
nous aurons

TVH

où les indices a, Z>, c, • . . , /v sont les résidus minimum
de p2, p3, . . . , p"~2, suivant le module «.

De cette manière, nous verrons que les différents
degrés de substitution T donnent la série

G. À laide des deux substitutions S =
Z H- I

et



T - f > nous formerons la Table suivante :

. . . , S"-1,
T, ST, S2T S«-'T,

s.
ST,

ST-

s*,
S2T,

S2T2,

La table (9) constitue *m système conjugué (1). Les
substitutions de ce système, étant appliquées successive-

nient à R", donnent à cette fonction les n(n — i) valeurs

suivantes :

(V)

7. THI':OIU;MK III. — Les substitutions t/ui nyallèrent

pas la fonction ï\'l constituent un système conjugué
dont Vordre est

M = 1, 2, 3, . . . , (/i — 2) ;

ce système se compose de toutes les substitutions qui
11 allèrent pas les deux racines : «r0 et encore une cer-
taine racine x/,.

Démonstration. — En appliquant à R" tous les de-
U nous aurons les (n — 1)

" • ' /

valeurs différentes de cette fonction qui sont renfermées

(') SEUHLT, Cours d'Algèbre supérieure, t. II, p. 268-271; 1886.
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dans Ja série

i _i i 1

(IO) K;\ H'*, H;', . . . , R;;_I, . . . .

Les substitutions i , T, T2 , . . . , r£n~2 n'altèrent pas
l'indice z = o. D'autre part, si à l'équation

nous appliquons toutes les substitutions possibles des Fa-
rines a^ , x 2 , . • •, ocfi-\ -, la racine x0 n'est pas altérée par
cette opération. D'où il suit que toutes les substitutions

de racines x^ «r2, • • -- xn_s donnent à R" les (n— i)
valeurs différentes. Le nombre des substitutions des ra-
cines de x'i, x2, . . •, xn_s est exprimable par le produit
N = i, 2, 3, . . . , (n — i). Ces substitutions forment un
système conjugué qu'on peut former de la manière sui-
vante. Du nombre général n des racines de l'équation
proposée nous excluons x0, el encore une racine à vo-
lonté, par exemple X\ \ de toutes les autres (n — 2) ra-
cines,

nous formons tous les arrangements possibles sem-
blables à (11). Le nombre de tels arrangements est égal
au produit

M = 1, 2 , 3 , . . . , (n — i).

Nommons les substitutions à l'aide desquelles nous
recevons tous les M arrangements par

( 1 2 ) 1, U i , U 2 , . . . , U M - i .

Les substitutions (12) constituent un système con-
jugué qui n'altère pas les deux indices o et 1. Des deux
systèmes conjugués (1, T, T2 , . . . , Tn -) et (12), for-



nions la Table

i, T. T*,

U2, U2T, U2T-\

Ce Tableau renferme les (n — i) M substitutions parmi
lesquelles ne peuvent être deux substitutions égales, car
l'équation

entraîne l'égalité

ce qui ne peut être, parce que le produit Ua ' Ua' trans-
forme au plus les (n — 2) indices, alors que la substi-
tution T(P"~P̂  transforme tous les indices, excepté les
zéros. D'où il suit que la Table (i3) renferme

| i , •>„ 3 , . . . , ( n — 1 ) ]

substitutions diverses qui ne transforment pas JC0 et
qui constituent un groupe dont l'ordre est

N = i , 2 , 3 , . . . , ( 7 1 — 1 ) .

Il est facile de prouver que, dans chaque ligne horizon-
tale du Tableau (i3) , il y a seulement une substitution

]iii n'altère pas R". En effet, admettons que dans la

r ii T T" Ta
ligne

il y ait deux substitutions UaT
A et U a T / qui n'altèrent

pas R". Dans cette hypothèse, la substitution

( t \T ' ) l = T 'Là1



J

n'altère pas R" ; par conséquent, le produit

T 'Ui1, UaT*=: T*-'

x
n'altère pas non plus R", ce qui ne peut être. De là
suit qu'il existe

M = 1, 2 , 3 , . . . , ( / * — 2 )

i

diverses substitutions qui n'altèrent pas R". Ces sub-
stitutions ont les formes

a _ M — 1, fi '- n — >,

et évidemment constituent un système conjugué ( ' ) .
D'après les théorèmes bien connus de MM. Bertrand

et Serret (2), nous connaissons que, si l'ordre de sys-
tème conjugué de (/z — 1) lettres est égal au produit
1, •}, 3, . . . , ( / / — 2), le système se compose des substi-
tutions formées avec (n — 2) lettres} d'où il suit que le

système conjugué qui n'altère pas R" se compose de
loutes les substitutions qui n'altèrent pas XQ, et encore
l'une des lettres x 4 , x2, . . . , x , ? _<. c. Q. F. D.

8. Remarque nécessaire. — Les théorèmes de
MM. Bertrand et Serret dont nous nous sommes servis
admettent une exception quand n = 7. Dans ce cas,
// — 1 = 6, et alors, outre le système qui renferme toutes
les substitutions de cinq lettres, on peut encore former
un système de même ordre qui contient les substitutions
circulaires des ordres 4* $•> Ö. 11 est bien compréhensible

(M SisiintT, Cours d'Algèbre supéi ieure, t. II, p. 386;
{*) fbid., t. II, p. jqtl
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que ce dernier groupe ne peut satisfaire aux conditions
du théorème IJ1. En effet, Je groupe d'ordre 120, qui fait
exception aux théorèmes de MM. Bertrand et Serret,
renferme la substitution circulaire

<ï> == ( . r t , ^ v , . r 2 , J ^ F'41 orQ) ( * ) .

En remarquant que 3 est la racine primitive du nombre
premier 7, posons

alors

où

Il est clair que

par conséquent, le groupe qui renferme les substitutions
circulaires des ordres 4-» 5, 6 ne peut être identique au
groupe du même ordre, dont toutes les substitutions

n'altèrent pas T{".

9. Raisonnant comme ci-dessus, nous verrons que le
groupe qui n'altère pas a^R^ se compose des M = i ,
2, ..., (il — 2) substitutions qui ne transforment pas xp,
et encore une certaine racine xq.

10. THÏ:OBÈME IV.— Chaque fonction de la f orme

a*R" est exprimable rationnellement par deux racines
de Péquation proposée convenablement choisie.

Démonstration. — Prenons Tune des fonctions

( l ) SERRET, Cours d'Algèbre supérieure, t. IL p. 3 n : 18G6.
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J

données aA^R^. Cette fonction n'est pas altérée par
toutes les substitutions possibles des racines

Xd, . T j , . . . , XL X,,

excepté x^ et encore une certaine racine Xi\ par consé-
i

cjuent, a.hPJxL est une fonction entière, rationnelle et
symétrique des racines de l'équation

Si

(16) f{oo) = o

est l'équation proposée, la fonction a^AR^ est expri-
mable rationnellement par les coefficients de l'équation

par conséquent, elle s'exprime rationnellement par x^
et xi. c. Q. F . D.

\\. THÉORÈME V. — Chaque racine de Véquation
proposée s'exprime rationnellement par chacune des
fonctions (A) (n° 5), si les racines de Véquation binôme
y/i— j __ o sont rationnellement connues.

Démonstration. — ]\ous avons reproduit ici les rai-
sonnements avec lesquels Galois a démontré l'un de
ses théorèmes fondamentaux (1). Nous savons que le
groupe des substitutions d'ordre N = i , ^ , . . . , ( / z — i)

qui ne transforment pas x0 donnent à R" les (/z— i) va-

(x ) SERRLT, Cours d'Algèbre supérieure, l. II, p. ?>Sc>-3çp;



leur h
i t i

Composons l'équation

dont les coefficients sont les fonctions symétriques des
racines de l'équation

par conséquent, on peut donner à l'équation (17) la

forme

L'équation proposée f (x) = o a une racine commune

avec chacune des équations

( 18) / v[ IVÓ. . r ) = o.

11 est facihî de démontrer qu'aucune des équations (18)

n'a d'autre racine commune avec l'équation proposée.

C'est pourquoi nous disons que l'équation

(19) FVRÏ,W = »

est satisfaite par* la substitution Xj au lieu de x , c'est-

à-dire que nous a\ons identiquement

( J \
(2.0) V\R'L . r y / /=o.
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L'équation

découle de (17) par la substitution circulaire

(ai) F(Ç, .ry) = o

'•+- / \j ;z J
par conséquent l'équation (21), dans la forme étendue,
est

1
Il est évident qu'à cette dernière équation la racine

1
Ç=R£ ne satisfait pas*, par conséquent, l'égalité (20)
n'est pas admissible, par conséquent notre hypothèse est
illusoire.

D'où il suit que chaque équation (18) n'a qu'une
seule racine commune avec l'équation proposée; par
conséquent, le polynôme f (pc) a un plus grand commun
diviseur avec chacun des polynômes (18), et ce com-
mun diviseur est un polynôme du premier degré en x.
Nous chercherons ce diviseur parmi f {oc) et F(Ç, x)\
ayant obtenu le reste du premier degré en x, nous éga-
lerons ce reste à zéro; par cela même, x se transforme
en ,r0, lequel s'exprime rationnellement par Ç:, au lieu
de Ç, nous pouvons substituer chacune des fonctions

i l 1

R", Ro, . . ., R^_j. De la même manière, nous démon-
trerions que, en général, x^ s'exprime rationnellement

J * i

par a*R ,̂ a2/fR'2', . . ., aw"*R;;_,. D'où il suit que cha-
cune des racines s'exprime rationnellement par chacune
des fonctions (A), n° 5. c. o. F. n.

12. Corollaire. — II résulte des théorèmes précé-
dents que chacune des fonctions
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s'exprime rationnellement l'une par l'autre. En effet,

chacune de ces fonctions s'exprime rationnellement par

les racines *r0, x^ . . . , xn._\ ] chaque racine s'exprime

rationnellement par Tune quelconque des fonctions (A),
±

n° S 5 par conséquent, une fonction quelconque R" s'ex-

prime rationnellement parR£, où / et k sont des entiers

arbitraires.

13. THÉORÈME VI(Galois). — Si une équation irré-

ductible de degré premier n est résoluble par radi-

cauXy les racines sont toutes exprimables en fonction

rationnelle de deux quelconques d 'entre elles.

Démonstration. — Nous avons vu que chaque racine
de l'équation proposée s'exprime rationnellement en
chacune des fonctions (A), n° 5} chacune de ces fonc-

dons, par exemple R", s'exprime rationnellement en

fonction de deux certaines racines ; par conséquent, nous

aurons

{" = W(.TA, .77).

En appliquant à cette équation toutes les substituions

de la forme I 1, nous oDtenons, pour le premier

membre de l'équation, le Tableau suivant :

i

( B ) H'

D'aulre part, toutes les valeurs possibles de XT sont ren-



fermées dans la Table

(G) ,X0),
 XV{TU Xt)

'

Exprimons x^ par xi et jj. Cherchons dans la Table

(C) la fonction W(xt, Xj); cette fonction sera égale a

un des termes du Tableau (B), soit

1
Comme Xk s'exprime rationnellement par a'"R" la

racine Xh s'exprimera rationnellement en T(.r/, xj) et,
par conséquent, en x^ xr c. o. r. D.

\ \ . THÉOEKAIE VIL — La fonction

est la racine d'uneéquation abélienne du degré (// — 1 ),

<7o7i£ fe coefficients sont des fonctions rationnelles de

celles de la proposée.

Détermination. — Les quantités RM R.j, . . . , Rw_!
sont les racines de l'équation

(21) (X - Ri)(Ç - R2). • .(C - R,,-i) = o.

Démontrons, en premier lieu, (jue les coefficients de

cette équation sont rationnellement connus. A cet

effet, formons toutes les substitutions possibles de n ra-

cines x0 , # | , • . -, Xn-\\ ces substitutions forment un

groupe de l'ordre ( i . 2 .3 . . . / z ) . Chaque substitution de

ce groupe est équivalente au produit de quelques trans-

Ann. de Mathémat., 3e série, t. VII (Octobre 1888). 3i
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positions; mais la transposition (a?/, Xj) remplace la
suite

a'R

par la suite

Mais

Alors la transposition (.r/, xy) remplace dans la série
R 4 ,R 2 , ...,T\w_4Uii terme parl 'autre; par conséquent,
la fonction symétrique des quantités R1? R2, R3, . . . ,
lin-\ n'est allérée par aucune transposition. D'où il suit
que chaque fonction symétrique des R,, R,, . . ., R^_,
sera rationnellement connue ; par conséquent, lescoeili-
cients de l'équation (22) seront rationnellement con-
nus.

Démontrons, en second lieu, que les racines de l'équa-
tion ( 9\'\:) sont toutes exprimables rationnellement par
l'une quelconque d'entre elles.

Nous avons

Comme a-0, a l 7 . . . , x ,^ , sont toutes exprimables ra-
tioiiiicïllenient dans l'une quelconque des fonctions

la [onction Rf peut être exprimée rationnellement, par
i

exemple par R" ; par conséquent, nous aurons

( a i )

Uî)
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où 4> et H sont des fonctions entières. En faisant dispa-
raître le dénominateur, nous aurons

1 2 1 n-\

où a0, a{, a2, . . . , an_{ sont des fonctions rationnelles
deR,>,

En appliquant à l'équation (->4) tous les degrés de sub-

stitution S = f u nous aurons (tliéorème J),
\ ~" J

1 1 nz 1
Rj = ao-+- <3 1a 2R 2 -+- a2'x'*K2 -+-...-{- an-i an~2R„

1. 2 // - 1

Rt = <70H- «i av R2 -f- a 2 a 8 R2 -+-...-+- a ^ i a " ^ ] ^ , ,

En ajoutant ces égalités, nous trouvons

par conséquent 11, s'exprime rationnellement en K2-
D'où il résulte, comme l'a remarqué, pour la première
fois, Kronecker ( ' ) , que l'équation (22) se rapporte à
la catégorie des équations abéliennes (2).

15. THKOTIKUE \ III (Galois). — Si toutes les racines
d une équation irréductible de degré premier n sont
exprimables rationnellement en fonction de deux quel-
conques d'entre elles, l équation est résoluble par radi-
caux.

( ' ) SCRRET, Cours d'Algèbre supérieure, t. I I , p . G54-66/i ; 1886.
( 2 ) N.-1I. A B E L , Œuvres complètes, t. I, p. ''178-507; 1881.
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Démonstration. — Formons la fonction

où a est Tune des racines de l'équation • = o.

Comme toutes les racines de l'équation/(x) = o sont
exprimables rationnellement par deux racines à volonté,
on peut écrire

(26) ïï^cpOo^i),

où fz est une fonction rationnelle.

En appliquant à l'équation (26) toutes les substitu-

tions de la forme ( I (TablelX, n° 6), nous obte-

nons pour lï4 la série de valeurs

,, ail,, a8II,

IIp,

où «, è, c, . . . , p ont les valeurs désignées dans le n° ti.
A la fonction o(x0, x{) répond la série

cp(.ro,.rp),
(E)

La Table (E) contient toutes les valeurs de la fonc-
tion ç-, par conséquent, la Table (D) contient toutes les
valeurs de la fonction 11 .̂ Nommons \ l'une des racines
de l'équation \n~î — 1 = 0, sans en excepter l'unité, et
formons la fonction
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11 est évident que 9{ = &(xOj xK ) n'est pas altérée par

( z -u i \

); en outre 9{ n'est pas al-

térée par la substitution T = f J> car

par conséquent,

/t- ̂  ji — i j

11 est évident que 9{ est une fonction symétrique et ra-
tionnelle des racines j?0, X\^x^i • • ., et par conséquent
elle est rationnellement connue. JN'ous aurons, éudem-
nient, les (/z — i) équations

où 0o, &i, 9ô  •••<>9H_2 sont des quantités rationnellemeiit
connues. A l'aide de ces équations, 11 ,̂ II", . . . , ÏI"_ |

s'exprimeront par des fonctions rationnelles et linéaires

des v90, v ^ ) v ^ ! ••••) v(iw_2; par consequent,
nous trouverons n±, IL, . . . par radicaux^ donc nous
trouverons par radicaux les racines de l'équation pro-
posée, c. Q. F. D.


