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SUR LE CRITERE DE GALOIS CONCERNANT LA RESOLUBILITE
DES EQUATIONS ALGEBRIQUES PAR RADICAUX;

Par M. J. DOLBNIA,

Ingénicur des Mines a Nijni-Noygorod

1. 1l est bien connu que les racines de I'équation cu-

bique
PIEpr+qg=o

s'expriment par les formules

1 1
s r(,:]{;—'— R;.

1 1
| ry=aR}+ 2R3,
|

J'g:ng‘:—i—lR;,

ou Ry, R, sont les racines de I'équation

3
t24-ql — —]7—_ = 0.

/
Abecl, le premier, a remarqué (') que les racines de
chaque équation algébrique irréductible, résoluble par

(vy OFuvres completes, t. 11, p. 2025 1831,
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radicaux, sont exprimables par des formules semblables
a (1). Dans un des Mémoires posthumes Sur la résolu-
tion algébrique des équations, Abel a donné ('), sans
démonstration, le théoréme suivant :

Si Uéquation de premier degré n est résoluble par
radicaux, ses racines sont exprimables par les for-

mules

\

1 1 1
2o = n<l{'f+ Ry +...+ RZ_,),

1 1 1
(2) ry = n<al{':~:—- ) RZ_1>,
N ceny
1 1 1
Ty = lL(\d.”‘IRI:—f— a2 Ry ...+ ocR::_1>,

ot Ry, Ry, ..., Ry,_y sont les racines d’une équation
du degré (n—1) dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles des coefficients de la proposée.

La vérité de ces formules a été démontrée par Malm-

sten dans le Tome XXXIV du Journal de Crelle (*).

2. La connaissance plus exacte des propriétés des
1 i+
fonctions R}, R}, ..., R),_, s’acquiert 4 I'aide des théo-

remes suivants :
1
Tutorkwe I. — 8 nous donnons a R* la forme de

fonction rationnelle des racines xo, Xy, Xy ...y n_y, la

L. s+ k L. , . . 1
substitution < ) > réduit cette fonction a «*R).

Démonstration. — Du sysicme (2), on déduit

1
N n
(3) Ry=wo+an—tey .. +at—hy 4+ . ax,g+....

(') OFuvres complétes, t. 11, p. o15->43.
(*) Surrrt, Cours d’Algébre superieure, t. 11, p. 6571 1886
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. \ , . . s+ k
En appliquant a cette équation la substitution ’
P4

/

on a
\ VAT (A
n
4 s S],-(Rl)——«‘l‘/,-lr-1""1.1'/5.H+...
! T AR ALy e,
R 3+ Lk . 3s
ou S;= ~ )+ En multipliant les decux membres de

(3) par «*, on obtient

1
3 n . ., s,
(5) | ab Ry = akzy+ ah—lo; + ak—2254. ..
) Gz art=lyy A oh T,

En comparant (4) et (5), on trouve

1

/
S ( %) ERT N
& R1 =« R1 C. Q. F. D.

/

3. Corollaire. — En désignant <:' T l>—.: S, nous

avons

1) 1
S<R'1L):aR';,
f1 1
st(R¥) = n?,

d’ou il suit que, si nous appliquons les divers degrés

<

s . . 41\, 4
de substitution circulaire S = ( ) a RY, nous au-
rons la séric
1 1 1 1

n n n ipn
(6) Ry, «Rj, 2R}, ..., an-1Rj,

~

"y . . o s+1
En général, les divers degrés de substitution S= < )
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1
donnent a R? la série des valeurs suivantes :

1 1 1

1 1
n . n : n : n
R,, afR,, 2¥R,. ..., an=iR;.

4. Tueonime . — 87 nous appliquons la substitu-

. Az 1
tion'T'= ( > a R, nous aurons

<
\

( 1 1

1
T \n’,’): R;,
ol ¢ satisfait « la congruence

Al = (mod n).

Démonstration. — En appliquant la substitntion

, Asy .
I':< ) a la fonction

1
!

Ri=ory+ 2"ty = a2y = a4 = ATy

nous aurons

1
" /') ) -
| (l{,, =g 2 A gy e e AT e ATy

Soit
At =1 (mod n);
alors
ahi =9, 3Ahi=73,

Par conséquent,

1

o n
(7) 1 ( R,}: B T Ll R L A T S Ll P

Mais, de I'équation (2), on déduit

N " ] ]
(8) Ry =ao+at-try— a2 gy o alry, .

En comparant (7) ¢t (8), on obtient

1 1
1'(\ R ,) =R} C.

Q.

O i N
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5. Corollaire. — Soit p la racine primitive du nombre
premier n; alors 57! = 1 (mod ), tous les autres degrés
de p sont congrus avec les nombres 2, 3,4, ..., n—1.
Posons

pn—2=aq, pt=3=0b, R, =k (mod n),
oua, byc, ..., k sont les divers termes de la suite 2,

m_ (03
3, ..., p—1, p+1,...,n—1. Posons [‘_< .

<~

En appliquant successivement tous les degrés de T,

nous aurons
< 1 1
r n n
F\R 1 ) = R/u

ou les indices a, b, ¢, ..., &k sont les résidus minimum
de p%, 0% ..., 0”72, suivant le module n.

De cette maniére, nous verrons que les différents
degrés de substitution T donnent la série

T<Rf‘> R

Al

1 1
Tn-2 (R;l> =R}

’

1 1
o1 Rj’) =R/.

<&

.. . 21
6. A l'aide des deux substitutions S::( > et
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\ ] . .
T—= < ), nous formerons la Table suivante :

o, S. S2, e, Suen
‘T. ST, ST, cee. SEIT,
©T: ST ST ... Sa-1T2

eee e G e e .

(9)
( T,zv‘z‘ STr-2 S:‘.Tu——z’ ., Sn—1Tn-2,

La table (9) constitue un systéme conjugué (). Les

substitutions de ce systéme, étant appliquées successive-
1

ment & RY, donnent a cette fonction les n(rz — 1) valeurs

sulvantes

1 1 1 1
n n ] _ n
Ry, aRy, 2Ry, ..., a7 1Ry,
1 1 1 1
n n n n
(\ /I R, 2¢R,, 22R,, ..., an—aR,
S e Ve , Gy e .,
1 1 1 1
n P n "
\ Rg, afRy. «2fRy, . atp Ry
7. Tatonive W — Les substitutions qui n’altérent

1
pas l(tfonction R': conslituent un systeme conjuguc
dont ’ordre est

M=1,2.3,...,(n—2);

ce systéme se compose de toutes les substitutions qui
n'altérent pas les deux racines : xq et encore une cer-
laine racine xy.

1
Démonstration. — En appliquant & R” tous les de-
pphq 1

grés de substitution T = <pﬁ>, nous aurons les (n—1)

valeurs dillérentes de cette fonction qui sont renfermées

(') Scrrrr, Cours d’Algébre superieure, t. II, p. 268-271; 1886.
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dans la série
1 1 1 1
(10) RY, R}, Ry, ..., Ro_,, ...

Les substitutions 1, T, T2, ..., T7=2 n’altérent pas
I'indice z = o. D’autre part, si & I'équation
1 1 1
n n
o= R} +Ry+...+R,_,
nous appliquons toutes les substitutions possibles des ra-
¢ines Xy, Xa, « .., X, y,la racine xo n'est pas altérée par .
cette opération. D’ou il suit que toutes les substitutions

de racines x,, 3, ..., x,_, donnent a RT:’ les (n—1)
valeurs différentes. Le nombre des substitutions des ra-
cinesde x,, s, ..., 2,_, est exprimable par le produit
N=1,2,3,..., (n—1). Ces substitutions forment un
systéme conjugué qu’on peut former de la maniére sui-
vante. Du nombre général n des racines de 1’équation
proposée mnous excluons @y, ¢l encore une racine a vo-
lonté, par exemple ay; de toutes les autres (2 — 2) ra-
cines,

(11) L2y T3y, .oy Tpog

nous formons tous les arrangements possibles sem-
blables & (11). Le nombre de tels arrangements est égal

au produit
M=1,2,3, ..., (n—2).

Nommons les substitutions a Paide desquelles nous
recevons tous les M arrangements par

(12) 1, Uy, Uy, .oy Uy

Les substitutions (12) constituent un sysiéme con-
jugué qui n’altére pas les deux indices o ct 1. Des deux

9

systémes conjugués (1, T, T2, ..., T" 2) et (12), for-



mons la Table

1. T. T2, coey, T2
[}‘, UlT, U1T2, ey UxT"——?,
(13) < Uy, U,T, UyT: ..., U,Te-2

9

Up—t, Uy T, Uy T2, ..., Ug_y, Tr-2,

.y Y 5

Ce Tableau renferme les (2 — 1) M substitutions parmi
lesquelles ne peuvent étre deux substitutions égales, car
) I’équation

Uy TB= Uy TY
entraine I'égalité

(1§ TE-8 = Uz' Uy,

ce qui ne peut étre, parce que le produit Uy' Uy trans-
forme au plus les (2 — 2) indices, alors (ue la substi-
tution T®=8" transforme tous les indices, excepté les
zéros. 1Vou il suit que la Table (13) renferme

[1, 2. 3. ..., tn—1)]

substitutions diverses qui ne transforment pas xy et

qui constituent un groupe dont Pordre est
N=1,2,3, .... (n—1).

1l est facile de prouver que, dans chaque ligne horizon-
tale du Tableau (13), il y a seulement unc substitution

1
qui n’altere pas RY. En effet, admettons que dans la

ligne
Uy, UgT, UpTe,
UaThe ooy UaTl .., UyTe—2
il y ait deux substitutions U, T* ¢t U,T? qui n’altérent

1!
pas RY. Dans celte hypothese, la substitution

(U1 =T 'Lz
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. j .
n’altere pas R”; par conséquent, le produit
I 15 1 1 s1¢ p
T /Uz', UyTh= Tk~

K
n

w’altére pas non plus R’

, ce qui ne peut étre. De la
suit qu’il existe
M=1,2,3....,(n—2)

1
diverses substitutions qui n’altérent pas R7. Ces sub-
stitutions ont les formes

. U, T8,

olt
2 - M—1, Bon—»,

¢t évidemment constituent un systéme conjugué (*).

Draprés les théorémes bien connus de MM. Bertrand
et Serret (*), nous connaissons que, si P'ordre de sys-
weme conjugué de (12 —1) letres est égal au produit
1, 2,3, «.., (n—2), le systéme se compose des substi-
tations formées avee (n — 2) lettres; d’ou il suit que le

1
systéme  conjugué qui n’altére pas RY se compose de
toutes les substitutions qui n’altérent pas x,, et encore

I'une des lettres x4y oy <« vy Tp_y- C. Q. F. D.

8. Remarque nécessaire. — lLes théoremes de
MM. Bertrand et Serret dont nous nous sommes servis
admettent une exception quand n=+7. Dans ce cas,
n —1= 6, ct alors, outre le syst¢me qui renferme toutes
les substitutions de cing lettres, on peut encore former
un systéme de méme ordre qui contient les substitutions
circulaires des ordres 4. 5, 6. 11 est bien compréhensible

(vy Sernet, Cowrs d'.Mlgebre supcricure, t. 1L, p. 386; (886,
(+) 1bid., t. 11, p. 2qf.
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que ce dernier groupe ne peut satisfaire aux conditions
du théoréme 111, En effet, le groupe d’ordre 120, qui fait
cxception aux théorémes de MM. Bertrand ct Serret,
renferme la substitution circulaire

P = (71, 15, 13, L3, Ty 26) (1)

En remarquant que 3 est la racine primitive du nombre
premicr 7, posons

alors
e 93 Xyy Ty Tgy Xyy Tyy T
rl: —3 5
S L1y Xay T3 Ty Lyy T

T2= (11, 23, 24) (%3, X6, T5)-

ou
II est clair que
P —= T2 ;

par conséquent, le groupe qui renferme les substitutions
circulaires des ordres 4, 5, 6 ne peut ¢éire identique au
groupe du méme ordre, dont toutes les substitutions

i
n’altérent pas R7.

9. Raisonnant comme ci-dessus, nous verrons que le
groupe qui n'altére pas 2PFR; se compose des M =1,
2, ..., (n — 2) substitutions qui ne transforment pas x,
¢l encore une certaine racine xg.

10. Tatorkme IV. — Chaque fonction de la forme

A

A R? est exprimable rationnellement par deux racines
14 / I

de [’équation proposée convenablement choisie.

Démonstration. — Prenons 1'une des fonctions

(') SERRET, Cours d’Algébre superieure, 1. 11, p. 311t 1866,
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4
donndes 7."1’]{’1’,. Cette fonction n’est pas altérée par
toutes les substitutions possibles des racines

Toge Ty vvey Tfs  veey Ty ceey Tp—1,
excepté ay ct encore unc certaine racine ay; par consé-

]
quent, 2427 est une fonction enticére, rationnelle ct
symétrique des racines de I'équation

V(=) (x —x1). . (@ — 2 1 )(&— Thrp) -

(13) 2 X(x—xiq)(r—Tp) e (2 —Xpy)= 0.
Si
(16) Sflz)=o0

1
est I'équation proposée, la fonction 11’"]{',1 est expri-
mable rationnellement par les cocflicients de 1'équation

S(z)

(z —ap)(xr —ay) =

par conséquent, elle s’exprime rationnellement par @,
et xy. C. Q. ¥. D.

11. Tutorime V. — Chague racine de D’équation
proposée s’exprime rationnellement par chacune des
Jonctions (A) (n°5), si les racines de I’ équation bindme
% — 1 = o sont rationnellement connues.

Démonstration. — Nous avons reproduit ici les rai-
sonnements avec lesquels Galois a démontré 'un de
ses théoremes fondamentaux ('). Nous savons que le
groupe des substitutions d’ordre N =1, 2, ..., (n—1)

1
(ui ne transforment pas x, donnent a RY les (n—1) va-

(') SERRLT, Cours d’Algebre supéricure, . 11, p. 38¢-393; 1860



leurs
1 1
Ry, R3. .... R,

n—=i-
Composons I'équation

1 / 1

1
(15) (:wn“)(*—n;’)...(gwn,jﬂ):o.

1, %

dont les coefhicients sont les fonctions symétriques des
racines de I'équation

RACII

— Y

X — Iy
par conséquent, on peut donner a Iéquation (17) la
forme

Fl.ry)=0

L’équation proposée f(a) = 0 a une racine commune
avec chacune des équations

Il est facile de démontrer qu’aucune des équations (18)
n’a d’autre racine commune avee 'équation proposée.
C’est pourquoi nous disons que I'équation
1
(19) F(](',f,x):u
ost satisfaite par la substitution x, au licu de x, c'est-
J

a-dire que nous avons identiquement

(20) l’(lié,@):o.
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L’équation
(21) F(g, ;) =0

, A . . )
découle de (17) par la substitution circulaire < ) J>;

par conséquent 'équation (21), dans la forme étenduc,

est
1

1\ / 1 / :
(z; — afR’,‘Mc — a2 R'_f). . .K: — an-J l{:;'_l) =o.
Il est évident qu’a cette dernicre ¢quation la racine

{= R}? ne satisfait pas; par conséquent, 1'égalité (20)
n’est pas admissible, par conséquent notre hypothése est
illusoire.

D’ou il suit que chaque équation (18) n’a qu'unc
scule racine commune avee Péquation proposée; par
conséquent, le polyndme f(x) a un plus grand commun
diviseur avec chacun des polyndmes (18), et ce com-
mun diviseur est un polynome du premier degré en x.
Nous chercherons ce diviseur parmi f'(x) et I (g, x);
ayant obtenu le reste du premier degré en x, nous éga-
lerons ce reste a zéro; par cela méme, & se transforme
en X, lequel s’exprime rationnellement par 5 au lieu

de T, nous pouvons substituer chacunc des fouctions
1 i A
RY,RY, .., RY

v .- De la méme manic¢re, nous démon-

trerions que, en général, x; s’exprime rationnellement

1 1 ]
par o*RY, 22kRY, ..., a»7%R};_,. D’ou il suit que cha-

cune des racines s’exprime rationnellement par chacune

des fonctions (A), n® 5. C. Q. F. D.
12. Corollaire. — 1l résulte des théorémes précé-

dents que chacunce des fonctions

1 1

1 1
n n n
R?, RY, ..., Rl
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s'exprime rationncllement 'une par I'autre. En effet,
chacune de ces fonctions s’exprime rationnellement par
les racines x4y X4y ««+y Ty chaque racine s’exprime
rationnellement par I'une quelconque des fonctions (A),

1
n° 3; par conséquent, une fonction quelconque Ry s’cx-

1+
prime rationnellement par R}, ou / et & sontdes entiers
arbitraires.

13. Tritorime VI(Galois). — Si une équation irré-
ductible de degré premier n est résoluble par radi-
caux, les racines sont toutes exprimables en fonction
rationnelle de deux quelcongques d’entre elles.

Démonstration. — Nous avons va que chaque racine
de Téquation proposée s’exprime rationnellement en
chacunc des fonctions (A), n° 5; chacune de ces fonc-

1
tions, par exemple R, s’exprime rationnellement en
fonction de deux certaines racines ; par conséquent, nous

aurons
1

H;; = U"(wy, 7).

En appliquant a cette équation toutes les substitutions
as—+0 . .
de la forme , nous obtenons, pour le premier

membre de I'équation, le Tableau suivant :

1 1 1 1
n n n n
R, R,. R;, . R,
1 1 1 4
n n n n
(B) 2Ry, xRy, a Ry, R, g,
RN eeen e Gy s
1 1 1 1
n n n n
an—tRy, ar—tR,, an—1R) oo ar—iR, .

D autre part, toutes les valeurs possibles de " sont ren-
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fermées dans la Table

¥(xzg, 21), T(zg, 29). ceen W(rg, Th—q)
@) Wy, ay), Uy, x3). cees Wy, a1,

......... R FE

Y(2p-t1, 20)y, W (Tp-1. 1)y ..., U(Zn—y. rp_g).

Exprimons xx par z; et y;. Cherchons dans la Table
(C) la fonction W(x,, x,); cette fonction sera égale a
un des termes du Tableau (B), soit

1

- n
¥(x;, .Z‘J) = aM RI“

1
Comme x; s’exprime rationnellement par amRy, la
racine ay s’exprimera rationnellement en U'(xj, ) et,
par conséquent, en x;, x,. C.0O. V. D.

14. Trarorevr VI, — La fonction
Ri=(zy+ a1+ 2= 2xg . .+ 2Ty )

est la racine d’uneéquation abélienne du degré (n—1),
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de
celles de la proposde.

Détermination. — Les quantités Ry, Rs, ... R, _,
sont les racines de 'équation

(22) (L= R))(E—Rp).. (L —Ruq) =0.

Démontrons, en premier lieu, que les coeflicients de
cette équation sont rationnellement connus. A cet
cflet, formons toutes les substitutions possibles de 7 ra-
cines &g, Xy, .., Tp_y; ces substitutions forment un
groupe de Lordre (1.2.3...n). Chaque substitution de
ce groupe est équivalente au produit de quelques trans-

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VII (Octobre 1888). 31
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positions; mais la transposition (x;, x;) remplace la
suite

1 1 1
n ‘ e
11R“ 3(21[{2, e a(”—”‘R”_l
par la suite
1 1 1
n . n n n
2 Ry, a¥R,, ..., alr-lJRY.

Mais ’
(1/‘" Ri{)”‘: Ry

Alors la transposition (x;, x;) remplace dans la série
R,, Rs, ..., R,y un terme par I'autre; par conséquent,
la fonction symétrique des quantités Ry, Ry, Ry, ...,
R,_, n’est altérée par aucune transposition. D’ou il suit
que chaque fonction symétrique des Ry, R, ..., R,
sera rationnellement connue; par conséquent, les coefli-
cients de I'équation (22) seront rationnellement con-
nus,

Démontrons, en second lieu, que les racines de I'équa-
tion (22) sont toutes exprimables rationnellement par
I'une queleonque d’entre elles.

Nous avons

R, = (.T"—i— L R L B L. )".

Comme xy, Xy, - ... Ln_y sont toutes exprimables ra-

tionnellement dans 'une (uelconque des fonctions

1 1 1

n n n

RY, RI ..., R,
la fonction R, peut ¢tre exprimée rationnellement, par
1

exemple par RY; par conséquent, nous aurons

o(r?)

/

;
ol w¥)

\

(23 R, =
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ou @ ct  sont des fonctions entiéres. En faisant dispa-
raitre le dénominatcur, nous aurons

1 2 3 n-1

m

(24) Ri=ay+ a,R'.; -+ agR'; +a3R, +. ..~ apy Rz" R

ou ay, @, @, ..., a,_, sont des fonctions rationnelles

de Rg.

En appliquant a 'équation (24) tous les degrés de sub-

. . ~ S +1 , , . \
stitution S = > nous aurons ( théoréme 1),

/

2

1 2 n_-y
n " n
Ri=ay+a Ry, + aR,+...+~a R,
1 2 n-1

n ot
Ri= ap~+ ay22 R} + a,2* R 4. ..+ @,y an—2R,"

1 2 n-1
. I3 n "
Ri= ay+ a;2* Ry 4+ as a8 Ry 4. . .4~ @pg 2=+ R,

1
2 n
Ry = ay—+ a,2"2 R},

+ et ap—g22R2
En ajoutant ces ¢galités, nous trouvons
Ry = a,,

par conséquent IRy s’exprime rationnellement en R,.
D’ou il vésulte, comme I’a remarqué, pour la premiére
fois, Kronecker ('), que 'équation (22) se rapporte a
la catégorie des équations abéliennes (*).

15. Tutoriove VI (Galois). — Si toutes les racines
d’une équation irréductible de degré premier n sont
exprimables rationnellement en fonction de deux quel-
conques d’entre elles, U équation est résoluble par radi-
caux.

(') ScrRET, Cours d’Algébre superieure. t. 11, p. G34-66% ; 1886.
(*) N.-H. ABEL, OFuvres complétes, t. 1, p. 178-507; 1881.
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Démonsiration. — Formons la fonction

Hy=axy+ a1y +at2r4. ..+ 4Ty,

n

ou 2 est I'une des racines de l’équation

= 0.

Comme toutes les racines de I'équation f(x)= o sont
exprimables rationnellement par deux racines a volonté,
on peut derire

(26) [h:(.?(l'o,l‘l),

ou <z est une fonction rationnelle.
En appliquant a I’équation (26) toutes les substitu-

34+ b
as )> (TableIX, n° 6), nous obte-

<

tions de la forme <

nons pour I, la série de valeurs

[ I ST 3 | P 2211, ceeooan=i Iy

1y, a2ll,, =22ll,, .... ant-a]l,,

(D) L e s
ey e e s e e s

Mo, aplly, 220, ..., an=Plg,

ou a, b, c, ..., p ont les valeurs désignées dans lc n° 3.
A la fonction ¢(xg, x,) répond la série

/ !'?(‘7'03 Zy), "?('TIMT'Z)e '{‘(l'n.—i,z'n)y

\!‘D(.’I‘o..Tp), ?(71,.794,‘\, 9(2‘,1_1,.1‘9_1),

‘?(T()afl'a)s ‘?(Tuxa—ﬂ), sy ?(*Tn—nxa—l)-

La Table (E) contient toutes les valeurs de la fonc-
tion ¢ par conséquent, la Table (D) contient toutes les
valeurs de la fonction MI,. Nommouns X I’'une des racines
de I'équation A*~! — 1 = o, sans en excepter l'unité, et
formons la fonction

(T == M — R0 L M2 1)1 = 0, = B (g, ).



(485)
Il est évident que 6, = ®(x,, x,) n’est pas altérée par
- 51
la substitution S = < ); cn outre 8, n’est pas al-
~ /
térée par la substitution T = <P~>> car
T(H,):Ha, T(Ha)=T2(“1)::H[,, o
par conséquent,

1

0 = ]T(n—_:> [P(2, 2)) + P(x), 3) +. .+ D(Zpoy, Ta—1)].

1l est évident que §, est une fonction symétrique et ra-
tionnelle des racines z,, x,, x,, ..., et par conséquent
clle est rationnellement connue. Nous aurons, évidem-
ment, les (n — 1) équations

W7 112 .+ 115 ="V,
WY M08 4. 4= 2 = "V,
M7 - =201 e NI = V0,

ou g, by, 8,5, ..., 0,_» sont des quantités rationnellement
connues. A l'aide de ces équations, 17, 113, ..., II;;_,
s’exprimeront par des fonctions rationnelles et linéaires

n—1 n—4 /57— n—4/);7— U Vru ’
des "V, "V, Vo, ..., Vi,_as par conséquent,
nous trouverons I, TI,. ... par radicaux; donc nous
trouverons par radicaux les racines de I’équation pro-

posée. C. Q. F. D.



